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1 Identifikationsverfahren

Dieses Kapitel beschéftigt sich mit der Prozessidentifikation linearer dynamischer Systeme.
Nach einer kurzen Einfiihrung in das Konzept der Identifikation werden einige wesentliche
Vertreter von nicht-parametrischen und parametrischen Identifikationsmethoden diskutiert.
Es sei bereits an dieser Stelle angemerkt, dass sich die verwendeten Begriffe sehr stark an
dem Buch von L. Ljung [1.1] orientieren, da dieses Buch auch die Grundlage der MATLAB-
Identification-Toolbox, in der alle in diesem Kapitel diskutierten und dariiberhinaus noch
wesentlich mehr Algorithmen zur Identifikation implementiert sind, bildet.

1.1 Aligemeines

Abbildung 1.1 zeigt die prinzipielle Aufgabe der Prozessidentifikation. Auf den Prozess

v

Ui »
u9 »

. Prozess
u, >

Modell

Y

Abbildung 1.1: Zum Konzept der Prozessidentifikation.

wirken die Eingangsgréfien uq, ..., u, und es wird angenommen, dass nur eine Ausgangs-
groBe y gemessen wird. Diese gemessene Ausgangsgrofle y ist durch das Rauschsignal v
gestort. Das Prozessmodel soll nun den Prozess so gut wie moglich beschreiben, wobei
hier natiirlich moéglichst viel a priori Wissen iiber den Prozess beriicksichtigt werden soll.
Die Qualitdt des Modells wird dann beispielsweise anhand des Fehlers e zwischen dem ge-
storten gemessenen Ausgang y und dem Modellausgang ¢ bewertet. Dieser Fehler dient in
weiterer Folge dazu, das Modell zu verbessern. Die verschiedenen Schritte, die im Rahmen
der Identifikationsaufgabe durchzufiihren sind, sind in Abbildung 1.2 zusammengefasst
und miissen je nach Problem mehrmals iterativ durchlaufen werden:
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Abbildung 1.2: Ablauf der Identifikation.
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1.1 Allgemeines Seite 3

(A)

Wahl der Eingangsgrofien: In diesem Schritt muss entschieden werden, welche
Eingangsgroflen fiir die Prozessidentifikation verwendet werden und welche Signale
sich fiir die einzelnen Eingangsgréfien eignen.

Modellarchitektur: Hier sollte festgelegt werden, ob es sich um ein statisches oder
dynamisches Modell handelt, fiir welchen Zweck das Modell benétigt wird (Simulati-
on, Reglerentwurf, Fehlererkennung etc.), der daraus resultierende Dynamikbereich,
ob die Identifikation on- oder off-line erfolgen soll usw.

Dynamik des Modells und Ordnung des Modells: In diesen Schritten erfolgt
eine Beschreibung der Systemdynamik, beispielsweise in Form einer Ubertragungs-
funktion oder eines Zustandmodells, und es sollte eine Systemordnung festgelegt
werden, die aber, falls nicht durch a priori Wissen bekannt, nur im Rahmen von
gezielten Experimenten sinnvoll geschétzt werden kann.

Modellstruktur: Im Rahmen dieses Schrittes wird die der Identifikationsaufgabe
zugrundeliegende Modellstruktur festgelegt. Es sei an dieser Stelle auf Abschnitt
1.3.1 fiir die unterschiedlichen Modelle von parametrischen Identifikationsverfahren
linearer dynamischer Systeme (ARMA, ARX, ARMAX etc.) verwiesen.

Wahl der Modellparameter: Oft liegen die Modellparameter durch die vorigen
Schritte, insbesondere die Wahl der Modellstruktur sowie der Systemordnung, bereits
fest. Es besteht jedoch hier noch die Moglichkeit, gezielt Parameter angepasst an
die Identifikationsaufgabe auszuwahlen.

Uberpriifung des Modells: Je nach Zweck des Modells (Schritt (B)) muss iiber-
priift werden, ob das Modell die entsprechende Giite aufweist. Hier ist besonders
darauf zu achten, dass zur Uberpriifung des Modells nicht der gleiche Datensatz wie
zur Losung der Identifikationsaufgabe verwendet werden darf.

Man unterscheidet in der Literatur noch zwischen white-box, black-box und grey-box
Modellen:

Bei white-box Modellen lassen sich sdmtliche Gleichungen und Parameter auf Basis
physikalischer Uberlegungen gewinnen. Man spricht auch dann noch von white-box
Modellen, wenn das Modell komplett tiber physikalische Gesetze hergeleitet wird und
einige so genannte konstitutive Parameter (Reibungsparameter, Leckageparameter,
Streuinduktivitdten, usw.) aus Experimenten ermittelt werden. Die Vorteile dieser
Modelle bestehen in einer sehr guten Extrapolierbarkeit des Modells iiber die durch
Experimente gewonnenen Daten hinaus, einer hohen Zuverléssigkeit, einer guten
Einsicht in das Modell, sowie in der Skalierbarkeit des Modells, womit es auch
fiir noch nicht realisierte Systeme (Prototyping) anwendbar ist. Als Nachteil von
white-box Modellen kann angegeben werden, dass die Erstellung im Allgemeinen
relativ zeitintensiv ist und man eine genaue Kenntnis des Systems bendétigt.

Black-box Modelle stiitzen sich lediglich auf experimentelle Ergebnisse und haben
kein (oder sehr wenig) a priori Wissen des Systems. Natiirlich sollte man sich bewusst
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1.2 Nicht-parametrische Verfahren Seite 4

sein, dass das so gewonnene Modell nur in dem durch die Identifikation abgedeckten
Datensatz Giiltigkeit hat. Der Hauptvorteil besteht darin, dass man relativ wenig
Wissen iiber das System benétigt. Sdmtliche Vorteile der white-box Modelle kénnen
hier als Nachteile angegeben werden.

o Die grey-box Modelle kombinieren die Modellbildung auf Basis physikalischer Uber-
legungen mit Prinzipien der Prozessidentifikation.

1.2 Nicht-parametrische Verfahren

Lineare, zeitinvariante Systeme lassen sich durch ihre Ubertragungsfunktion (s-Ubertra-
gungsfunktion im Zeitkontinuierlichen und z-Ubertragungsfunktion im Zeitdiskreten) bzw.
ihre Impulsantwort charakterisieren. Das Ziel der nicht-parametrischen Identifikationsme-
thoden ist nun die Bestimmung des Frequenzgangs bzw. der Impulsantwort direkt iiber
Messungen der Ein- und Ausgangsgréfien, ohne dabei auf eine bestimmte der Identifikati-
onsaufgabe zugrundeliegende Modellstruktur zuriickzugreifen. Da diese Methoden nicht
auf eine finite Anzahl von zu identifizierenden Parametern ausgelegt sind, werden sie als
nicht-parametrisch bezeichnet. Den nachfolgenden Betrachtungen liegt ein System der
Form von Abbildung 1.3 mit der deterministischen Eingangsfolge (uy), der stochastischen
Storung (Rauschen) (vg), der ungestorten Ausgangsfolge (yx ), der Ausgangsfolge () sowie
der BIBO-stabilen z-Ubertragungsfunktion G(z) mit der Impulsfolge (gx) = 27 G(2)}
zugrunde.

—>  G(2)

Abbildung 1.3: Betrachtetes System fiir die nicht-parametrische Identifikation.

Fiir die Ausgangsfolge gilt nun

k
Yk = ng—iui + vk (1.1)
i=0
bzw. im z-Bereich
Y2(2) = G(2)uy(z) + v.(2) (1.2)

mit y.(z), v.(2) bzw. u,(z) als z-Transformierte der Folgen (yi), (vg) und (ug).

1.2.1 Impulsantwortanalyse

Wéhlt man als Eingangsgrofie (ug) die Impulsfolge

a firk=0
= Ok {0 fiir k> 0, (1.3)
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1.2 Nicht-parametrische Verfahren Seite 5

dann folgt die Ausgangsfolge zu
Yk = Qg + Uk - (1.4)

Wenn das Rauschen klein gegeniiber der Impulsantwort ist, also |vgx| < |agg|, dann kann
die Impulsantwort in der Form

N Yk
=Z° 1.5
gk =" (1.5)
aus den gemessenen Folgenwerten g ermittelt werden. Das Problem dieser Methode
besteht darin, dass sehr viele technische Systeme keine impulsférmigen Eingédnge zulassen.
1.2.2 Frequenzbereichsanalyse - Anregung mit einer harmonischen Funktion

Fiir das System von Abbildung 1.3 erhélt man im eingeschwungenen Zustand als Antwort
auf die harmonische Eingangsfolge

(up) = (U sin(wokTy)) (1.6)

mit der Abtastzeit T;, die harmonische Ausgangsfolge (yx)

yr = Y sin(wokT, + @) + vg (1.7)
mit
Y = U’G(elona> und ¢ = arg(G (eI“’OTa» (1.8)
bzw.
yp = Yecos(wokTy) + Yssin(wokTy) + vg (1.9)
mit
Y. =Ysin(p) und Y=Y cos(y) . (1.10)

In Anbetracht von (1.7)-(1.10) ist es naheliegend, fiir den Schétzwert g der gemessenen
Ausgangsgrofle y;, einen Ansatz der Form

Gx = Y sin(wokT, + @) = Y, cos(wokTy) + Vs sin(wokT,) (1.11)

mit den zu schéitzenden Parametern Y, = ¥ sin(p) und Y; = Y cos(() zu wihlen. Offen-
sichtlich konnen dann die Parameter ¥ und ¢ sehr einfach iiber die Beziehungen

A

. - Y,
Y =\Y2+Y2 und ¢= arctan(f) (1.12)
Y
bestimmt werden. Es ist nun zu kldren, durch welche Wahl von Y. und Y, der quadratische
Fehler
1 N-
-~ kz v~ 0)° (113)
0

fiir N Messungen von y; minimal wird. Durch Einsetzen von (1.11) in (1.13), Ableiten
nach Y, und Nullsetzen erhalt man

oL 2 = . )
oy - N Z (yk — Y. cos(wokTy) — Kgsin(wokTa)) cos(wokT,) =0 (1.14)
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1.2 Nicht-parametrische Verfahren Seite 6

bzw. mit (cos(a))? = (1 + cos(2a)) und cos(a) sin(a) = £ sin(2a)

2
g N1 Y N— Y N—
N Z Y cos(wokTy,) N Z cos(2wokTy,) N Z sin(2wokTy,) (1.15)
k=0 k=0 k=0
Mit Hilfe der Euler-Formeln cos(a) = 1 (e!® +e~ 0‘) und sin(e) = 3 (elo‘ - e_IO‘) lassen
sich die zweite und dritte Summe von (1.15) wie folgt
N-1 | N-1
Z COS(QWQkTa) — 5 (eIQwokTa 4 e—IQwokTa) (1.16&)
k=0 k=0
N-1 1 V-1
sin(2wokT,) = o (ef2eokTe — o~ 12w0kT: ) (1.16b)
k=0 k=0

umschreiben. Setzt man nun fiir die Kreisfrequenz wg nur diskrete Werte der Form

27l
NT,

wo = mit [ =1,2,... (1.17)

an, dann erhélt man unter Zuhilfenahme der Beziehung

N-1 -N

1—-2
—k _

k=0

folgenden Ausdruck fiir die Summe

(1.19)

Nf Tk _ Ni nas 1= (N fir = N = 1,42,
1— e 1% 0 fiirl=41,+2,...

Das analoge Ergebnis erhélt man natiirlich, wenn man I durch —I ersetzt. Fiir wg geméf
(1.17) errechnen sich demnach die Ausdriicke (1.16) zu

N-1 .
N firl=IN,r=41,42,...
> cos(2wokT,) = ?r 2:h" Y (1.20a)
= 0 firl=-+1,42,...
N-1
sin(2wokT,) =0 (1.20b)
k=0

Wéhlt man die Testfrequenz wy geméafl (1.17) so, dass [ < N/2 ist, dann ist auch der
Ausdruck in (1.20a) Null und die optimale Losung Y. errechnet sich aus (1.15) in der Form

L 2" 2ml
Y, = v Z Yk cos( k) (1.21)
k=0
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1.2 Nicht-parametrische Verfahren Seite 7

Bemerkung 1.1. Man beachte, dass bei vorgegebener Abtastzeit T, die maximal
mogliche Frequenz einer eindeutig darstellbaren harmonischen Funktion echt kleiner
der Grenzfrequenz wpax = 7/7T, sein muss. Es ist unmittelbar zu erkennen, dass der
Wert [ = N/2 eingesetzt in wg von (1.17) gerade dieser Grenzfrequenz entspricht.

Aufgabe 1.1. Zeigen Sie, dass sich das optimale Y, wie folgt

NZ_: Yk sm<27rl ) (1.22)

errechnet.

Dies lésst sich nun wie folgt zusammenfassen: Regt man das System von Abbildung 1.3
mit der harmonischen Folge

27l N
= i T, i =—1=12,...,——1 1.2
(ug) = (Usin(wokT,)) mit wp NT, l 5 (1.23)
an, dann kann man aus den N Messwerten y;, k = 0, ..., N—1, den diskreten Frequenzgang
G(elona) an den Frequenzen wg = ]\2,—7%, l=1,2,..., g — 1 iiber die Beziehungen (siehe
(1.7),(1.8))
Y.=U G’(el“’OT“) sin (arg (G‘ (eIwOT“))) (1.24a)
Y, =U é(elona) cos (arg(é’ (eI‘*’OTa)>) (1.24b)
wie folgt
R Y2+ Y2
Getoe)| = Y= (1.25a)
U
arg (G (eIwOT“» = arctan & (1.25b)
Ys

mit ¥, und Y, aus (1.21) bzw. (1.22) approximieren.

Die obigen Beziehungen (1.21) und (1.22) héngen eng mit der diskreten Fourier-Trans-
formation (DFT) der Folgen (ux) und (yx) zusammen. Zur Wiederholung sei die diskrete
Fourier-Transformierte F,,(w) einer Folge (fx)

N—
2mn
—IwkT, .
w) = E e * mit w= , n=0,1,....N—1 1.26
) P L NT, ( )

sowie die inverse diskrete Fourier-Transformierte (IDFT)

N-1
1 2
fo= 5 X Fue T it w=-"" p=01,.. ,N-1 (1.27)
n=0
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1.2 Nicht-parametrische Verfahren Seite 8

angegeben. Die DFT der Eingangsfolge (uy) nach (1.23) sowie die DET der gemessenen

Ausgangsfolge (yi) lautet unter Beriicksichtigung von (1.21) und (1.22) mit wy = 25-
ke _ U [ ookt TwokTy ) o~ 1wkT.
—lwklyg w a — 1w a —lwKk1q
U, = 2:0 Upe =5 kz_:o (e OFta _ g7 %0 )e
- = I (1.28)
g Z ( 127rk e_Iﬁ(lJ’_n)) _ oI fur l =n
2l = 0 sonst
und
Y, = Z yre WhTa — Z Yk (cos(kz) —1 1n<k>> g(ffc — IYS) . (1.29)
k=0 k=0 N 2

| Aufgabe 1.2. Beweisen Sie die Beziehung von (1.28).

Damit sieht man, dass die Schétzung des diskreten Frequenzganges G (elon“) an

den Frequenzen wy = ]\27—1}2, I =1,2,...,5 — 1 nach (1.25) sehr einfach mit Hilfe der

diskreten Fourier-Transformierten der Emgangs— und Ausgangsfolgen geméfl (1.28) und
(1.29) berechnet werden kann — es gilt ndmlich

N & = ~ & 5
Yn(wo)  DFT((yx)) 7(YC _ IY;) _ V¥ +Yszela“ftan$ (1.30)

Un(wo) DFT((wy)) X U o

Fir die praktische Anwendung ist es natiirlich zweckméfig, die Berechnung der diskreten
Fourier-Transformationen mit Hilfe des effizienteren FFT (Fast Fourier Transformation)
Algorithmus durchzufiihren.

1.2.3 Frequenzbereichsanalyse - ETFE

Die Beziehung (1.30) legt nun nahe, als Eingangsfolge (ux) nicht nur ein harmonisches
Signal mit konstanter Frequenz wg zu wéhlen, sondern ein Signal, welches mehrere Fre-
quenzen beinhaltet, um sich damit das Superpositionsprinzip linearer System zu Nutze
zu machen. Man nennt dann die Schétzung des Frequenzganges nach Beziehung (1.30)
in der englischsprachigen Literatur empirical transfer function estimate (ETFE) — man
beachte dazu auch den gleichnamigen MATLAB-Befehl. Die Schétzung wird deshalb als
empirisch bezeichnet, da auler der Annahme der Linearitdt und Zeitinvarianz des Systems
keine weiteren Annahmen iiber die Modellstruktur getroffen werden. Ist fiir bestimmte
Frequenzen w zufolge der Anregung (uy) die Fourier-Transformierte U(w) = 0, dann ist
die ETFE an diesen Frequenzen nicht definiert. Beispiele fiir geeignete Eingangsfolgen
sind Impulsfolgen, der 3-2-1-Sprung, Chirp-Signale oder PRBS-Signale.
Ein lineares Chirp-Signal mit trapezférmiger Fensterung ist dabei in der Form

. Wend — Wstart) (KT 2
up = Uy + risin <wstartkTa + ( dNTa rt){ 2 : ) (1.31a)
1 10(N —
T = Usat< ]?[k)sat<0( N k)) (1.31b)

Vorlesung Regelungssysteme (WS 2023/2024)
OW. Kemmetmiiller, A. Kugi, Institut fiir Automatisierungs- und Regelungstechnik, TU Wien



1.2 Nicht-parametrische Verfahren Seite 9

mit
1 firz>1
sat(z) =<z fir—-1<z<1 (1.32)
-1 firz<-1

und k = 0,1,...,N — 1, fiir die Abtastzeit T,, der Anzahl der Abtastpunkte N, der
Konstanten Uy zur Kompensation eines Offsets der Amplitude U sowie der unteren und
oberen Chirpfrequenz wgtert und wenq gegeben.

Aufgabe 1.3. Zeichnen Sie den zeitlichen Verlauf des Chirp-Signals (1.31) und den
Verlauf der zugehorigen diskreten Fourier-Transformierten fir N = 256, U = 1,
Wstart = 0.1 sowie wepg = 5/2, T, = 0.5s in MATLAB.

Sogenannte PRBS (Pseudo Random Binary Signal) Verldufe werden héufig in Identifi-
kationsaufgaben verwendet, da sie dhnliche Eigenschaften wie weifles Rauschen aufweisen.
Ein PRBS-Signal der Ordnung O, kann durch die Differenzengleichung

P = mod(alpk_l + agpg—2 + ... + a0, Pk-0,: 2) (1.33)

mit den Koeffizienten a; € {0,1}, j =1,...,0,, welche fiir unterschiedliche Ordnungen in
Tabelle 1.1 dargestellt sind, ermittelt werden. Man beachte, dass sich das PRBS-Signal
alle 292 — 1 Abtastschritte wiederholt.

Ordnung O, a; # 0 fiir folgende j

2 1,2
3 2,3
4 1,4
5 2,5
6 1,6
7 3,7
8 1,2,7,8
9 4,9
10 7,10
11 9,11

Tabelle 1.1: Koeffizienten des PRBS-Signals.

Um die Frequenzeigenschaften des PRBS-Signals zu beeinflussen, ist hiufig eine Uber-
abtastung des Signals p mit dem Faktor P, > 1 sinnvoll. Ist eine Abtastzeit T, gegeben,
dann werden die Werte von py, entsprechend P,-mal aufgeschaltet, d. h. es gilt

u((Pyk + j)To) =Upg, j=0,...,P—1, k=0,...,2% —2 (1.34)
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1.2 Nicht-parametrische Verfahren Seite 10

mit der Amplitude U des Signals. Es kann gezeigt werden, dass damit im Frequenzbereich
eine Tiefpassfilterung des PRBS-Signals erfolgt. In der Literatur wird typischerweise eine
Uberabtastung von P, = 4 empfohlen. Bei einer Ordnung O, und einer Uberabtastung P,
steht damit eine Anzahl von N = (29 — 1) P, Abtastwerten zur Verfiigung.

Aufgabe 1.4. Zeichnen Sie den zeitlichen Verlauf des PRBS-Signals (1.34) und den Ver-
lauf der zugehorigen diskreten Fourier-Transformierten fiir O = 10, U = 1 und einer
Abtastzeit T, = 0.5s in MATLAB. Untersuchen Sie dabei den Einfluss unterschiedlicher
Werte fiir die Uberabtastung P, und initialisieren Sie die Differenzengleichung (1.34)
mit pg = 1.

Aufgabe 1.5. Angenommen, die Folgen (ux) und (yx) bestehen aus N dquidistanten
Abtastpunkten mit der Abtastzeit T,. Zeigen Sie, dass die minimal auflésbare Frequenz

durch wyin = 2% und die maximal auflésbare Frequenz durch wpayx = 7~ gegeben
a

NT,
sind.

Aufgabe 1.6. Schreiben Sie unter Verwendung der fft-Routine von MATLAB ein
Programm zur Berechnung des Frequenzganges eines linearen, zeitinvarianten Ab-
tastsystems mit der Ubertragungsfunktion G(z) gemafl (1.30). Als Eingabeparameter
sollen dabei die Abtastfolgen der Eingangs- und Ausgangsgrofe (uy) bzw. (yi), die
Abtastzeit T, und die Anzahl der Messpunkte N dienen und als Ergebnis sollen die

% G(eI“Ta> und arg(G(eI‘*’Ta>) fiir n = 1,...,%—1

geliefert werden. Testen Sie das Programm anhand der Strecke

diskreten Frequenzen w = n,

1

Gs)= —
(5)= 20055 11

mithilfe eines Chirp-Signals nach (1.31), (1.32).

Die Ergebnisse der ETFE sind im Allgemeinen sehr gut fiir deterministische Eingangs-
signale, insbesondere fiir jene Frequenzen, die durch das Eingangssignal hinreichend gut
angeregt werden. Fiir stochastische Eingangssignale miissen meist zusétzliche Mafinahmen,
wie beispielsweise das Glatten der ETFE durch geeignete Fensterfunktionen (Hamming,
Bartlett, Kaiser etc.), getroffen werden, um brauchbare Ergebnisse zu erhalten. Im Rah-
men dieser Vorlesung wird auf diese Details nicht eingegegangen, der (die) interessierte
Student(in) sei auf die am Ende angegebene Literatur, insbesondere das Buch von L.
Ljung [1.1], verwiesen.

Bei praktischen Anwendungen hat es sich als sehr hilfreich erwiesen, a priori Wissen iiber
den Prozess im Rahmen der Identifikation zu beriicksichtigen. Dies kann beispielsweise
dadurch geschehen, dass man das Eingangssignal so wéhlt, dass es das System ganz gezielt
in dem interessierenden Frequenzbereich anregt. Eine weitere Moglichkeit besteht darin,
bekannte Teile der zu identifizierenden Ubertragungsfunktion mit zu beriicksichtigen.
Dazu wird die Ubertragungsfunktion G(z) in einen bekannten und einen unbekannten
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Anteil in der Form

()
G(z) = Gi(z 1.35
~—~~— unbekannt
bekannt
faktorisiert und anschlieend die Identifikationsaufgabe fiir G1(z) geméafi Abbildung 1.4

gelost.
G(2)

w) () () G1(2) W) | 1 (o) .

Vi(z) Va(2)

Identifikation |«

Y

¢ G1(2)

Abbildung 1.4: Identifikation unter Beriicksichtigung bekannter Teile der Ubertragungs-
funktion (Verfahren nach Clary).

Diese Methode, auch Verfahren nach Clary genannt, hat sich bei der Identifikation
gewisser mechanischer Systeme als sehr zielfiihrend erwiesen. Bei diesen Systemen weif3
man beispielsweise, dass die s-Ubertragungsfunktion G(s) eine doppelte Polstelle bei s; = 0
aufweist. Damit liegt aber bereits fest, dass die zu identifizierende z-Ubertragungsfunktion
geméf der Beziehung z = exp(sT,) mit der Abtastzeit T, eine doppelte Polstelle bei z; = 1
besitzt. Diese direkte Zuordnung der Polstellen von s- und z-Ubertragungsfunktionen lisst
sich bekanntermafen nicht auf deren Nullstellen ibertragen. Insbesondere die Nullstellen
auflerhalb des Einheitskreises haben meist nur einen geringen Einfluss auf den Frequenzgang
im interessierenden Frequenzbereich, sind aber extrem schwierig zu identifizieren. Eine nicht
exakte, aber wirksame Vorgangsweise ist, diesen Nullstellen z; auflerhalb des Einheitskreises
den Wert z; = —1 zuzuordnen. Damit die Folgen (u;) und (y) geméf Abbildung 1.4 fiir
die Identifikation aufbereitet werden konnen, miissen die einzelnen Vorfilter V;(z) und
Va(z) proper sein, d. h. der Zahlergrad muss kleiner gleich dem Nennergrad sein. Um dies
zu gewihrleisten, wird der bekannte Teil der Ubertragungsfunktion von (1.35) in der Form

2(2)  w(z) 2"

np(z) 2" np(2) mit  n = max(grad(z;(2)), grad(n(2))) (1.36)

angeschrieben. Die Vorfilter lauten dann

Vi(z) = M und  Va(z) = (%) ) (1.37)

zn Ak
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Aufgabe 1.7. Identifizieren Sie die Streckeniibertragungsfunktion

1 1

G = F @ Toms 1

(1.38)
mit dem Clary-Verfahren fiir die Abtastzeit T, = 0.5s. Nehmen Sie dabei an, dass
Sie vom System wissen, dass es einen Doppelintegrator besitzt. Verwenden Sie dabei
als Eingangssignal das Chirp-Signal von Aufgabe 1.3.

1.3 Parametrische Verfahren

Wie der Name impliziert, werden bei diesen Verfahren Modelle mit einer finiten Anzahl
von Parametern zugrunde gelegt. Diese Parameter werden dann im Rahmen der Identifika-
tionsaufgabe so bestimmt, dass das Modell im Sinne eines Giitekriteriums bestméglich mit
der zu identifizierenden Strecke iibereinstimmt. In der Literatur existiert eine Unmenge
von unterschiedlichen Modellstrukturen, weswegen im ersten Schritt eine Klassifizierung
dieser Modelle vorgenommen wird. Die nachfolgende Klassifizierung orientiert sich dabei
im Wesentlichen an der MATLAB System—Identification—Toolbox.

1.3.1 Modelistrukturen

Ausgangspunkt der Betrachtungen ist wiederum das System von Abbildung 1.3. Fiir die
weiteren Schritte ist es erforderlich, die stochastische Stérung (das Rauschen) (v) in einer
geeigneten Form zu charakterisieren. Ein relativ einfacher Zugang besteht darin, (vg) als
Ausgangsfolge eines linearen zeitinvarianten Systems mit der Ubertragungsfunktion H(z)
und dem weiflen Rauschen (wy) (Folge von unabhéngigen Zufallsvariablen) mit einer
vorgegebenen Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion zu modellieren, d. h.

k 0
V= Z hp_ijw; = Zhiwkfi mit (hk) = Zil{H(z>} . (1.39)
=0

1=—00

Dieser Ansatz ist fiir die meisten praktischen Anwendungen ausreichenden, es kann jedoch
nicht jede mogliche stochastische Stérung (vg) damit charakterisiert werden. Man beachte,
dass durch die Wahl der Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion von (wy) der Charakter des
stochastischen Storsignals (vg) gezielt beeinflusst werden kann. Es ist beispielsweise
naheliegend, dass fiir ein und dasselbe System mit der Ubertragungsfunktion H(z) ein
weifles Rauschen (wsg ) mit der Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion

wa =0 mit der Wahrscheinlichkeit 1 — p (1.40)
wo =1 mit der Wahrscheinlichkeit '

fir ein sehr kleines p und einer gleichverteilten Zufallsvariable r € (—1,1) ein vollkommen
anderes Bild fiir (va ) liefert als ein weifles Rauschen (w; ;) mit der Wahrscheinlichkeits-
dichtefunktion w; ; = r.
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Man beachte dazu die Verldufe von (v; ) und (vq ) fir ein H(z) = Z{H(s)}, mit

H(s) = !

1.41)
2 0.2 ? (
(27510)2 + 259 +1

in Abbildung 1.5, wobei T, = 10ms und g = 0.07 verwendet wurde.

1.0 T T T T T T T T T 1.2

0.8 1.0 : : : : :

0.6 08 R |

0.4 04 Foboo bk
= 0.2 - : 30.2 Lok ke AT
5 00 50.0 S o A R B O 48 I R ER AR N R S
Vio‘Q ) —0.2 bl Ay

—0.4 bbb b L
0.8 koo

04 b
0.6 pooff
0.8 b R

. . . . . . —-1.0
1 i i i i i i ~1.9
0 0.1 0.2 03 04 0.5 06 0.7 0.8 09 1.0
1.0 T T T T T T T T T 1.0 T T T T T T T T T
0.8 S RERE SRR RERRERE 0.8 b oot i
06 b ' - . . 0.6
0.4 0.4
0.2 02
) I
g 00 g o

o b
—-0.4
—0.6
—-0.8

T02 [t
04 b
-0.6
-0.8

0 01 02 03 04 05 0.6 0.7 08 09 1.0 0 0102030405 06 0.7 08 09 1.0

tin s tin s

Abbildung 1.5: Antworten (vi ) und (va) des linearen, zeitinvarianten Abtastsystems
zweiter Ordnung (1.41) auf weiles Rauschen (wy ;) bzw. (wg ) mit unter-
schiedlicher Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion.

Kombiniert man nun (1.1) mit (1.39), dann lautet die Ausgangsgroie v, von Abbildung
1.3

o0 (e.¢]
Yk =D Gilk—i + Y hiwp_; (1.42)
=0 =0

bzw. durch Einfiihrung des Shift-Operators § mit ug 1 = dug bzw. up_1 = 6~ 'uy folgt
0 . 0 .
Y = Zgié_zuk + Z hid "wy, . (1.43)
i=0 i=0
Um sich in weiterer Folge Schreibarbeit zu ersparen, schreibt man fiir (1.43) auch

Y = G(&)uk + H((S)wk (1.44)
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mit den Ubertragungsoperatoren

G)=> g6 und H(0) = hi". (1.45)
1=0 1=0

Man beachte, dass die Ausdriicke der Ubertragungsoperatoren G(&) und H(§) gleich den
z-Ubertragungsfunktionen von linearen, zeitinvarianten Abtastsystemen mit den Impuls-
antworten (gi) bzw. (k) sind. Wiirde man aber G(§) und H(§) als z-Ubertragungsfunk-
tionen interpretieren, wére die Schreibweise von (1.44) nicht zulédssig.

Durch Darstellung von G(§) und H(§) in Form von rationalen Ubertragungsoperatoren
mit den zugehorigen Zahler- und Nennerpolynomen sowie Zusammenfassung aller gemein-
samen Pole von G(¢) und H(9) im Polynom A(J) ergibt sich (1.44) zu (siehe Abbildung
1.6)

B(9) C(9)
F(d)uk+ D((S)wk .

Anhand von (1.46) lésst sich nun eine Klassifizierung der verschiedenen Modellstrukturen

durchfihren.
l (wg)

C(9)
D(5)A(3)

Ay, = (1.46)

(ug) B(5) l (0]

F(9)AQ) (y)

Abbildung 1.6: Zu den Modellstrukturen der parametrischen Identifikation.

ARMA-Modell

Bei Identifikationsanwendungen in den Wirtschaftswissenschaften hat man es héufig
mit Modellen zu tun, die keine deterministische Eingangsgrofie besitzen, bei denen also
(ug) = (0) ist. Bei diesen so genannten Zeitreihenmodellen unterscheidet man zwischen
folgenden Spezialfillen:
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Das Modell
1
D(6)

bzw. fiir D(§) =do+di6~ 1 + ...+ dp,d" mit dp = 1

Yk = wg (1.47)

Yp = —d1Yp—1 — doyr—2 — ... — dn¥Yp—pn + Wi (1.48)

wird als Autoregressionsmodell oder AR (autoregressive) Modell bezeichnet. Gleichung
(1.48) kann auch in der Form

Yk = SpP (1.49)

mit dem Parametervektor p und dem Datenvektor s; in der Form
pl=|-d ~d ... —dy 1] (1.50a)
sp = [yk—l Yk—2 -+ Yk-n wk] (1.50b)

angeschrieben werden. In der Statistik werden Modelle, die wie (1.48) linear in den Para-
metern p sind, auch als lineare Regressionsmodelle bezeichnet. Beinhaltet der Datenvektor
s, nur alte Werte y;, j < k, der zu berechnenden Grofle y;, dann nennt man dieses Modell
autoregressiv.

Ein Modell der Form

Yk = C(6)wy, (1.51)
bzw. fiir C(6) = co+c16~ 1+ ...+ cpd ™ mit cg = 1

Y = Wi + CQWg_1 + CoWg—2 + ... + CWi—_m (1.52)
wird als Modell des gleitenden Mittelwertes oder MA (moving average) Modell bezeichnet.

Aufgabe 1.8. Zeigen Sie, dass sich die Impulsantwortfolge (gx) der z—Ubertragungs-
funktion
GRz)=co+ecrz t+ .. +epz™ (1.53)

wie folgt
(9r) = (cos 15 -+ em, 0,0,...) (1.54)

berechnet. Aus diesem Grund bezeichnet man auch eine Ubertragungsfunktion der
Form (1.53) als FIR (finite impulse response) Modell. Analog dazu wird eine z—
Ubertragungsfunktion der Form

1
Cdo+diz 4. 4 dyz?

G(2) (1.55)

IIR (infinite impulse response) Modell genannt.
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Kombiniert man (1.47) und (1.51), dann erhdlt man das so genannte ARMA (autore-
gressive moving average) Modell
C(9)

Fir C(6) =co+c10 '+ ... +cpnd ™ und D(§) =do+did~ + ...+ d,6 ", do = 1 folgt
die Ausgangsgrofie yi zu

Yk =

(1.56)

Yk = CoWg, + C1wp—1 + coWg—2 + . .. + CpWh—m — d1Yk—1 — do¥Yp—2 — - .. — dpYp—n - (1.57)

ARX-Modell

Erweitert man das AR-Modell (1.47) um den Einfluss der deterministischen Eingangsgrofie
ug, (exogenous input), dann erhdlt man das ARX (autoregressive with exogenous input)

Modell

Y = %uk = ﬁwk . (1.58)
Wie man aus (1.58) erkennt, sind in diesem Fall die Nennerpolynome der Ubertragungsope-
ratoren G(6) und H(0) nach (1.44) identisch. Eine mathematische Begriindung fiir diese
Wahl der Struktur wird in weiterer Folge im Rahmen der Least-Squares-Identifikation
gegeben. Wie noch gezeigt wird, besteht der Hauptvorteil dieser Modellstruktur in der
Tatsache, dass die Parameter linear in den Schétzfehler eingehen und daher sehr einfach
iiber lineare Least-Squares-Methoden geschétzt werden kénnen.

ARMAX-Modell

Analog zum ARX-Modell ergibt sich das ARMAX (autoregressive moving average with
exogenous input) Modell zu

_ B(9) C(9)
yk—A((s)Uk‘f‘A(é)wk;

(1.59)

wobei auch hier wieder die Nennerpolynome der Ubertragungsoperatoren vom determinis-
tischen und vom stochastischen Eingang u; und wy auf den Ausgang y; gleich sind. Es
ist an dieser Stelle zu erwdhnen, dass es in der Literatur noch eine Vielzahl von weiteren
Modellen gibt, die sich aber alle auf d&hnliche Art und Weise wie bisher besprochen zusam-
mensetzen und Spezialfille von (1.46) sind. Man beachte dazu nachfolgende Tabelle 1.2.
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Modellstruktur Modellgleichung

MA yp = C(6)wy

AR Yk = D%&) k

ARMA Yk = ggg)wk

ARX Yp = igg; ug + Azé) Wy
ARMAX Yp = igg; ug + jg; Wi
ARARX Y = igg; U + D((S)IA((S) Wi
ARARMAX Y = ig ue+ 5 ((;)(j)( 57
OE (output error) 1y = ?Egguk + wy,

BJ (Box-Jenkins) yj = ?Egg up + 1098 wy,

Tabelle 1.2: Modellstrukturen und Modellgleichungen.

1.3.2 Methode der kleinsten Fehlerquadrate (Least Squares)

Gegeben ist das dberbestimmte lineare Gleichungssystem
y = Sp (1.60)

mit der (m x n)-Matrix S € R™*", dem m-dimensionalen Vektor y € R" sowie dem n-dim-
ensionalen Vektor der Unbekannten p € R™. Fiir m > n und rang(S) = n # rang([S,y])
besitzt das Gleichungssystem (1.60) keine Losung fiir p. Es wird nun jene Losung py
gesucht, die den quadratischen Fehler

m&n”e“% mit e=y—Sp (1.61)
minimiert. Setzt man die Ableitung HeHg beziiglich p gleich Null

9 T 9 T T TQT T
e e (y —Sp) (y — Sp) y'S+2pS'S=0", (1.62)

yTy—2yTSp+pTSTSp

dann folgt die optimale Losung p = pg im Sinne von (1.61) zu
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po = (STS)_lsTy : (1.63)

-1
Der Ausdruck ST = (STS) ST wird auch als Pseudoinverse der Matrix S bezeichnet

(siehe die MATLAB-Befehle \ und pinv). Man erkennt, dass fiir die Regularitit von STS
die Matrix S spaltenreguldr, also rang(S) = n, sein muss.

Aufgabe 1.9 (Polynomapproximation im Sinne der kleinsten Fehlerquadrate). Gegeben
sind N Messpunkte, die den Zusammenhang y; = f(z;), j = 1,..., N beschreiben.
Setzen Sie fiir die Funktion f(x) ein Polynom n-ter Ordnung mit n+1 < N der Form

f(z)=po+mz +p2$2 + ... —|—pn71x”_1 + ppa”

an und bestimmen Sie die Polynomkoeffizienten pg, p1, . .., p, mit Hilfe der Methode
der kleinsten Fehlerquadrate. Testen Sie Ihren Ansatz anhand der Funktion g(x) =
tanh(x/10) fiir z; = —20+j, j =0, ..., 40, sowie unterschiedliche Ordnungen n des
Polynoms.

Aufgabe 1.10. Das mathematische Modell einer permanenterregten Gleichstromma-
schine lautet

d
La—
dt

lqg = Uqg — Ryiq — kqw

Jriw = kqiq — dyw — design(w)
dt

mit dem Ankerstrom i,, der Drehwinkelgeschwindigkeit w, der Ankerspannung u,,
der Ankerinduktivitit L,, dem Ankerwiderstand R,, der Ankerkreiskonstanten k,,
dem Tragheitsmoment J, und den Reibparametern d, und d.. Bestimmen Sie aus
stationdren Messungen von u,, i, und w die Parameter k,, R,, d, und d. mit Hilfe
der Methode der kleinsten Fehlerquadrate. Testen Sie ihren Algorithmus anhand
der Messdaten data.mat und data_rausch.mat, in denen die Messwerte von ug, 4
und w mit und ohne Messrauschen abgelegt sind. Vergleichen Sie ihre Identifikati-
onsergebnisse mit den nominellen Parametern R, = 1.373Q, k, = 0.0652 V s/rad,
de = 0.0188N'm und d, = 43.3 - 107 Nm s/rad.

Daten zur Aufgabe 1.10:
https://www.acin.tuwien.ac.at/file/teaching/master/
Regelungssysteme-1/Daten_Aufgabe_1_10.zip.

Die optimale Losung pg nach (1.63) der Optimierungsaufgabe (1.61) lasst folgende
geometrische Deutung zu: Die n linear unabhéngigen Spaltenvektoren der Matrix S spannen
im R™ einen n-dimensionalen Unterraum U/ auf. Die Losbarkeit des Gleichungssystems
(1.60) ist dquivalent zur Frage, ob eine Linearkombination (beschrieben durch die Eintrége
im Vektor p) der Spaltenvektoren von S so exisitiert, dass damit der Vektor y dargestellt
werden kann. Damit ist das Gleichungssystem (1.60) eindeutig l6sbar, wenn y in diesem
Unterraum U liegt, also rang(S) = rang([S, y]) gilt. Liegt y nicht im Unterraum U, dann
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entsteht zwischen der (mit Hilfe der im Sinne der kleinsten Quadrate geschétzten optimalen

-1
Losung pg berechneten) Grofie yg = Spg = S(STS> STy und der tatsichlichen Grofe y
der Fehler

-1
eQ=yY—Yo=Y— S(STS) STy . (1.64)
Man erkennt nun, dass dieser Fehler ey orthogonal auf den Unterraum U steht, da gilt
-1
STe) =8y - 8"s(s"S) STy =o0. (1.65)

Abbildung 1.7 veranschaulicht diesen Sachverhalt geometrisch fiir m = 3 und n = 2.

Abbildung 1.7: Zur Methode der kleinsten Fehlerquadrate.

Die Erkenntnis, dass der Fehler ey orthogonal auf den Unterraum U steht, ist ein
Spezialfall des so genannten Projektionstheorems in einem Hilbertraum.
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Projektionstheorem in einem Hilbertraum

Zur Erlauterung des Projektionstheorems werden im Folgenden kurz die Begriffe Vektor-
raum, normierter Vektorraum und Hilbertraum wiederholt.

Definition 1.1 (Linearer Vektorraum). Man nennt eine nichtleere Menge X' einen
linearen Vektorraum iiber einem (skalaren) Korper K mit den bindren Operationen
+: X x X — X (Addition) und - : K x X — X (Multiplikation mit einem Skalar aus
K), wenn folgende Vektorraumaxiome erfiillt sind:

(1) Die Menge X mit der Verkniipfung + ist eine kommutative Gruppe, d. h. fir
X,y,z € X gilt:

(1) x+y=y+x Kommutativitét
(2) x+(y+2z2)=(x+y) +z Assoziativitét
3) 0+x=x neutrales Element
(4) x+(—x)=0 inverses Element

(2) Die Multiplikation - mit einem Skalar a, b € K geniigt den Gesetzen:

(1) a(x+y)=ax+ay Distributivitat
(2) (a+b)x =ax+bx Distributivitat
(3) (ab)x = a(bx) Assoziativitat
(4) Ix=x , 0x=0

Definition 1.2 (Normierter linearer Vektorraum). Ein normierter linearer Vektorraum
ist ein Vektorraum X iiber einem Skalarkérper K mit einer reellwertigen Funktion
Ix]] : X - Ry, die jedem x € X eine reellwertige Zahl ||x||, die so genannte Norm
von x, zuordnet und folgende Normaxiome erfiillt:

(1) |Ix|| >0 firallexe X Nichtnegativitat
(@) |xll=0sx=0

3) Ix+yll <Ixll+yl Dreiecksungleichung
(4) |lax]|| = |af||x]|| fiir alle x € X und alle o € K

Vorlesung Regelungssysteme (WS 2023/2024)
OW. Kemmetmiiller, A. Kugi, Institut fiir Automatisierungs- und Regelungstechnik, TU Wien



1.3 Parametrische Verfahren Seite 21

Definition 1.3 (Pra-Hilbertraum). Es sei X' ein linearer Vektorraum mit dem
Skalarkorper K. Eine Abbildung (x,y) : X x X — K, die je zwei Elementen x,y € X
einen Skalar zuordnet, heifit inneres Produkt, wenn sie folgenden Bedingungen

(1) (x+y,z) =(x,2)+(y, 2z) Bilinearitéat
2) x¥y)={x

(3) (ax,y) =alx,y)

(4) (x,x)>0 und (x,x)=0<x=0

mit a € K, geniigt.

Einen vollstandigen Pra-Hilbertraum bezeichnet man als Hilbertraum, vgl. z. B. [1.2].
Man bezeichnet nun zwei Vektoren x und y aus einem Hilbertraum H als orthogonal,
wenn (x,y) = 0 gilt. Eine nichtleere Menge U wird Unterraum von H genannt, wenn fir
alle Linearkombinationen von Vektoren x und y aus U gilt ax + by € U, mit den Skalaren
a und b. Im Weiteren nennt man den Unterraum U abgeschlossen, wenn der Grenzwert
jeder konvergenten Folge in U ebenfalls in U liegt.

Aufgabe 1.11. Zeigen Sie, dass durch ||x||, = \/(x,x) eine Norm nach Definition 1.2
gegeben ist.

Das folgende Projektionstheorem gibt nun eine notwendige und hinreichende Bedingung
zur Losung nachfolgender Aufgabe an: Gegeben ist ein Vektor y in einem Hilbertraum .
Es wird jener Vektor y( aus einem Unterraum U von H gesucht, der die Norm |y — yol|
minimiert.

Satz 1.1 (Projektionstheorem). Es sei H ein Hilbertraum und U ein abgeschlossener

Unterraum von H. Zu jedem Vektor 'y € H existiert ein eindeutiger Vektor yo € U so,

dass gilt

ly = yoll < lly — x| (1.66)

fiir alle x € U. Der Vektor yq ist genau dann der eindeutige, minimierende Vektor,
wenn gilt
(y —y0,x) =0 (1.67)

fiir alle x € U. Dies bedeutet, dass der Fehler y — yo orthogonal auf alle Vektoren des
Unterraums U sein muss.

Der Beweis dieses Satzes kann in der am Ende dieses Kapitels angegebenen Literatur
nachgelesen werden.

Im Folgenden soll das Projektionstheorem zur Losung der Optimierungsaufgabe (1.61)
herangezogen werden. Gegeben ist der Hilbertraum H = R™ mit dem inneren Produkt

m

(x,2) =xTz = ijzj (1.68)
j=1
mit
xT:[:cl Ty ... me} (1.69a)
2 =ln 2w (1.69D)
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und dem abgeschlossenen Unterraum U/ von H, welcher durch die Spaltenvektoren sy,
k = 1,...,n der Matrix S aufgespannt wird, also 4 = span{si,ss,...,S,}. Im Sinne
von (1.61) ist also jenes Spy = yo € U gesucht, das zu einem gegebenen y € H die
Quadratnorm des Fehlers |le||3 = ||y — yol|3 minimiert. Nach Satz 1.1 muss also gelten

(y — Spo,s;j) = (y —S1Po,1 —S2P02 — ... — SpDon,S;j) =0 furallej=1,...,n. (1.70)

In Matrixschreibweise unter Verwendung der Eigenschaften des inneren Produktes erhalt
man

(s1,81) ... (sn,s1)| [Poa1 (y,s1)
. . . . — E (1.71)
<Sla Sn> o <Sna Sn> 0,n <ya Sn>
—_— Y
G=STSs Po STy

und damit unmittelbar die Losung fiir pp von (1.63). Die Matrix G von (1.71) wird auch
als Gramsche Matriz bezeichnet.

Aufgabe 1.12. Zeigen Sie, dass die Gramsche Matrix von (1.71) genau dann regular
ist, wenn die Vektoren si, k = 1,...,n, linear unabhéngig sind.

Aufgabe 1.13. Berechnen Sie die Losung des quadratischen Minimierungsproblems
von Abschnitt 1.2.2 mit Hilfe von Satz 1.1.

Hinweis: (zu Aufgabe 1.13) Als Hilbertraum # wird die Menge aller N-Tupel
& =1{&,%,...,&Nn—1} mit dem inneren Produkt

verwendet.

Die Menge aller N-Tupel {C cos(wokTy) + S sin(wokTy)}, k = 0,...,N — 1 mit
den beliebigen aber konstanten Koeffizienten C' und S sowie der festen Kreisfrequenz
wp bildet einen abgeschlossenen Unterraum ¢/ von 7. Die quadratische Minimierungs-
aufgabe von Abschnitt 1.2.2 kann nun so formuliert werden, dass man jenes §j € U
sucht, welches die Norm (man vergleiche dazu (1.13))

1 N1
112 o N2
ly = 9lI° = 5 2_ Wk — 9)
k=0
mit
Ok = Yecos(wokTy) + Ys sin(wokTy,)
fiir ein vorgegebenes y € H minimiert. Dies ist aber nach Satz 1.1 genau dann der

Fall, wenn gilt
(y—1,xz) =0 furallex el
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bzw. fiir die beiden Spezialfille x = cos(wokTy) und x = sin(wpkTy) erhélt man die
Bedingungen

=

=
I

—

(yk — Y. cos(wokT,) — Y, sin(wnga)) cos(wokT,) =0

2

1

N (yk — Y, cos(wokT,) — Y sin(wokTa)) sin(wokT},) =0 .

B
Il
o

1.3.3 Least-Squares ldentifikation

Ausgangspunkt der Betrachtungen ist das ARX-Modell (1.58) ohne stochastische Stérung,
also (wg) = (0), der Form

B B((S)u B 5_db0 +b 5+ bmé—mu

=A™ T wrads i+ tapn "

mit d>0,a0=1. (1.72)

Fiir eine Ubertragungsfunktion G(z) mit Zahlergrad m und Nennergrad n errechnet sich
d zu d = n —m. Man beachte, dass mit der Formulierung (1.72) auch Totzeiten der Form
z7P, p > 0, mitberiicksichtigt werden konnen. Der Wert der Ausgangsfolge (yx) zum k-ten
Abtastzeitpunkt errechnet sich aus (1.72) zu

Yk = —Q1Yk—1— - — Qn¥k—n + boUk—q + D1Ug—g—1 + ... + bUp_q—m (1.73)
bzw. in Vektorschreibweise erhalt man
aj
an

Uk = [YUk-1 V=2 oo “Uken Uk—d Uk—d=1 oo Uk—d-m] |, (1.74)
0

T
Sk

mit dem Datenvektor s; und dem Parametervektor p. Im Rahmen der Identifikations-
aufgabe wird nun der Parametervektor p so geschéitzt, dass ein noch zu definierender
Modellfehler minimiert wird.

Wiéhlt man als Modellfehler den so genannten verallgemeinerten Gleichungsfehler nach
Abbildung 1.8, dann erhélt man die Beziehung

er = A(6)yr — B(6)uk (1.75)

mit
A®)=1+a10 1 ... +a,0 " (1.76a)
B(6) =bpd + b6 4 b (1.76b)
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(ug) B(0) (Yk)

B(9)

1
>

c
A

Modell
(ex)

Abbildung 1.8: Zum verallgemeinerten Gleichungsfehler.

und den geschétzten Koeffizienten des Zahler- und Nennerpolynoms Bj, 7 =0,...,m sowie
ag, k =1,...,n. Setzt man (1.76) in (1.75) ein und fasst die zu schéitzenden Koeffizienten

A~

N T
im Parameterschdtzvektor p = [al cee Qp by ... bm} zusammen, dann erhélt man

e =Yk — SiD (1.77)

mit dem Datenvektor s geméafl (1.74). Aus (1.77) erkennt man unmittelbar, dass sich
der Schitzwert ¢ von yi in der Form ¢ = sgf) errechnet. Durch Kombination von
j=0,...,N Messungen léasst sich (1.77) wie folgt

€0 Yo S0
=|:|—|:|bN (1.78)
EN YN SJTV
—— =~ =
en YN SN

erweitern, wobei der Index N des Parameterschétzvektors p andeutet, dass N + 1 Mes-
sungen zur Schitzung von p herangezogen werden. Fir N > n + m mit m und n geméaf
(1.72) und rang(Sy) # rang([Sy,yn]) besitzt das Gleichungssystem (1.78) fiir ey = 0
keine Losung. Den Uberlegungen von Abschnitt 1.3.2 folgend lautet die Losung von (1.78)
im Sinne der kleinsten Fehlerquadrate (siche (1.63))

-1
PN = (S%SN) SNYN - (1.79)

Hinweis: Zur Wahl der Notation sei angemerkt, dass mit 7 = 0 nicht unbedingt der
Startzeitpunkt der Messung k = 0 gemeint ist, sondern jener Zeitpunkt k, bei dem
der Eintrag u;_4 im Datenvektor s;f erstmals von Null verschieden ist.

Es sei an dieser Stelle nochmals betont, dass erst die spezielle Wahl des verallgemeinerten
Gleichungsfehlers nach Abbildung 1.8 ein parametrisch lineares Schétzproblem mit sich
bringt.
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(ur) B(9) (k)

Y

»
>

Modell

Abbildung 1.9: Zum Ausgangsfehler.

Wiirde man beispielsweise, wie in Abbildung 1.9 gezeigt, den so genannten Ausgangs-
fehler

ek =Yk — Ok = Yk — jég;uk =Yk — 5_(11?1212_1 T_ . Z g ug (1.80)
heranziehen, dann sieht man aus
Ok = —10k—1 — - - — GnBk—n + DoUk—a + D1Ug—g—1 + - . + bnUp—d—m (1.81)
bereits fir kK =0,...,d+1
Ge=0 firk=01,....,d—1
Ja = bouo (1.82)

Jar1 = —a194 + bouy + brug = (51 - @130)1&0 + bouy,

dass es sich in diesem Fall um ein parametrisch nichtlineares Schétzproblem handelt,
welches um Groéflenordnungen schwieriger zu 16sen ist.

Bevor angegeben wird, wie sich eine stochastische Stérung (vy) auf das Ergebnis der
Parameterschétzung p von (1.79) auswirkt, werden zwei grundsétzliche Eigenschaften von
Parameterschéitzverfahren definiert.

Definition 1.4 (Erwartungstreue Schéitzung). Wenn eine Schatzung fiir eine beliebige
Anzahl N von Messungen einen systematischen Fehler

E(py —p) =E(Bn) —P=b#0 (1.83)

liefert, dann nennt man diesen Fehler Bias. Fiir eine biasfreie oder erwartungstreue
Schétzung gilt daher

E(pn) =P (1.84)
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Definition 1.5 (Konsistente Schétzung). Eine Schatzung wird als konsistent bezeich-
net, wenn der Schétzwert umso genauer wird, je grofer die Anzahl N der Messwerte
ist, d. h. wenn gilt

lim E(py)=0p . (1.85)
N—o0

Eine Schatzung wird als konsistent im quadratischen Mittel bezeichnet, wenn zusétzlich
zu (1.85) die Bedingung

lim cov(py) = A}EHOOE([ISN — pllpwn — p]T) ~0 (1.86)

N—o0

erfillt ist.

Hinweis: Man beachte, dass eine konsistente Schiatzung nichts iiber die Giite der
Schéatzung bei endlichem N aussagt. Es kann also sein, dass eine konsistente Schatzung
sehr wohl bei endlichem N biasbehaftet ist.

Zur Analyse des Einflusses einer stochastischen Stérung wird angenommen, dass sich die
gemessene Ausgangsgrofle yi, aus dem ungestérten Ausgang ¢ und einer stochastischen
Storung vy in der Form gy = ¥ + v zusammensetzt, siche Abbildung 1.3. Der ungestorte
Ausgang errechnet sich nach (1.74) zu

oy
_ _ _ _ a
Uk = [_ykfl ~Yk—2 - ~Yk-n Uk—d Uk-d-1 --- kadfm} bn (1.87)
0
st :
_bm_
——
P
Ersetzt man die Eintrage y; in (1.87) durch y; = y; — vj, dann erhélt man
Ur =Sip+nyp (1.88)
mit
=1 - - 1.89a)
Sk Yk—1 Yk—2 - -- Yk—n Uk—d Uk—d—1 --- Uk—d—m (1.89a
nf = [vk_l Vhio e Upy 0 O ... 0] . (1.89b)
Durch Kombination von k£ =0, ..., N Messungen und unter Verwendung von vy = ¥y + vk
kann die folgende Formulierung gefunden werden
Yo SOT IIOT Vo
= |p+]| |{p+]| . (1.90)
YN S% n% UN
—— —— —— ——
YN Sy Ny VN
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Fiithrt man nun eine Least-Squares Identifikation basierend auf dem bekannten Teil
y~N = Syp durch, so erhilt man

-1 -1
p=(SkSn) Sky=(SkSn) SH(Svp+Nyp+vy) (1.91)

bzw. nach kurzer Rechnung

-1
p=p+ (S%SN> SN(NNP +Vy) . (1.92)

Der Erwartungswert des Schétzfehlers ergibt sich damit zu
-1
B(p) - p = B((SESy) ST (Nup +vy)) =D, (1.93)

mit dem Bias b. Man erkennt, dass die Schidtzung p von p genau dann erwartungstreu
ist, wenn

b=0 (1.94)

gilt. Weiterhin ist die Schatzung offensichtlich konsistent, wenn

lim b=0 (1.95)
N—o0
erfillt ist. Der nachfolgende Satz gibt nun Auskunft, welche Anforderungen an die sto-
chastische Stérung vy, bzw. die Modellstruktur gestellt werden miissen, damit diese beiden
Bedingungen erfillt sind.

Satz 1.2 (Erwartungstreue und konsistente Least-Squares Identifikation). Die Least-
Squares Identifikation des Parameters p fir die Identifikationsaufgabe nach (1.90)
bzw. nach Abbildung 1.3 ist erwartungstreu und konsistent, falls die stochastische
Storung vy die Yule-Walker Gleichung eines autoregressiven Signalprozesses der Form

Vi + a1Vp—1 + @oUp_9 + ... + ApUk—_p = Wk, (1.96)

mit dem mittelwertfreien weiffen Rauschen wy und den Koeffizienten aj, j =1,...,n,
des Nenners der zu identifizierenden Ubertragungsfunktion, erfiillt.

Das heifit, das Storsignal v, muss durch Filterung von weiflem Rauschen wy, iiber ein Filter
mit der Ubertragungsfunktion 1/A(8) erzeugt worden sein. Diese Struktur entspricht gerade
der im Abschnitt 1.3.1 definierten Modellstruktur eines ARX-Modells, siche Abbildung
1.10. Man kann zusétzlich zeigen, dass in diesem Fall die Least-Squares Identifikation
auch konsistent im quadratischen Mittel ist. Fiir einen Beweis von Satz 1.2 wird auf die
Literatur, insbesondere auf [1.3], verwiesen.
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(wg) 1
A(3)
(k)
(ug) B(6) () (yx)
A(5)
B(6) - A@8) |
Modell
(er)

Abbildung 1.10: Zur Least-Squares Identifikation mit stochastischer Stérung.

1.3.4 Rekursive Least-Squares (RLS) Identifikation

Die Parameterschiatzung (1.79) eignet sich aufgrund der immer weiter anwachsenden
Dimensionen des Messvektors y bzw. der Matrix Sy nicht fiir den on-line Betrieb. Im
Folgenden wird auf Basis von (1.79) eine rekursive Methode angegeben, die mit jeder
neuen Messung den Schitzwert p des Parametervektors p verbessert. Gemafl (1.79) lautet
der optimale Schitzwert fiir V + 1 Messungen

-1
PN = (S%SN) SNYN (1.97)
bzw. fiir N + 2 Messungen

—1
PN+t = (S%+1SN+1) SNL1YN+1 - (1.98)

Partitioniert man die Datenmatrix Sy41 und den Messvektor y 1 in der Form

S
SNt1 = l TN ] und yn41 = [ YN (1.99)

b
SN+1 yNH]

dann ergibt sich py41 zu

-1
pen= (5 sl 3]) (55 o))

= (S%SN + SN+IS%+1) B (S%YN + SN+1yN+1) :
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Aufgabe 1.14. Zeigen Sie die Giiltigkeit von (1.100).
Zur weiteren Berechnung bend6tigt man nachfolgenden Hilfssatz zur Matrizeninversion:

Satz 1.3 (Zur Matrizeninversion). Wenn A, C und (A + BCD) regulire quadratische
Matrizen sind, dann gilt

—1
(A+BCD) ' =A"'-A"'B(C"'+DA'B) DA'. (1.101)

Durch Anwendung des Satzes 1.3 auf F = (S]TVSN —I—SNHSJTVH) mit A = SJTVSN,

B =sy;1, C=1und D =s}, erhélt man

-1 -1 -1 -1 -1
F' = (SkSn) —(SkSw) swii (1 + k41 (SHSN) sN+1> sk+1(SSw)
(1.102)
Mit den Abkiirzungen
-1
Py = (SkSn) (1.103a)
-1
Pyt = (SkiiSvi) (1.103b)
P
K1 = NN+ (1.103c)
(1 + S%HPNSNH)
gilt nach (1.102)
Pyny1 =Py —knyisy Py (1.104)
und
Pysyi1 (1 + SJTVHPNSNH) —Pysypsy 1 Psyi
PN+1SN+1 = = kN+1 . (1105)

(1 + S%JAPNSN_H)

Setzt man die Beziehungen (1.103)—(1.105) in (1.100) ein, dann folgt
prni1 =P X = PnSyyn — kniisy PSSy k
PNn+1 = Pni1(Snyny +sviiynv+1) = PNSyyny — knyisy 1 PNSyyny + knriynta

(1.106)
bzw. mit (1.97)

PN+1 =DPnN + Kyt (yN+1 - S]T\}+1ISN) : (1.107)

Damit lasst sich die rekursive Least-Squares Identifikation wie folgt zusammenfassen:
(1) Man wihlt geeignete Startwerte p_1 und P_; (siehe nachfolgende Diskussion).

(2) Fiir die Abtastzeitpunkte j = 0,1,... misst man y; und stellt den Datenvektor
geméB (1.74)

S;»F:[—yj_l —Yj-=2 ... —Yjn Uj-d Uj—d-1 --- ’U,j,d,m} (1108)

auf. Anschlieend kann man den Parametervektor p unter Zuhilfenahme von j 4 1
Messungen mit der Iterationsvorschrift
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P - .
k; = J-15 (1.109a)
(1 aF s;.er_lsj)
Pj = Pj_l — kjSJTPj_l (1.109b)
By = D1 +k;(y; —sTPj1) (1.109¢)

on-line schitzen.

Im letzten Schritt muss noch die Frage nach geeigneten Startwerten p_1 und P_4
geklart werden. Dazu betrachtet man in einem ersten Schritt die Iterationsvorschrift fiir
P, ! (siehe (1.100) und (1.103))

Pl =P +sppisi (1.110)

und iteriert diese fiir Kk = —1,0,1,...,N,...

Pl =P 4 sosT (1.111a)

P;l — P:% + SOS()T + SlSrlI‘ (1111b)
N

PJ_\fl :P:i+Zsjs}1 :P:%—i—S}I\}SN . (1'111C)
=0

Man erkennt, dass mit der Wahl
P_1=aE (1.112)

fiir groBe Werte von « limg 0o P~1 = 0 gilt, und damit stimmt (1.111) mit dem zugeho-
rigen Ausdruck der nichtrekursiven Schéatzung von (1.79) iiberein. Fiir grofie Werte von
o in (1.112) hat demnach P~} einen vernachlissigbar kleinen Einfluss auf das rekursiv
berechnete P y. Die Iterationsvorschrift fir py ergibt sich mit Hilfe von (1.105) und (1.107)
zu

Prt1 = Pr + Priisii1 (l/k:—i—l - S;f+1f7k:> : (1.113)

Fithrt man nun diese Iteration fir k = —1,0,1,..., N, ... durch, dann erhilt man unter
Zuhilfenahme von (1.111)

Po =P-1+ Poso (yo - ng)—l) = Po| soyo + (PEI - SOSE) P_1 (1.114a)
—— —
|

A 1. ) _ —1a

p1 =P (Slyl + P Po) =P, (Slyl + soyo + P_1p—l) (1.114b)
N

by =P | > sy +P1p 1 | =Pn(Skyn +Plp1) . (1.114c)
j=0
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Wie man aus (1.114) erkennt, bringt die Wahl fiir P~} von (1.112) fiir groBe o mit sich,
dass der Startwert p_; frei gewéhlt werden kann und trotzdem py von (1.114) mit dem
Ergebnis der nichtrekursiven Schiatzung von (1.79) iibereinstimmt. Sehr oft wihlt man
daher einfachheitshalber p_; = 0.

1.3.5 Methode der gewichteten kleinsten Quadrate

Bei der Methode der gewichteten kleinsten Quadrate sucht man eine Losung des tiberbe-
stimmten linearen Gleichungssystems (siehe (1.60))

yN = SnP (1.115)

in der Form, dass der gewichtete quadratische Fehler

N
Zaje? , e =Y — s]T (1.116)
=0

mit der Folge positiver Gewichtungskoeffizienten o; (a; > 0 fiir alle j) beziiglich p
minimiert wird. Man erkennt, dass sich durch die Wahl von

~ T _ T

¥ = /ojy; und §; = ./ajs; (1.117)
das Optimierungsproblem (1.116) in das klassische Least-Squares Problem geméafl (1.61)

N
. -2 .~ 12 . - ~ =
0 — t = -S 1.118
mgn]é:oe] mpmHeNH2 mit éy =yn NP ( )

tiberfiithren ldsst. Der zugehorige rekursive Schétzer nach (1.109) lautet demnach

> Pj_lsj

i = T (1.119a)
(1 + S]TPj_lsj>
P;=P;_1 —k;5/P;_, (1.119b)
ﬁj = f)j—l + f{j (g] — §3Tf)j_1> . (1119C)
Setzt man die Beziehung (1.117) sowie die Transformation
. K; .
kj = —— und Pj == P]’ (1120)
V&
in (1.119) ein, so erhédlt man
P._ .
kj = JTlsJ (1.121a)
(& vimi)
Pj = Pj—l - kjs;-er_l (1121b)
bj =Dj-1+k; (yj - Sij)j—1) : (1.121c)
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Eine spezielle Wahl fiir o ist durch
aj=¢ "7 mit 0<g<1 (1.122)

gegeben. Durch Einsetzen von (1.122) in das Giitekriterium von (1.116)

N0 - 00
. qN—l
> gV~ lenly —ehQuey mit Qu=|: i o] (L123)
j=0 0 0 - q O
I 0 0 .- 0 ]

ist ersichtlich, dass mit dieser speziellen Wahl von «; die Gleichungsfehler umso geringer
gewichtet werden, je weiter sie zuriickliegen. Man spricht dann auch von einem exponentiell
abklingenden Geddchitnis mit dem Geddchtnisfaktor q. Fir diesen Gedéchtnisfaktor ¢ haben
sich in der praktischen Anwendung Werte im Bereich von 0.9 < ¢ < 0.995 als sinnvoll
erwiesen. Man beachte, dass sich diese Methode auch fiir die Identifikation zeitlich langsam
verdnderlicher Strecken eignet, wobei die Geschwindigkeit der Parameterdnderungen der
Strecke natiirlich die Wahl von ¢, also die Geschwindigkeit des Vergessens alter Messwerte,
festlegt.

Aufgabe 1.15. Woher resultiert Threr Meinung nach der Name exponentiell abklingen-
des Gedéchtnis?

Der rekursive Least-Squares Schétzer mit exponentiell abklingendem Gedéchtnis ergibt
sich unmittelbar aus (1.121) mit a; = ¢~/ und der Transformation P; — P;/¢"~ 7
zZu

Pj_lsj

kj — (1.124&)
(q + Sij—lsj)
1
f)j = f’j—l 4F kj (yj = SjTﬁj_1> : (1'1240)

Aufgabe 1.16. Uberpriifen Sie die Richtigkeit von (1.124).

Natiirlich konnte anstelle der Diagonalmatrix Qu in (1.123) jede beliebige positiv
definite Gewichtungsmatriz Qn > 0 gewdhlt werden. In diesem Fall wird nicht wie in
(1.61) die Zweiernorm des Fehlers [ex||3, sondern eine gewichtete Zweiernorm der Form

len|?, = exQuen (1.125)
minimiert. Man tiberzeugt sich nun leicht, dass diese Aufgabe

mgnHeNHé mit ey =yny — Snp (1.126)

Vorlesung Regelungssysteme (WS 2023/2024)
OW. Kemmetmiiller, A. Kugi, Institut fiir Automatisierungs- und Regelungstechnik, TU Wien



1.3 Parametrische Verfahren Seite 33

durch Anwendung des Projektionstheorems von Satz 1.1 mit dem inneren Produkt
(x,2) = x'Qz (1.127)
auf die Losung
. T “lar
by = (SKQnSy) ShQayw (1.128)
fiihrt.

Aufgabe 1.17. Zeigen Sie die Giiltigkeit von (1.128). Uberpriifen Sie weiters, ob der
Fehler ey = yn — SypPn im Sinne des inneren Produktes (1.127) auf die optimale
Losung (1.128) orthogonal steht.

Aufgabe 1.18. Zeigen Sie, dass jede positiv definite Matrix Q genau eine positiv
definite Wurzel W hat, d.h. Q = WTW.

Hinweis: (zu Aufgabe 1.18) Benutzen Sie die Tatsache, dass jede symmetrische Matrix
Q durch eine Ahnlichkeitstransformation auf Diagonalform D gebracht werden kann,

es gilt also
D=TQT" mit TT'=E.

Aufgabe 1.19. Beweisen Sie, dass (1.125) eine Norm im Sinne von Definition 1.2 ist.

Aufgabe 1.20. Gegeben ist die kontinuierliche Ubertragungsfunktion

K
(sTh +1)(sTy + 1)

G(s) =

mit den Parametern K, 77, T> > 0. Bestimmen Sie eine Zustandsdarstellung fiir G(s)
und implementieren Sie diese in MATLAB/SIMULINK fiir einen zeitverdnderlichen
Parameter 75 und konstante Parameter K und Tj. Bestimmen Sie anschlieflend
die zugehorige z-Ubertragungsfunktion zu G(s) fiir eine Abtastzeit von T, = 0.25s.
Identifizieren Sie die Koeffizienten a; und b; des Nenner- bzw. Zahlerpolynoms der
diskreten Ubertragungsfunktion mit Hilfe des rekursiven Least-Squares Algorithmus.
Waihlen Sie als Eingangssignal einen mehrfachen 3-2-1-Sprung und fiir die Parameter
K =1, T} = 7.5s sowie eine sprunghafte Anderung von 75 von 5s auf 2.5s. Untersu-
chen Sie den Einfluss des Vergessensfaktors ¢ und vergleichen Sie das Ergebnis fiir
¢ = 1 mit dem Ergebnis des off-line Least-Squares Verfahrens.
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1.3.6 Least-Mean Squares (LMS) Identifikation

Eine weitere Moglichkeit, das Gleichungssystem (1.71)
N N
> sjs; | by =SNSNDPN =SyyN = D s;y; (1.129)
=0 =0

on-line zu 16sen, ist durch den so genannten Least-Mean Squares (LMS) Algorithmus, auch
als stochastisches Gradientenverfahren bezeichnet, gegeben. Dabei wird der Parameter-
vektor p in der Form

Pj =Dj-1+ 8, (Z/j B S;'Ff)j—l) (1.130)
N———’
5

mit einem geeignet gewdhlten Startwert p_; sowie dem Schétzfehler zum j-ten Zeitpunkt
e; rekursiv geschétzt. Mit Hilfe des (zeitvarianten) Parameters p; (p; > 0 fir alle
j > 0) besteht die Moglichkeit, die Konvergenzgeschwindigkeit sowie die Empfindlichkeit
gegeniiber Rauschen in einem gewissen Maf} einzustellen. Typischerweise wahlt man fiir p;
einen konstanten Wert p; = fi, wobei der Parameterschétzer (1.130) fiir groiere Werte von
ji in der Lage ist, schneller auf Anderungen des Parametervektors p (zeitvariante Strecke)
zu reagieren, und fiir kleinere Werte von g unempfindlicher gegeniiber Messrauschen ist.
Um die Konvergenzgeschwindigkeit unabhangig vom Signalpegel der Eintrige in s; zu
machen, ist es iiblich, den (zeitvarianten) Parameter p; im LMS Algorithmus (1.130) in
der Form

o
i = T (1.131)
7 Sj
bzw. B
i = lﬁ mit L1 =1 + ﬂ(Sr]rSj - lj) (1.132)
J
T

mit dem Anfangswert [_; =s2;s_; > 0 zu wihlen. Ohne Beweis sei angemerkt, dass fiir
hinreichend kleines i die Konvergenz von (1.130) gewéhrleistet werden kann.

Bemerkung 1.2. Der LMS Algorithmus wird sehr hiufig im Rahmen von Anwen-
dungen bei der adaptiven Filterung von Signalen (adaptive noise cancellation), wie
beispielsweise bei der Echokompensation von {ibertragenen Signalen, verwendet.
Man betrachte dazu die Anordnung von Abbildung 1.11, bei der sich die gemesse-
ne Signalfolge (dj) aus einem zu identifizierenden Nutzsignalanteil (r;) und einem
nicht-messbaren Storsignalanteil G1(d)my, in der Form

di = G1(6)my + 11 (1.133)

mit dem Storsignal (my) und dem unbekannten Ubertragungsoperator G1(d) zusam-
mensetzt. Im Weiteren sei angenommen, dass das Storsignal (my) und das Nutzsignal
(rt) unkorreliert sind. Das Storsignal (my) unterliegt zwar keiner direkten Messung,
kann aber indirekt tiber das Signal (nx) mit

ne = Gg(é)mk (1.134)
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und dem unbekannten Ubertragungsoperator Ga(§) erfasst werden. Wiirde man die
beiden Ubertragungsoperatoren G1(8) und Go(d) kennen, dann kénnte man aus
Kenntnis von (dj) und (ny) das Nutzsignal in der Form

e = dy — G1(8)G5 1 (8) ny, (1.135)
%,—/
G(6)

rekonstruieren. Man beachte, dass G(J) = G1(0)G5*(5) im Allgemeinen ein nicht-
kausaler Ubertragungsoperator ist.

Ubertragungsstrecke Signalrekonstruktion

(my) (dg)

> G0 Gl (Tk:ﬁ)

Y
N
=

\ 4

o Go() G(0)

Abbildung 1.11: Zur adaptiven Signalfilterung mit dem LMS-Algorithmus.

Aufgabe 1.21. Unter welchen Voraussetzungen an G (8) und Ga(d) ist G(0) ein
kausaler Ubertragungsoperator?

Aus diesem Grund wéhlt man eine positive natiirliche Zahl p > 0 so, dass der
Ubertragungsoperator ~
G(0) =G(5)o P (1.136)

auf alle Fille kausal ist. Ersetzt man in (1.135) G(6) durch G(6) gemaB (1.136), dann
erhalt man

i = dy, — G(8)6Pnk (1.137a)
0 Prp =06Pd. — G(5)nk (1.137b)
Tk—p = dk_p — G((S)nk . (1.1370)

Da aber der Ubertragungsoperator G(4) in (1.137) unbekannt ist, setzt man anstelle
von G(8) einen zu identifizierenden Ubertragungsoperator G(6) ein. In den meisten
Anwendungsfillen wird hierfiir in Kombination mit dem LMS-Algorithmus ein MA-
Modell (FIR-Filter) nach (1.47), (1.48) der Form

GO)=CO)=¢o+ &0 ... 4,01 (1.138)
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angesetzt. Natiirlich ist der Ubertragungsoperator G(&) nur in Ausnahmefillen durch
ein MA-Modell beschreibbar, weshalb fiir eine gute Rekonstruktion des Nutzsignales
(ry) eine sehr hohe Modellordnung ¢ des MA-Modells erforderlich ist. Setzt man
fiir G(8) in (1.137) den Ausdruck G(8) von (1.138) ein, dann errechnet sich der
Schatzwert des Nutzsignales 74, zu

(&)
Thep = dj—p — [nk Ngp—1 Nk—2 ... nk_q} : (1.139)
SE éq
——
p

mit dem Schatzwert p des Parametervektors und dem Datenvektor SE. Durch An-
wendung des LMS-Algorithmus (1.130) folgt der Parameterschétzer zu

f)] = f)jfl —+ 'LL]SJ (djfp - S"jrf)jfl) (1140)

Bjp
mit dem Parameter p; geméaf (1.131) oder (1.132) und einem geeignet zu wahlenden
Startwert p_1. Abbildung 1.11 gibt eine grafische Veranschaulichung des Algorithmus.

Aufgabe 1.22. Gegeben ist eine Ubertragungsstrecke nach Abbildung 1.11 mit der ge-
messenen Signalfolge (dy), in der ein periodisches Nutzsignal (sx) = (20sin(3t — 7/4))
verborgen ist. Das Storsignal (my) ist weies Rauschen, die Abtastzeit betrdgt 0.1 s
und die beiden Ubertragungsoperatoren lauten

042 1—-26

G1(6) =10——= sowie Ga(d) = .
10) =055 51 oM @0 = o5 o)

Entwerfen Sie einen on-line Algorithmus nach der LMS-Methode zur Extraktion des
Nutzsignals mit Hilfe eines MA-Modells. Fiihren Sie diese Berechnungen in MATLAB
durch und kontrollieren Sie die Ergebnisse auch im Frequenzbereich mit Hilfe der
FFT. Geben Sie verschiedene Ordnungen der MA-Modelle vor und &ndern Sie die
Signalverzdgerung p nach (1.136). Wie wirken sich diese Vorgaben und Anderungen
auf das Ergebnis aus?
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2 Optimale Schatzer

Dieses Kapitel beschéftigt sich mit der Frage, wie aus einer Eingangsfolge (uy) und einer
gemessenen Ausgangsfolge (yx) der Zustand xj.,, eines dynamischen Systems geschétzt
werden kann. Je nach Wert von m wird der Vorgang des Schatzens als

(1) Glétten (smoothing) fiir m < 0
(2) Filtern (filtering) fiir m = 0 oder

(3) Vorhersagen (prediction) fir m > 0

bezeichnet. Abbildung 2.1 gibt eine grafische Veranschaulichung dieser drei Félle.

A Glitten A Filtern A Vorhersagen
=
o
.20
n
R
k k
A A k A
&0
=
=
N
)
Haol
=
O
5!
k+1

1
Abbildung 2.1: Zu den Begriffen Glatten, Filtern und Vorhersagen.

Die weiteren Betrachtungen werden sich auf den letzten Fall (3) beschrianken, da
dieser fiir regelungstechnische Anwendungen am interessantesten ist. Als Ergebnis der
nachfolgenden Betrachtungen wird ein optimaler Zustandsbeobachter, das so genannte
Kalman-Filter, ermittelt werden, der ein quadratisches Giitekriterium minimiert. Dazu
miissen jedoch in einem Zwischenschritt die Ergebnisse der Least-Squares Schéitzung des

vorigen Kapitels erweitert werden.
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Da in diesem Kapitel immer wieder der Erwartungswert und die Kovarianz von Zufalls-
zahlen verwendet werden, sollen diese beiden Begriffe fiir normalverteilte und gleichverteilte
Zufallszahlen erldutert werden.

Bemerkung 2.1 (Normalverteilte Zufallsvariablen). Eine skalare normalverteilte Zu-
fallsvariable z ist durch die Verteilungsdichtefunktion (Gauf’sche Verteilung)

1 _ (a=m)?

flx) = e 202 (2.1)

2o

mit dem Mittelwert (Erwartungswert) m und der Varianz o, definiert. Der Mittelwert
(Erwartungswert, erstes Moment) und die Varianz (zweites zentrales Moment) sind,
wie im Anhang A erldutert, durch

B(z) = m = /O:O +f(z) da (2.2a)
B((a ~ B@))?) = o = /_ O:O(:c _B(2))f(z) dz (2.2b)

definiert. In Abbildung 2.2 ist die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion fiir unterschied-
liche Parametrierungen einer normalverteilten Zufallszahl dargestellt.

T T T T T T T T T _m:1’020.5

—m=1,0=2
—m=0,0=0.5

0.8}

0.6 |-

0.4

0.2

Wahrscheinlichkeitsdichte

O,

-6 -5 -4 -3 -2 -1 O 1 2 3 4 5) 6 7 8

Abbildung 2.2: Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion fiir unterschiedliche normalverteilte Zu-
fallsvariablen.
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Die Wahrscheinlichkeit, dass eine Zufallszahl z im Intervall § um den Erwartungswert
E(x) = m liegt errechnet sich zu

m—+0

P(m—5<w§m—|—5):/ (2.3)

m—a4

1)
f(z)dz = erf(ﬂ(j),
vgl. Aufgabe A.1 im Anhang A. Wahlt man z.B. § = o, so liegt eine Zufallszahl x mit
einer Wahrscheinlichkeit von 0.68 in diesem Intervall. Weiterhin liegt eine Zufallszahl
x mit einer Wahrscheinlichkeit von 0.95 im Intervall § = 20. Die Varianz stellt damit
ein Maf fiir die Streuung der Zufallszahlen um den Erwartungswert dar.

Die Verbundwahrscheinlichkeitsdichtefunktion f(x) eines n-dimensionalen normal-
verteilten Zufallsvektors x errechnet sich in der Form

flx) = 1 e_%(X—m)TQ_l(X—m) (2.4)

(2m)"?/det(Q) ’

mit dem Erwartungswert m und der Kovarianzmatrix Q,

m = E(x) (2.5a)
Q=E((x - Bx)(x - Ex)") . (2.5b)

Fir den Sonderfall n = 2 ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein Zufallsvektor x =
[z1,32]" in einer Ellipse der Form

(x—-m)'Q 7} (x —m) = C? (2.6)
liegt, durch
2
P=1-e¢ T (2.7)

gegeben. Der Beweis fiir diese Aussage kann z.B. in [2.1] gefunden werden.

Damit kann mit Hilfe der Kovarianzmatrix Q das Gebiet (d.h. die Ellipsen fiir
n = 2) ermittelt werden, in dem ein Zufallsvektor x mit einer Wahrscheinlichkeit P
liegt. In der Abbildung 2.3 ist die Verteilung von 3000 Zufallsvektoren x = [z1, 2",
mit den normalverteilten, nicht korrelierten Zufallsvariablen z; (E(xz1) = m; = 1,
o1 =2) und za (E(z2) = ma = 2, 02 = 1) dargestellt. Weiterhin sind die Ellipsen fiir
P = 0.5 und P = 0.95, und der Erwartungswert E(x) = m eingezeichnet.
Diese Betrachtung fiir n = 2 kann fiir n-dimensionale normalverteilte Zufallsvaria-
blen verallgemeinert werden. In diesem Fall beschreibt das n-dimensionale Ellipsoid
(x —m) Q! (x — m) = C? ein Ma8 fiir die Verteilung des Zufallsvektors. Die Wahr-
scheinlichkeit P dafiir, dass ein Zufallsvektor x in diesem Ellipsoid liegt, ist durch

_ nl
1-P= 2n/2rg / 3 (2.8)

mit der Gamma-Funktion I', gegeben [2.1].
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100 —P=05

T2
)

1

Abbildung 2.3: Grafische Darstellung des Erwartungswertes E(x) und der Kovarianzmatrix
Q fur normalverteilte Zufallsvektoren x.

Ein exakter Zusammenhang zwischen den durch die Kovarianzmatrix Q definierten
Ellipsoiden und der Wahrscheinlichkeit, dass ein Zufallsvektor x in diesem Gebiet liegt,
ist nur fiir normalverteilte Zufallsvariablen definiert. Fiir andere Verteilungen stellen
diese Ellipsoide nur eine mehr oder weniger genaue Approximation dar. Trotzdem ist die
Kovarianzmatrix Q auch fiir diese Verteilungen ein sinnvolles Mafl zur Abschétzung der
Verteilung der Zufallsvektoren, weswegen auch hier hiufig die zugehorigen Ellipsen bzw.
Ellipsoide dargestellt werden.

Bemerkung 2.2. Eine im Intervall [a, b] gleichverteilte skalare Zufallsvariable x wird
durch die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion

1

f<x>={b—a prsh (2.9)

0 sonst

definiert. Der zugehorige Erwartungwert m und die Varianz ¢ errechnen sich zu

a+b
2

B((x - B(@))?) = o = 1—12(b —a)?. (2.10D)

E(z)=m= (2.10a)

In der Abbildung 2.4 sind die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen fiir unterschiedliche
gleichverteilte Zufallsvariablen dargestellt.
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1k —a=0,b6=3
—a=1,b=2

o i —a=-0.5,b=0.5
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Abbildung 2.4: Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion fiir unterschiedliche gleichverteilte Zu-
fallsvariablen.

2.1 GauB-Markov-Schatzung

Man betrachte das um die stochastische Storung v erweiterte, {iberbestimmte lineare
Gleichungssystem von (1.60) (vergleiche dazu auch (1.87)-(1.90))

y=Sp+v (2.11)

mit der bekannten (m x n)-Matrix S € R"™*", dem n-dimensionalen Vektor der Unbe-
kannten p € R" sowie dem m-dimensionalen Messvektor y € R”. Man nimmt nun an,
dass die stochastische Stérung v folgende stochastische Eigenschaften besitzt

E(v) =0 und cov(v)= E(VVT) =Q mit Q>0. (2.12)

Es sei an dieser Stelle angemerkt, dass v auch als Messfehler interpretiert werden kann.
Gesucht ist nun ein linearer Schétzer der Form

p=Ky (2.13)

mit einer konstanten (n x m)-Matrix K € R"*™. Da y die Summe eines konstanten
Vektors Sp und eines stochastischen Vektors (Vektor mit stochastischen Eintrégen) v
ist, sind y, der geschétzte Parameter p nach (2.13) und der Parameterfehler e = p — p
stochastische Grofien. Es macht deshalb keinen Sinn, die Matrix K so zu bestimmen, dass
|e||3 minimiert wird, sondern es muss die Aufgabe

minE(|lell3) = min E([p — Ky|"[p - Ky]) (2.14)

gelost werden.
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Setzt man nun fiir y die Beziehung (2.11) in (2.14) ein, dann erhélt man unter Bertick-
sichtigung von (2.12) und den Ergebnissen von Anhang A (siche Aufgabe A.3)

mlénE([p ~KSp - Kv]"[p - KSp - Kv]) =

min E([p —KSp|"[p - Ksp]) —9 E([p - Ksp]TKv) + E(vTKTKv) —

=0 =spur(E(KvvTKT))

mén{HP — KSp|3 + spur(KQKT)} . (2.15)

Die Matrix K, die den Ausdruck (2.15) minimiert, ist offensichtlich eine Funktion des
unbekannten Parametervektors p. Daher ist die Losung dieser Minimierungsaufgabe
auch nicht geeignet, einen Schétzer fiir p geméf (2.13) zu liefern. Um dieses Problem zu
umgehen, wird im Folgenden eine Ersatzaufgabe gelost: Man erkennt, dass mit der Wahl

KS=FE (2.16)

und E als Einheitsmatrix die Losung der Minimierungsaufgabe (2.15) unabhéngig vom
Parameter p ist. Diese Nebenbedingung (2.16) scheint zwar im ersten Augenblick willkiirlich
zu sein, doch berechnet man den Erwartungswert von p des linearen Schitzers (2.13),
dann folgt

E(p) = E(Ky) = E(KSp + Kv) = KSE(p) +K E(v) . (2.17)
%

D.h. die Nebenbedingung (2.16) bringt mit sich, dass E(p) = p ist und somit der Schatzer
erwartungstrey ist.
Die Aufgabe

. T _
mlén{spur (KQK )} unter der NB KS =E (2.18)
ist nun dquivalent zur Lésung n separater Optimierungsaufgaben der Form
nllcijn k;-kaj unter den NBen k;-FS = e;r fir j=1,...,n. (2.19)

Um dies zu zeigen, schreibe man die Matrix K und die Einheitsmatrix E in der Form

ki ef
k3 e

K=|. und E= |’ (2.20)
ky ey

an und setzt dies in (2.18) ein

m}én{spur (KQKT)} = mén{z k}ij} unter den NBen k;rS = e;-F (2.21)
j=1

Vorlesung Regelungssysteme (WS 2023/2024)
OW. Kemmetmiiller, A. Kugi, Institut fiir Automatisierungs- und Regelungstechnik, TU Wien



2.1 GaufB-Markov-Schédtzung Seite 44

fir j = 1,...,n. Da der j-te Summand in (2.21) lediglich von k; abhéngt, kann die
Minimierungsaufgabe von (2.21) durch n Minimierungsprobleme gemif (2.19) ersetzt
werden. Fiir das Weitere ist also die Losung einer Aufgabe vom Typ (2.19) fiir ein festes j
von Interesse. Betrachtet man nun den Hilbertraum H = R™ mit dem inneren Produkt
(x,2z) =x'z = 2.7ty xjzj, dann erkennt man, dass die Spaltenvektoren ki, k =1,...,n,
der Matrix K, also span{kj, ko, ..., k,}, die die Nebenbedingungen von (2.19) erfiillen,
keinen Unterraum des Hilbertraums H bilden und damit das Projektionstheorem von Satz

1.1 nicht direkt anwendbar ist.

Aufgabe 2.1. Zeigen Sie, dass die Summe k; + kj, die Nebenbedingung von (2.21)
nicht erfiillt, selbst wenn k; und kj, jeweils fiir sich dieser Nebenbedingung geniigen.

2.1.1 Quadratische Minimierung mit affinen Nebenbedingungen

Zur Losung der obigen Aufgabe wird eine Erweiterung des Projektionstheorems von Satz
1.1 benotigt:

Satz 2.1 (Erweiterung des Projektionstheorems). Es sei H ein Hilbertraum und U
ein abgeschlossener Unterraum von H. Die translatorische Verschiebung von U in der
Form A = x+U fiir ein festes x € H wird als lineare Varietdt oder affiner Unterraum
bezeichnet. Dann existiert ein eindeutiger Vektor xo € A minimaler Norm und dieser
ist orthogonal auf U (siehe Abbildung 2.5).

Beweis von Satz 2.1. Man verschiebt den affinen Unterraum A durch —x so, dass
er ein abgeschlossener Unterraum wird und wendet dann das Projektionstheorem
von Satz 1.1 an. Man beachte, dass die optimale Losung xg nicht orthogonal auf den
affinen Unterraum A sondern orthogonal auf U/ ist. O

Bevor nun die Aufgabe von (2.19) gelost werden kann, sollen noch einige theoretische
Grundlagen erldutert werden:

Definition 2.1 (Orthogonales Komplement). Ist U ein Unterraum eines Hilbertraumes
H mit dem inneren Produkt (-,-), dann bezeichnet man die Menge aller Vektoren, die
orthogonal zu U sind, als das orthogonale Komplement von U und schreibt dafiir 4.
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Abbildung 2.5: Zum Projektionstheorem fiir affine Unterrdume.

Fiir die Unterrdume U und V eines Hilbertraums gelten nun folgende Eigenschaften:

1) Das orthogonale Komplement I/ ist ein abgeschlossener Unterraum,

2) U CUtt,

4) Y+++ =Y+ und

(1)

(2)

(3) wenn U C V ist, dann folgt vt cut,
(4)

( ) UJ_J_

5 ist der kleinste geschlossene Unterraum der ¢ beinhaltet.

Beweis zu (1). Da die Linearkombination orthogonaler Vektoren wieder orthogonal
ist, folgt unmittelbar, dass U+ ein Unterraum ist. Die Abgeschlossenheit von U=+
folgt aus der Tatsache, dass wegen der Stetigkeit des inneren Produktes (-, ) fir den
Grenzwert x einer konvergenten Folge (x;) in U+ gilt

0 = (y,x) = (y,%) (2.22)

fiir alle y € ¢ und damit auch x € U~. ]

Aufgabe 2.2. Beweisen Sie die obigen Eigenschaften (2) bis (4).
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Definition 2.2 (Direkte Summe). Man bezeichnet einen Vektorraum X als direkte
Summe zweier Unterrdume U und V und schreibt dann X = U & V, wenn sich jeder
Vektor x € X eindeutig als Summe x = u+ v mit u € & und v € V darstellen ldsst.

Ohne Beweis gilt nun als Folgerung des Projektionstheorems von Satz 1.1 nachfolgender
Satz:

Satz 2.2. Wenn U ein abgeschlossener linearer Unterraum eines Hilbertraums H ist,
dann gilt H =U UL und U = U

Damit lasst sich nachfolgender Satz zur Losung der Minimierungsaufgabe mit affinen
Nebenbedingungen von (2.19) angeben:

Satz 2.3 (Minimierung mit affinen Nebenbedingung). Es sei H ein Hilbertraum
mit den linear unabhdngigen Vektoren si,Sa,...,S,. Unter allen maoglichen Vektoren
x € H, die das affine Gleichungssystem

X751> = O
X,SQ) = (2
' (2.23)
<X,Sn> = Cn
mit den konstanten Koeffizienten cy,ca, ..., cy erfillen, habe der Vektor xo die mini-
male Norm. Dann ldsst sich Xo in der Form
n
X0 = Y p0,;S; = SPo (2.24)
j=1
anschreiben, wobei sich p} = [pm P02 .- po,n} aus der Beziehung
(s1,81) -+ (sn,s1)| |Poa c1
=|: (2.25)
<517 Sn> T <Sna Sn> 0,n Cn
—— ——
G=STS Po c
mit der Gramschen Matrixz G errechnet.
Beweis zu Satz 2.3. Es sei U = span{si,ss,...,s,} ein abgeschlossener linearer

Unterraum des Hilbertraums . Die Menge aller moglichen Vektoren x € H, die das
affine Gleichungssystem (2.23) erfiillen, bilden einen affinen Unterraum von H, namlich
die translatorische Verschiebung von U+ um einen Vektor . Da das orthogonale
Komplement U ein abgeschlossener Unterraum ist, kann man Satz 2.1 anwenden und
weifl damit, dass die optimale Losung x( existiert und eindeutig ist sowie orthogonal
auf U1 steht. Damit folgt aber xg € U und wegen der Abgeschlossenheit von
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U und Satz 2.2 erhélt man Y+ = . Da nun aber x¢ € U gilt, muss sich x¢ als
Linearkombination der s;, j = 1,...,n, geméf (2.24) darstellen lassen. Setzt man
nun noch (2.24) in die affine Nebenbedingung (2.23) ein, erhélt man das Ergebnis
(2.25). 0

Wendet man Satz 2.3 auf die Minimierungsaufgabe (2.19) mit S = {sl So ... sn}

und dem inneren Produkt (x,z), = xTQz im Hilbertraum H = R™ an, also

L ]
o (2.26)

min(k;, k; unter den NBen (k;, Q" 's =0 =
k; ki J>Q <] Q Z>Q t {0 sonst

fiir j = 1,...,n, dann erhilt man fiir s; ersetzt durch Q~!s; in (2.24) und (2.25) das
Ergebnis

-1 -1\ -1
kjo=Q'Spy und (Q7'S) QQ'Spy=e, (2.27)
bzw.
“1q(eTOo-1q) *
kjo=Q s(s Q s) e . (2.28)
Nach (2.20) errechnet sich die optimale Losung K fiir die Matrix K zu

-1
KT — Q*ls(STQfls) (2.29)
und damit lautet der gesuchte lineare Gauf-Markov-Schdtzer nach (2.13)

p= (STQ_18>_1STQ_1y . (2.30)

Vergleicht man nun (2.30) mit (1.128), dann erkennt man, dass das Ergebnis identisch
zum Ergebnis der Least-Squares Identifikation mit gewichteten kleinsten Quadraten mit
der Gewichtungsmatrix Q! ist, wobei gilt Q = cov(v).

Fiir den Erwartungswert des Schéitzfehlers e = p — p erhélt man geméf (2.17) E(e) =0
und die Kovarianzmatrix des Schétzfehlers lautet mit (2.16)

E(eeT) = E([p - Kyllp - Ky]T) = E([p —K(Sp+Vv)|[p - K(Sp + V)]T) =

= B([Kv][Kv]") = KQK" (231

bzw. mit (2.29)
E(eeT) — (STQ*S)718TQ*1QQ*18(STQ*18)71 — (STQ*S)A . (2.32)

In der Literatur wird der lineare Schétzer (2.30) oft auch als BLUE (best linear unbiased

estimate) bezeichnet.

T

Ist die Kovarianzmatrix cov(v) = E(vv ) = Q eine Diagonalmatrix der Form Q =

diag(qo, g1, - . .) mit g; > 0 fiir alle j > 0, dann kann fiir den Gau-Markov-Schétzer (2.30)
gemaf der rekursiven Methode der gewichteten kleinsten Quadrate (1.121) unmittelbar
mit o; = 1/g; eine rekursive Version angegeben werden. Dies klart auch die Frage, wie
die optimale Wahl der Folge positiver Gewichtungskoeffizienten a; (o; > 0 fiir alle j) in
(1.121) aussieht.
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2.2 Minimum-Varianz-Schatzung

Bisher wurde angenommen, dass iiber den n-dimensionalen Vektor der Unbekannten p
in (2.11) keine Information vorhanden ist. Nun ist aber in manchen Féllen sehr wohl
a priori Information tiber p in Form von stochastischen Kenngréfien (Erwartungswert,
Kovarianzmatrix) bekannt. Daher wird angenommen, dass fiir das Gleichungssystem
(vergleiche dazu auch (2.11))

y=Sp+v (2.33)

mit der stochastischen Stoérung v, der bekannten (m x n)-Matrix S € R™*", dem n-
dimensionalen Zufallsvektor p € R’ sowie dem m-dimensionalen Messvektor y € R™
gilt

E(v) =0, cov(v) = E(VVT> =Q mit Q>0
E(p) =0, cov(p) = E(ppT> =R mit R >0 (2.34)
E(pVT) =N

Im Weiteren sei vorausgesetzt, dass die Matrix (SRST +Q+ SN + NTST) regular ist.
Gesucht ist nun wiederum ein linearer Schéatzer

p =Ky (2.35)

mit einer konstanten (n x m)-Matrix K € R"*™ so, dass nachfolgende Minimierungsauf-
gabe

minE(|lel3) = minB([p ~ Ky]"[p - Ky]) (2:36)

gelost wird. Durch Ausmultiplizieren von (2.36) und mit Hilfe der Beziehung spur(KSR) =
spur (R(KS)T> erhélt man

mlgnE([p ~Ky|"lp - Ky]) =

mI}n E([p — KSp|'[p — KSp]) -2 E([p — KSp]TKV) + E(VTKTKV) =

spur(E([E-KS]ppT[E-KS|"))  spur(E([E-KS|pv"K")) spur(E(KvvTK™))
mén{spur([E - KSR[E - KS]" - 2KN" - K[SN + N"ST|K" + KQK")} =
mén{spur(K(SRST 1 Q4+ SN+ NTST)KT - QK(SR T NT))} .
(2.37)
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Schreibt man die Matrix K und die Einheitsmatrix E wie in (2.20)

ki

kT
K= '2 und E=l|e; e --- en} (2.38)

k'T

an, dann folgt (2.37) zu
- T T TQT T T
mén{z;(kj (SRS™ +Q+ SN + N"ST)k; — 2k (SR + N")e; ) } . (239)
]:

Vergleicht man die Minimierungsaufgabe (2.39) mit der von (1.61), also
min(y — Sp) (v - Sp) = min(y"y - 2p"S"y + p"S"Sp), (2.40)

dann erkennt man, dass die beiden Aufgaben dquivalent sind. Es lasst sich also die Lésung
von (2.39) direkt durch die Losung von (2.40) (vergleiche dazu (1.63))

po = (87s) STy (2.41)

angeben, indem man in (2.41) STS = SRST +Q+SN +NTS™ und STy = (SR + NT)ej
setzt. Damit ergibt sich die optimale Losung Ky fiir die Matrix K von (2.35) zu

-1
Kj = (SRS" +Q+ SN+ N's”) (SR +N") (2.42)
und der gesuchte lineare Minimum-Varianz-Schdtzer nach (2.35) lautet

p=(RST+ N)(SRS" + Q+ SN + NTST)_ly : (2.43)

Man beachte, dass am Beginn dieses Abschnittes vorausgesetzt wurde, dass die Matrix
(SRST + Q-+ SN + NTST> regulér ist. Die Kovarianzmatrix des Schétzfehlers errechnet
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sich zu
cov(e) = B([p ~ K(Sp + v)]lp ~K(Sp +v)|") = E([E - KSlpp"[E - KS|) -

E(Kvp" (E - STKT) + (E - KS)pv'K") + B(Kw'K")

= (BE-KS)R(E-KS)" - KN"(E - S"K") — (E - KS)NK" + KQK"

~R - K(SR + NT) - (RST + N)KT + K(SRST +Q+ SN+ NTST)KT

=R~ (RS" + N)(SRS" + Q + SN + NTST)_1 (SR+NT)-
(RS + N)(SRS" +Q + SN + NTST)*1 (SR +NT) + (RST + N)
(SRST+Q+SN + NTST)_1 (SRS™ +Q + SN + NTs7)
(SRST +Q+SN+ NTST)A (SR + NT)

~R - (RST + N) (SRST +Q+SN+ NTST)_l (SR + NT) .
(2.44)

| Aufgabe 2.3. Wenn Sie einmal Zeit und Mufle haben, rechnen Sie (2.44) nach.

Im Gegensatz zum GauB-Markov-Schétzer (2.30) liefert der Minimum-Varianz-Schétzer
(2.43) auch dann bereits sinnvolle Ergebnisse, wenn weniger Messungen m als Unbekannte
n zur Verfiigung stehen, sofern die Matrix SRST + Q + SN + NTS™ regulér ist. Der
Grund dieser Eigenschaft liegt offensichtlich darin, dass beim Minimum-Varianz-Schétzer
stochastische Informationen iiber den Parametervektor p vorliegen und somit eine sinnvolle
Schétzung auch mit weniger Messungen, ja sogar mit keiner Messung fir Q > 0, moéglich
ist.

Wendet man nun das Matrizeninversionslemma Satz 1.3

-1
(A+BCD) ' =A~'—A7'B(C”'+DA'B) DA™ (2.45)
auf die Kovarianzmatrix des Schétzfehlers cov(e) von (2.44) mit A = R~ B = ST+RIN,

-1
C= (Q - NTR*lN) und D =S+ NTR ™! an, dann erhéilt man

cov(e) =R — (RS" + N)(SRS™ + Q + SN + N's") ' (SR + N7)
= (R_l + (ST + R—lN) (Q . NTR_lN)*l (S n NTR_l)) -1 ' (2.46)

Im Weiteren kann man sich einfach davon {iberzeugen, dass sich der Minimum-Varianz-
Schétzer (2.43) in der Form

p = cov(e) (ST + R—IN) (Q - NTR—IN)_ly (2.47)

schreiben lasst.
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Aufgabe 2.4. Zeigen Sie die Giltigkeit von (2.47).

Beziehung (2.47) zeigt nun, dass fir R™' = 0, d.h. unendlich hohe Varianz des
Parametervektors p — es ist also keine sinnvolle a priori Information fiir p vorhanden — und
Q > 0 der Minimum-Varianz-Schéatzer (2.43) bzw. (2.47) in den Gaufl-Markov-Schétzer
(2.30) tibergeht.

Das bisher Gesagte, insbesondere die Ergebnisse (2.43) und (2.44), in Kombination mit
den Beziehungen

E(pyT) = E(ppTST + pVT) = (RST + N) (2.48)
und

E(yy") =E([Sp+v][Sp+v]") = (SRS" + Q + SN 4 N'ST) (2.49)
ldsst sich im nachfolgenden Satz zusammenfassen:
Satz 2.4 (Minimum-Varianz-Schétzer). Fir das Gleichungssystem (2.33)

y=Sp+v (2.50)

mit den stochastischen Grifien p, v und y wird angenommen, dass E ny) inver-
tierbar ist. Die optimale lineare Schdtzung p von p, die den Erwartungswert des
quadratischen Fehlers E([p — f)]T[p — f)]) minimiert, ist durch

p=E(py")[E(wy")] 'y (2.51)
mit der zugehdrigen Fehlerkovarianzmatriz
cov(e) = E(fp — pllp —b]") = E(pp") — E(pp")
 B(en") - £(ey") [B(wy")] ' E(re") o
gegeben.

Man beachte die Ahnlichkeit von (2.51) mit der optimalen Losung im Sinne der kleinsten
Fehlerquadrate von (1.63).

Aufgabe 2.5. Zeigen Sie die Giiltigkeit der Beziehung (2.52). Zeigen Sie weiters, dass
gilt

E(lp-pllp—p]") =E(plp—p]") baw. E(pp") =E(pp").  (2.53)
Hinweis: (zu Aufgabe 2.5) Setzen Sie einfach fiir p den Ausdruck von (2.51) ein.

Aufgabe 2.6. Zeigen Sie, dass sich die Beziehungen (2.43) und (2.44) direkt mit Hilfe
von Satz 2.4 herleiten lassen.
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Aufgabe 2.7. Angenommen, die Erwartungswerte E(y) und E(p) sind nicht wie in
(2.34) Null, sondern E(y) = yo # 0 und E(p) = po # 0. Zeigen Sie, dass die
Minimum-Varianz-Schétzung der Form

p=Ky+b

mit dem konstanten Vektor b durch

p =0+ E([p — polly ~ yol ) [E(ly ~ yolly — vol")] " (v — o)

gegeben ist.

Unter der Minimum-Varianz-Schdtzung einer linearen Funktion

z=Cp (2.54)
mit dem optimalen Schétzer
z=K,y (2.55)
basierend auf den Messungen
y=Sp+v (2.56)
versteht man die Losung der Minimierungsaufgabe
: 1T o
I%lle([Z —z] [z — z]) . (2.57)

Es gilt nun folgender Satz:

Satz 2.5 (Minimum-Varianz-Schétzer einer linearen Funktion). Die lineare Minimum-
Varianz-Schitzung (2.55) einer linearen Funktion Cp basierend auf den Messungen
(2.56) ist daquivalent der linearen Funktion der Minimum-Varianz-Schatzung p selbst,
d. h. es gilt, die beste Schdatzung von Cp ist Cp.

Aufgabe 2.8. Beweisen Sie Satz 2.5.

2.2.1 Rekursive Minimum-Varianz-Schatzung

Im néchsten Schritt soll untersucht werden, wie sich der optimale Schéatzwert p von
(2.47) durch Hinzunahme neuer Messungen verbessert. Dies ist insbesondere fiir On-line-
Anwendungen von essentieller Bedeutung. Das Verfahren beruht nun wiederum auf den
Eigenschaften des Projektionstheorems in einem Hilbertraum. Wenn U und Uy zwei
Unterraume eines Hilbertraums bezeichnen, dann ist die Projektion eines Vektors p auf
den Unterraum Uy + Us identisch der Projektion von p auf U; plus der Projektion auf
U5, wobei U5 orthogonal zu U ist und die Beziehung U @& U5 = U + Us erfiillt. Wenn
Uy durch eine endliche Anzahl von Vektoren aufgebaut ist, dann spannen die Differenzen
dieser Vektoren mit ihren Projektionen auf ¢/; den Unterraum U5 auf. Die Abbildung 2.6
veranschaulicht diesen Sachverhalt.
Damit kann man folgenden Satz angeben:
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Abbildung 2.6: Zur Projektion auf die Summe orthogonale Unterrdume.

Satz 2.6 (Rekursive Minimum-Varianz-Schitzung). Fs sei p ein Zufallsvektor eines
Hilbertraumes H von Zufallsvariablen und p1 bezeichne die orthogonale Projektion von
p auf einen geschlossenen Unterraum Uy von H. Nach dem Projektionstheorem ist p1
also die beste Schdtzung von p in Uy. Weiters beschreibe yo alle jene Zufallsvektoren,
die den Unterraum Us von H aufspannen, und yo sei die orthogonale Projektion von
y2 aufUy. Nach dem Projektionstheorem ist §o damit die beste Schdtzung von yo in
Ur. Mit ¥o = yo — y2 lautet die Projektion p von p auf Uy + Us

p=p1+B(p3d) [B(5253)] 9> - (2.58)

Damit setzt sich also die beste Schitzung p auf Uy + Us aus der Summe der besten
Schatzung von p aufUy (P1) und der besten Schitzung von p aufUs (jener Unterraum,
der durch yo generiert wird) zusammen.

Beweis zu Satz 2.6. Man tUberzeugt sich leicht, dass gilt Uy + Uy = Uy & U5 und dass
Us orthogonal auf U ist. Die Beziehung (2.58) folgt dann aus der Tatsache, dass die
Projektion auf eine Summe von Unterrdumen gleich der Summe der Projektionen auf
die einzelnen Unterrdume ist, sofern diese orthogonal sind. O

Das Ergebnis von Satz 2.6 kann nun auch in folgender Form gedeutet werden: Wenn pq
die optimale Schatzung auf Basis von Messungen, die den Unterraum U, aufspannen, angibt,
dann braucht man beim Erhalt neuer Messungen, die den Unterraum Us aufspannen, nur
jenen Teil zu bertiicksichtigen, der durch die Messungen in i4; noch nicht beschrieben wird,
also jenen Teil der neuen Daten, der orthogonal auf die alten Daten steht und damit im
Unterraum U5 liegt.

Als Anwendungsbeispiel betrachte man ein Gleichungssystem der Form von (2.33)

yi=Sip+vyi. (2.59)
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-1
Im Weiteren bezeichnet p; = E(ple) {E (yly?)} y1 die optimale Minimum-Varianz-
Schétzung von p geméf (2.47) bzw. (2.51) auf Basis von dim(y;) Messungen mit der
Fehlerkovarianzmatrix

cov(p — p1) =E([p ~ pallp — p1]") =P . (2.60)

Es stellt sich nun die Frage, wie man die Schitzung von p durch Hinzunahme von neuen
Messungen

y2 =S2p + Vv (2.61)

verbessern kann. Fiir die stochastische Storung vs und den Zufallsparametervektor p gelte

E(vy) =0, cov(va) = E(VgVE) =Q2 mit Q2>0

(2.62)

E(p) =0, E(pvi) =N, .

Weiters ist es natiirlich sinnvoll, anzunehmen, dass die Stérung v nicht mit vergangenen
Messgrofien y; korreliert ist und damit gilt

B(vayl) =0 baw. E(vspl)=0. (2.63)
Die beste Schitzung yo von yo auf Basis der vergangenen Messwerte y1 lautet
y2 = Sap1 . (2.64)
Damit erhélt man nach Satz 2.6 mit yo = ys — §2 den verbesserten Schéitzwert ps zu
P2 =p1+ E(p?g) [E (5’25’3)} _15’2 (2.65)
mit
E(py?) = E(p(p - p1)"sT +pvl) 2V PisT + N, (2.66)

und

E($’25’g) = E([S2(P —P1) + va][Sa2(p — P1) + Vz]T) =SyP1S; + Qo + S2Ny + N3 ST .
(2.67)

Aufgabe 2.9. Zeigen Sie, dass sich die Fehlerkovarianzmatrix analog zu (2.44) in der
Form

Py = cov(p — P2)

=P (PISQT * N2> (SzPls;F + Q2 +S2No + NQTS?T>_1 (SzP1 + N2T> 0

errechnet.

Damit ergibt sich der rekursive Minimum-Varianz-Schédtzer zu

—1
Pr = Dr—1+ (Pk—1SE + Nk) (SkPk—ls;fF + Q. + SNy + NESE) (Yr — SkPr—1)
(2.69)
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mit

P = Pt — (ProiST +Ni) (SiPeotST + Qi + SNy + NTST) ' (SPiy + NT)
(2.70)
und den Anfangswerten P_; sowie p_;.

Nimmt man nun an, dass in jedem Iterationsschritt genau eine neue Messung hinzu-
kommt, d.h. die Gréflen yi und vy sind Skalare, dann folgt durch Einsetzen von Sp = SE,
Qi = E(v3) = g und Ny = E(pvg) = ny, in (2.69), (2.70) der rekursive Minimum-Varianz-
Schétzer zu

Pj_1s; +ny

ky, = 2.71a

F (qr + 2sznk + sEPk_lsk) ( )
P, =Pi_1 — kg (SEPk—l S ng) (2.71b)
Pr = Pr—1 + kg (yk — Sgﬁk—l) . (2.71c)

Man beachte auch in diesem Zusammenhang die Analogie zur rekursiven Methode der
gewichteten kleinsten Quadrate (1.121) fiir g = 1/ax und n; = 0.

2.3 Das Kalman-Filter

Aufbauend auf den bisherigen Uberlegungen, insbesondere der rekursiven Minimum-
Varianz-Schétzung, soll im néchsten Schritt das Kalman-Filter, ein im Sinne der Re-
gelungstheorie optimaler Beobachter, hergeleitet werden. Beziiglich der Grundlagen der
Zustandsbeobachtertheorie sei auf Kapitel 8 des Skriptums Automatisierung verwiesen.
In der Literatur existieren unzédhlige Versionen des Kalman-Filters. Im Rahmen dieser
Vorlesung wird vorerst ein lineares, zeitinvariantes, zeitdiskretes System der Form

Xpr1 = Pxg + T'ug + Gwy x(0) = xo (2.72a)
Y = Cx}, 4+ Duy, + vy, (2.72b)

mit dem n-dimensionalen Zustand x € R”, dem p-dimensionalen deterministischen Eingang
u € R?, dem g-dimensionalen Ausgang y € R?, der r-dimensionalen Stérung w € R", dem
Messrauschen v sowie den Matrizen ® € R, T' € R™*P, G € R™*", C € R?*" und
D € R9*P betrachtet. Es sei an dieser Stelle aber bereits angemerkt, dass das Kalman-
Filter auch fiir lineare, zeitvariante und fiir zeitkontinuierliche Systeme entworfen werden
kann. Es gelten nun folgende Annahmen:

(1) Von der Stérung w und vom Messrauschen v wird vorausgesetzt, dass gilt

E(vi) =0 E(vkva) = Rdy; (2.73a)
E(wy) =0 B(wiw] ) = Qdy, (2.73b)
B(wiv]) =0 (2.73¢)

mit Q > 0 sowie R > 0 und dem Kroneckersymbol é;; = 1 fiir £k = j und d;; = 0
sonst.
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(2) Der Erwartungswert des Anfangswertes und die Kovarianzmatrix des Anfangsfehlers
sind durch

E(xo) =mg  B([xo — %o][xo — %0]") =Py >0 (2.74)
mit dem Schétzwert Xo des Anfangswertes xo gegeben.

Die Storung wy, k > 0, und das Messrauschen vy, [ > 0, sind mit dem Anfangswert
X nicht korreliert, d. h. es gilt

B(wixj ) =0 (2.75a)
E(vixj ) =0 (2.75b)
Damit folgt aber wegen
X; = DIxg + Z ‘I’Z(Fuj'_l_l + ij—l—l) (276)
1=0
und (2.73) auch die Beziehung
E(wkaT) =0 firk>j (2.77a)
E(le;r) =0 firallel,j. (2.77Db)

Fiir die weiteren Betrachtungen wird nachfolgende Notation eingefiihrt:

Definition 2.3. Die optimale Schatzung von xj unter Berticksichtigung von 0, ..., j
Messungen wird mit x(k|j) abgekiirzt.

Satz 2.7 (Kalman-Filter). Die optimale Schitzung x(k + 1|k) des Zustandes Xp41
des Systems (2.72) unter Bericksichtigung von l =0, ...,k Messungen errechnet sich
nach der Iterationsvorschrift

%(k + 1|k) = ®%(k|k — 1) + T+

-1 (2.78)
®P (k|k — 1)CT (CP(k|k — 1)CT + R)  (y) — Cx(klk — 1) — Duy)
mit der Kovarianzmatrix des Schdtzfehlers
P(k+ 1|k) = ®P(k|k — 1)®" + GQGT
(2.79)

-1
— ®P(k|k — 1)C" (CP(k[k - 1)CT + R) CP(klk —1)®"

und den Anfangswerten %(0| — 1) = mg und P(0| — 1) = Py.
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Beweis zu Satz 2.7. Angenommen, es wurden die Messungen yg,y1,...,yYr_1 fir die
optimale Schatzung %(k|k — 1) mit der Fehlerkovarianzmatrix

P(klk — 1) = B( [, — (k| — 1)) — % (k[ — 1)]") (2.80)
herangezogen. Zum Zeitpunkt k¥ wird nun die Messung yy
yvi = Cxi + Dug + vy (2.81)

zur Verbesserung des Schitzwertes von x; verwendet. Geméfl Satz 2.6 lautet der
Schétzwert X(k|k) von x

x(klk) = %(klk — 1) + E (x5t ) [E(725F) | 50 (252a)
Vi =yr — Cx(k|k — 1) — Duy (2.82D)

bzw. mit (2.53) in
B(xiy7 ) = B(xk(Cx + vi — Cx(klk — 1))") = P(k[k — 1)CT (2.83)

und
E(yiyi) = CP(k[k - 1)CT + R (2.84)

folgt
x(k|k) = %x(k|k — 1)+

P (klk — 1)CT (CP(klk — 1)CT + R>_1(Yk: k- 1) Duy) (2.85)

Damit lésst sich die Fehlerkovarianzmatrix in der Form (vergleiche dazu (2.44), (2.70))

P(klk) = E([xi — %(klR)]lx — % (k{R)]T) = -
P(klk — 1) = P(k|k — 1)C" (CP(k[k — 1)CT + R)ACP(k]k —1) '

anschreiben. Nach Satz 2.5 ist die optimale Schétzung von ®x; gleich die optimale
Schitzung X5 von x; multipliziert mit ®, es gilt also

%(k + 1|k) = ®%(k|k) + Tuy, . (2.87)
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Fir die Kovarianzmatrix des Schatzfehlers erhédlt man
Pk + k) = B([xpq1 — %(k + 10)] B — %k + 1k)]")
= B([®(x; — x(k[k)) + Gwi][®(x; — x(k[k)) + Gwi]T)  (2:88)
= ®P(k|k)®" + GQG™
Durch Kombination von (2.85)—(2.88) ergibt sich unmittelbar das Ergebnis von Satz

2.7. O

Es sei an dieser Stelle noch die Zusammensetzung der Kovarianzmatrix des Schéatzfehlers
(2.79) interpretiert: Der Term ®P(k|k — 1)®T beschreibt die Anderung der Kovarianzma-
trix zufolge der Systemdynamik, GQGT gibt die Erhohung der Fehlervarianz zufolge der
Storung w an und der verbleibende Ausdruck mit negativem Vorzeichen beschreibt, wie
sich die Fehlervarianz durch Hinzunahme der Information neuer Messungen verringert.

2.3.1 Das Kalman-Filter als optimaler Beobachter

Fiihrt man die Abkiirzungen Xxy1 = %X(k + 1|k), %, = %(k|k — 1), Pry1 = P(k + 1]k)
und Py = P(k|k — 1) ein, dann kann man (2.78) und (2.79) auch in der kompakten
Form

K1 = ®%), 4+ Tuy, + Ky (yr — Cx, — Duy,) (2.89)

mit
K = ®P,C" (CP,CT + R)_l (2.90)

und
Py = ®P,®T + GQGT — P, CT (CPkCT + R)_lcPk@T (2.91)

darstellen. Gleichung (2.91) wird auch als diskrete Riccati-Gleichung bezeichnet. Vergleicht
man (2.89) mit einem vollstdndigen Luenberger-Beobachter, dann erkennt man, dass das
Kalman-Filter ein vollstdndiger Beobachter mit einer zeitvarianten Beobachterverstdr-
kungsmatriz K, ist. Der Erwartungswert des Beobachtungsfehlers e = x3 — X geniigt
der Iterationsvorschrift

Eext1) = B(®x, + Gwy, — B — Ki(Cx + vi — Cy) )
- E<(<I> - ch) (xp — %1) + Gwy — Kkvk) (2.92)
= ((I’ — KkC) E(ek) .

Falls also %o = E(xg) = my gesetzt wird, gilt E(e;) = 0 fiir alle £ > 0. Weiters sieht man
aus (2.90) und (2.91), dass ausgehend vom Startwert Py die Fehlerkovarianzmatrix Py,
und damit auch K, ohne Kenntnis der Messgrofien yy, fir alle £ > 0 vorwegberechnet und
im Rechner zwischengespeichert werden kénnen.

Wenn keine vorherigen Messwerte iiber den Prozess vorliegen, setzt man typischerweise
X0 = 0 und Py = aE fiir a > 1. Wenn der Beobachter eine sehr lange Zeit 1auft, dann
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kann das Problem mathematisch so behandelt werden, als wiirde er unendlich lange
im Einsatz sein. Es zeigt sich nun, dass fiir unendlich lange Zeit die Kovarianzmatrix
des Schatzfehlers auf einen stationdren Wert P, einlauft. In diesem Falle ist auch die
Beobachterverstarkungsmatrix K konstant und errechnet sich zu

N -1
Koo = ®Po,CT(CP.CT + R) (2.93)
mit P, als Losung der so genannten diskreten algebraischen Riccati-Gleichung
-1
P = 3P, ®" + GQG" - 8P..CT(CP.CT +R) CP.®".  (294)

Gleichung (2.94) hat eine eindeutige symmetrische Losung P, mit der Eigenschaft, dass
samtliche Eigenwerte von (<I> — IA{OOC) im offenen Inneren des Einheitskreises liegen, wenn
nachfolgende Bedingungen erfiillt sind:

(1) Das Paar (C, ®) ist detektierbar, d. h. sémtliche Eigenwerte auflerhalb des Einheits-
kreises sind beobachtbar.

(2) Das Paar (@, GQGT) ist stabilisierbar, d.h. simtliche Eigenwerte auflerhalb des
Einheitskreises sind iiber den Eingang GQGT steuerbar.

(3) Die Matrix R ist positiv definit.

Eine derartige Losung der diskreten algebraischen Riccati-Gleichung (2.94) wird auch
als stabilisierende Ldsung bezeichnet. Da fiir diese stabilisierende Losung alle Eigenwerte
von (<I> - KOOC) im offenen Inneren des Einheitskreises liegen, nimmt geméf (2.92) der
Erwartungswert des Beobachtungsfehlers ab und es gilt limy_, o, E(ej) = 0. Die Losung P
der diskreten algebraischen Riccati-Gleichung (2.94) kann man einfach dadurch erhalten,
dass man die diskrete Riccati-Gleichung (2.91) vom Anfangswert Py beginnend so lange
iteriert, bis sich Py nur noch hinreichend wenig im Sinne einer Norm &ndert. Obwohl die
Iterationsvorschrift im Allgemeinen sehr schnell gegen einen stationdren Wert konvergiert,
wird in der Praxis, so auch in MATLAB, die algebraische Riccati-Gleichung (2.94) numerisch
effizienter iiber eine Eigenvektordekomposition gelost, siche die MATLAB—Befehle care
bzw. dare.

Aufgabe 2.10. Die Bewegung eines Satelliten um eine Achse wird in der Form
2

I@@:Mc—Md

mit dem Trégheitsmoment I, dem Moment M, als Stellgréfle, dem Moment M, als
Storung und dem Winkel ¢ modelliert. Bestimmen Sie fiir die Abtastzeit T, = 1s
das zugehorige Abtastsystem der Form (2.72) fiir I = 1 und der Ausgangsgrofie ¢.
Nehmen Sie dabei an, dass die Messung des Winkels ¢ mit dem Messrauschen v
iiberlagert ist und das Stérmoment My der auf den Prozess wirkenden Stérung w
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entspricht. Es gelte dabei
E(w) =0 E(w2> —q
E(v) =0 B(v?) =0.1.

Stellen Sie die Elemente von P des Kalman-Filters gemaf der Iterationsvorschrift
(2.91) fir den Anfangswert Py = E und ¢ = {0.1,0.01,0.001} dar. Implementieren
Sie das Kalman-Filter in MATLAB/SIMULINK.

Hinweis: Die Beziehung (2.93) mit der konstanten Beobachterverstarkungsmatrix
Koo gibt einen optimalen vollstindigen Beobachter an, der sowohl fiir Fin- als auch
fiir Mehrgrafiensysteme verwendbar ist. Im Gegensatz zum Beobachterentwurf nach
der Methode der Polvorgabe (man beachte dazu die Formel von Ackermann geméaf
Kapitel 8 des Skriptums Automatisierung) miissen beim Kalman-Filter keine Pole des
Fehlersystems gewéhlt werden, was insbesondere im Mehrgréfienfall sehr schwierig sein
kann. Man beeinflusst das Verhalten des Fehlersystems hingegen durch die Festlegung
der Kovarianzmatrizen Q der Stérung w und R des Messrauschens v.

Fiir die Wahl der Kovarianzmatrix R des Messrauschens v kann sehr oft ein
interpretierbarer Ansatz, der auf den (Rausch-)Eigenschaften des Sensors beruht,
gefunden werden. Im Weiteren kann iiber die Gewichtung der Eintrage der Kovarianz-
matrix R zwischen zuverlassigen und weniger zuverlassigen Messungen unterschieden
werden. Ist eine Messung weniger zuverldassig, so wird der zugehorige Fintrag in der
Hauptdiagonale der Kovarianzmatriz sehr grofi gewdhlt. Diese angenommene grofie
Varianz der Messung bedingt, dass der Beobachter diese Messung im Vergleich zu den
anderen Messungen bei der Zustandsschitzung weniger gewichtet. In der praktischen
Anwendung des Kalman-Filters ist es sogar uiblich, wahrend des laufenden Betriebs
die Kovarianzmatrix umzuschalten, wenn einer oder mehrere Sensoren unplausible
Messungen liefern oder wenn man in einen Betriebsbereich kommt, wo man bereits
von vornherein weif}, dass gewisse Sensoren keine zuverlissige Information mehr zur
Verfiigung stellen.

Fir die Prozessstérung w und damit die Kovarianzmatrix Q gelten diese Annahmen
im Allgemeinen nicht. Die Annahme, dass es sich bei w um weifles Rauschen handelt,
ist meist nicht zutreffend. Man kénnte nun auf die Idee kommen, die im Allgemeinen
unbekannte Matrix Q sehr klein oder sogar Null zu wahlen. Die Wahl Q = 0 entspricht
aber dem Szenario einer Strecke ohne Stérung w. Wie man aus der Bedingung (2) fiir
die Losung der diskreten algebraischen Riccati-Gleichung entnehmen kann, fithrt die
Wahl Q = 0 (bzw. im Allgemeinen auch fiir Q < 1) nicht zu einer stabilisierenden
Losung.

Die Wahl von Q (und auch R) erfolgt in der praktischen Anwendung meist nach
der Methode ,Versuch und Irrtum”.

Hinweis: In der MATLAB CONTROL SYSTEMS T'OOLBOX wird ein etwas allgemeineres
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System der Form

Xpt1 = Px + Tug + Gwy, x(0) = xo (2.95a)
yvi = Cxi + Dug + Hwy, + vy, (2.95b)

mit dem zusétzlichen Term Hwj, im gemessenen Ausgang, betrachtet. Weiterhin wird
anstatt E(ka;F) = 0 zugelassen, dass

E(wkv;f) = No; # 0 (2.96)
gilt. Fiir diesen Fall errechnet sich die optimale Zustandsschitzung in der Form
Rpy1 = ®%p, + Tuy, + Ky (yr — Cxy, — Duy,) (2.97)
mit

A —1
K, — (@Pch + GQHT + GN) (CPkCT +HQH" + R + HN + NTHT)

(2.98)
und
Py = ®P, T + GQGT - K, (CPk<I>T +HQGT + NTGT) : (2.99)
Der Beweis ist in der Literatur, insbesondere [2.2], zu finden.
2.3.2 Frequenzbereichseigenschaften des stationdaren Kalman-Filters
Es sei angenommen, dass das Messrauschen v von (2.72), d. h.
Xpr1 = Pxg + T'ug + Gwy x(0) = xg (2.100a)
v = Cxi + Dug + vy, (2.100Db)
durch ein dynamisches System der Form
zip11 = Pz + ng (2.101&)
v = C,zi + my (2.101b)

mit den stochastischen Stérungen nj und my erzeugt wird. Setzt man vy von (2.101) in
(2.100) ein, so folgt das erweiterte System in der Form

® 0 r G 0 0) =

|i%+£| _ [ ] Xk 4 up + ] lwk] x(0) = xo (2.102a)
Zj+1 0 (I)z Zi 0 0 E ng Z(O) =17
Xk+1 Lisd Xk r G Wi

X

vi=[C G| | | +Dus+my . (2.102b)
Zj
C R",—/
Xk
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Das stationdre Kalman-Filter geméfl (2.89) und (2.93) fiir das erweiterte System (2.102)
lautet dann

RKip1 & 0][xs r < . .
= + ug + | — Cx — C,zir — Du 2.103
] 8 0T[5 [ [ xe- i ey
Koo
bzw.
% d-K,C -K.C, ][z Ky I - KD
Khtt| _|® < I e | wy, (2.104)
Zii1 ~K,C &,-K,C,| |z K, ~-K,D

Da das System linear ist und damit das Superpositionsgesetz gilt, wird im Weiteren der
Stelleingang uy, = 0 gesetzt. Die z-Ubertragungsmatrix vom Eingang y; zum Ausgang Xy
lautet

G() =5 (2.105)

N A ~1rn
%x.(2) _ [E 0] zE - ® + K,C KC, Ky
K,C 2E—®, + K,C, K,
Es gilt nun nachfolgender Satz:

Satz 2.8 (Ubertragungsnullstellen des stationiren Kalman-Filters). Die Ubertra-
gungsnullstellen von (2.105) sind durch die Beziehung

det(zE — ®,) =0 (2.106)

gegeben.

Beweis. Bevor Satz 2.8 bewiesen wird, muss kurz auf den Begriff einer Ubertragungs-
nullstelle eingegangen werden. Die Nullstellen der Ubertragungsfunktion G(z) eines
Eingrofensystems werden meist als Wurzeln des Zéhlerpolynoms von G(z) charakte-
risiert. Im Fall eines MehrgroBensystems mit einer Ubertragungsmatrix G(z) ist dies
nicht mehr so einfach méglich. Eine strikte Definition ist in folgender Form gegeben:
Die Nullstellen der Ubertragungsmatrix G(z) sind die Wurzeln der Zihlerpolynome
der Smith-McMillan Form von G(z). Zur Definition der Smith-McMillan Form sei
auf die am Ende angefiihrte Literatur verwiesen. Im Weiteren wird eine physikalische
Interpretation einer Ubertragungsnullstelle gegeben. Dazu betrachte man das lineare,
zeitinvariante, zeitdiskrete System der Form

Xp41 = Pxy + Tuy x(0) = %o (2.107a)
yi = Cxg (2.107b)
mit dem n-dimensionalen Zustand x € R”, dem p-dimensionalen Eingang u € RP?,

dem ¢-dimensionalen Ausgang y € RY, sowie den Matrizen ® € R™*", T' € R™*P und
C € R?*". Eine komplexe Zahl z; ist eine Ubertragungsnullstelle, wenn zu einem

J
dass der Ausgang (yy) fiir alle Zeiten k& > 0 identisch verschwindet. Diese Eigenschaft

Eingang der Form (uy) = ug (z’?), ug # 0, ein Anfangszustand xg # 0 so existiert,
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ist in der Literatur auch unter dem Namen transmission-blocking bekannt.
Im z-Bereich errechnet sich die Ausgangsgrofie y.(z) = Z{(yx)} von (2.107) als
Antwort auf die Eingangsgrofie

u.(2) = Z{(w)} = 2{uwo(=}) } = wo

(2.108)

Z*Zj

mit dem Anfangswert x(0) = x¢ zu

y:(2) = C(zE - &) (sz + Tug ) : (2.109)

z =z
Unter Zuhilfenahme der Resolventen-Identitat

CE-®) '~ (4E-®) ' =(:GE-®) '(z; — 2)(zE - &) (2.110)
lasst sich (2.109) in der Form

T'ugz

y=(2) = C((ZjE —®) '+ (2E - ®) (2 — 2)(3E - ‘i)_l)

Z — Zj
C(zE — ®) '2xg
=C(zE — <I>)_1z(x0 — (zE - <I>)_1I‘u0) + C(%E — ®) 'Tug

z

z—zj
(2.111)
umschreiben.
Aufgabe 2.11. Beweisen Sie die Identitat von (2.110).

Man erkennt aus (2.111), dass y,(z) nur dann identisch verschwindet, wenn die
Gleichungen

x0 — (zE—®) 'Tup =0 (2.112a)
C(zE —®) 'Tuy =0 (2.112b)

erfiillt sind. Zusammenfassend lisst sich also feststellen, dass fiir eine Ubertragungs-
nullstelle z; nichttriviale Vektoren up und x¢ existieren, die dem Gleichungssystem

[(szC_ ) —01“] m B m 13

geniigen und die Eigenschaft besitzen, dass der Ausgang (yj) von (2.107) fiir die
Eingangsgrofie (ux) = ug (zf) und den Anfangswert xg fiir alle Zeiten k£ > 0 identisch
verschwindet.

Wendet man nun dieses Ergebnis auf die Ubertragungsmatrix G(z) von (2.105) mit
dem Eingang y; und dem Ausgang X; an, so lauten in diesem Fall die Bedingungen
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(2.113)
E - &+ K,C K,C % K 0
<j \ + Kx X~z 350 I Vo = (2.114a)
K,C ZjE - o, +K,C,| |z K, 0
E o [XO] ~0. (2.114b)
Z

| Aufgabe 2.12. Leiten Sie die Beziehungen (2.114) her.
Aus (2.114b) erhélt man %o = 0 und damit folgt

A

K«(Czz0 —yo) =0

N ) N (2.115)
(B~ @, + K,C, )20 — Kuyo = 0.

Unter Voraussetzung der Spaltenregularitét von Ky folgt C,z09 — yo = 0 und damit
(z;E — ®,)29 = 0. Man erkennt nun, dass (2.115) genau dann nichttriviale Lésungen
fir yo und zg besitzt, wenn gilt det(z;E — ®,) = 0, womit Satz 2.8 gezeigt ist. [

Hinweis: Dieses Ergebnis zeigt, dass das stationdre Kalman-Filter (2.103) Nullstellen
an den Polen des Stormodells (2.101) aufweist. Um nun ein Kalman-Filter zu entwerfen,
das bestimmte Frequenzen abblockt, wihlt man einfach ein Stérmodell mit Polen an
diesen Frequenzen. Generell lasst sich sagen, dass je grofler die Energie der Storung
bei den jeweiligen Frequenzen ist, desto mehr unterdriickt das Kalman-Filter diese
Frequenzen.

Aufgabe 2.13. Entwerfen Sie ein Kalman-Filter zur Schétzung der Drehwinkelgeschwin-
digkeit w eines permanenterregten Gleichstrommotors auf Basis einer Messung des
Drehwinkels . Fiir eine gewisse Wahl der Parameter und unter Vernachlassigung der
Dynamik des elektrischen Teilsystems erhélt man das Modell des Gleichstrommotors
in der Form

Es ist nun gewiinscht, dass Resonanzfrequenzen mit einer Kreisfrequenz wg, welche
durch die mechanische Last resultieren, vom Kalman-Filter unterdriickt werden. Das
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zugehorige Stormodell kann in der Form

d Z1 0 1 Z1 0
dt |z —wg —2wp| |29 w?

v=1[1 0] [zj

mit weiflem Rauschen n als Eingangssignal modelliert werden. Entwerfen Sie fiir diese
Spezifikationen ein Kalman-Filter fiir eine Abtastzeit T, = 0.05 s und untersuchen
Sie den Einfluss verschiedener Werte fiir £ im Bereich 0.01 < £ < 0.7. Wahlen Sie
dazu wg = 3, G = E, Q = E sowie R = 1. Zeichnen Sie das Bode-Diagramm des
Kalman-Filters und testen Sie ihr Kalman-Filter durch Simulation.

2.4 Das Extended Kalman-Filter

Bevor das Extended Kalman-Filter als Beobachter fiir nichtlineare Systeme besprochen
wird, soll im Folgenden das Kalman-Filter von Abschnitt 2.3 fiir lineare zeitvariante
Abtastsysteme der Form

Xpt1 = Prxp + Trug + Gpwy, x(0) = xo (2.116a)
yi = Cpxy + Dyuy + vi (2.116b)

mit dem n-dimensionalen Zustand x € R”, dem p-dimensionalen deterministischen Eingang
u € R?, dem g-dimensionalen Ausgang y € R?, der r-dimensionalen Stérung w € R", dem
Messrauschen v sowie den zeitvarianten Matrizen ®;, € R™"*", I'), € R"*P, Gj, € R"*",
Ci € R und D, € R?%*P angeschrieben werden. Analog zu Abschnitt 2.3 werden
folgende Annahmen getroffen:

(1) Fiir die Stérung w und das Messrauschen v wird vorausgesetzt, dass gilt

E(vi) =0 E(viv]) = Rydy (2.117a)
E(wy) =0 B(wiw]) = Qudy; (2.117b)
E(wyv]) =0 (2.117¢)

mit Qj > 0 sowie Ry, > 0 und dem Kroneckersymbol 6; = 1 fiir k = j und 6; = 0
sonst.

(2) Der Erwartungswert des Anfangswertes und die Kovarianzmatrix des Anfangsfehlers
sind durch
B(xo) =my  B([x0 — %o][xo — %] ) = Py >0 (2.118)

mit dem Schétzwert Xo des Anfangswertes xo gegeben.
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(3) Die Storung wy, k > 0, und das Messrauschen v;, I > 0, sind mit dem Anfangswert
Xo nicht korreliert, d. h. es gilt

B(wyx) ) =0 (2.119a)
E(vixg) =0, (2.119b)

Die Herleitung des Kalman-Filters fiir das System (2.116) erfolgt auf vollkommen analoge
Art und Weise wie im Abschnitt 2.3 und lautet fiir k& > 0, vergleiche dazu (2.89)—(2.91),

N —1
Ky = ®,P;Cl (CyPLCT + Ry,) (2.120a)
Xp1 = @p%p + Dpug + Ky (yr — Crky — Dyug) (2.120Db)
-1
Piy1 = BP@] + GLQuGE — ®,PCl (CLPLCT + Ry,) CyPy®f . (21200)

Wenn der Anfangswert xg bekannt ist, dann setzt man Xy = xg und Py = 0 und fiir
den Fall, dass iiber den Anfangswert keine Information vorliegt, wird typischerweise
X9 = 0 und Py = aE mit o > 1 gewéahlt. Es sei darauf hingewiesen, dass sich auch
diese Darstellung fiir H # 0 und E(wkv;-r) = 0 analog zu den Diskussionen im letzten
Abschnitt verallgemeinern lassen.

In der Literatur ist es oft iiblich, das Kalman-Filter in einer etwas anderen Form
darzustellen. Dabei wird die optimale Schéitzung des Zustandes x; und der Fehlerkovari-

anzmatrix Py unter Beriicksichtigung von 0, ...,k — 1 Messungen, vergleiche Definition
2.3,
%X, =x(klk—1) (2.121a)
T
P, =P(klk—1) :E([xk—fgk} [k — % | ) (2.121b)

als a priori Schdtzung und die optimale Schitzung von x; und Py unter Beriicksichtigung
von 0, ...,k Messungen

5 = x(k|k) (2.122a)

P(k|k) = E([xk =% [ - xﬂT) (2.122b)

=+
+
Pk

als a posteriori Schitzung bezeichnet. (2.120) kann damit in der 4quivalenten Form

Kalman Verstarkungsmatrix: L, = P, (ofs (CkP,: CT + Rk>_1 (2.123a)
Zustandsschatzung Update: )Ac;: =X, + ﬁk (yk - Cpxp — Dkuk>
(2.123b)
Fehlerkovarianz Update: P; = (E — IAJka)P,; (2.123c¢)
Zustandsextrapolation (2.87): X = ‘I’kﬁz_ +Tpu (2.123d)
Fehlerkovarianzextrapolation (2.88): P, = o, P/ ®} + G,Q.G} (2.123e)
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fir £ > 0 und die Anfangswerte X; = %o und P, = Py, angeschrieben werden.

Aufgabe 2.14. Zeigen Sie die Aquivalenz der Beziehungen (2.120) und (2.123). Fiihren
Sie dazu in (2.123) folgende Substitutionen durch %, ; = Xp11, X, = X3, P | =
Pk+1, P]; = Pk und éktk = Kk

Dem Extended Kalman-Filter (EKF) Entwurf liegt im Allgemeinen ein nichtlineares,
zeitvariantes, zeitkontinuierliches Mehrgréfiensystem der Form

%x = f(x,u,w,t) x(0) = %o (2.124a)

y =h(x,u,v,t) (2.124b)

mit dem n-dimensionalen Zustand x € R", dem p-dimensionalen deterministischen Eingang
u € R?, dem ¢-dimensionalen Ausgang y € RY, der r-dimensionalen Stérung w €
R" und dem Messrauschen v zugrunde. Da das Kalman-Filter im Normalfall in einem
Digitalrechner implementiert wird, die StellgréBen tiber ein Halteglied nullter Ordnung
(D/A-Wandler) mit der Abtastzeit T, auf den Prozess aufgeschaltet und die Messgrofien
mit der Abtastzeit Ty, iber einen A/D-Wandler abgetastet werden, muss das zu (2.124)
zugehorige Abtastsystem

X1 = Fr(Xp, up, wy) x(0) = %o (2.125a)
Yk = hy(Xg, ug, vi) (2.125b)

berechnet werden. Aus der Vorlesung Automatisierung (Abschnitt 6.2.1) ist bekannt, dass
zur Bestimmung des Abtastsystems die exakte Losung von (2.124) notwendig ist.

Hinweis: Die Losung eines nichtlinearen Differentialgleichungssystems der Form
(2.124) ist bekanntermaflen nur in Spezialfdllen moglich ist. Daher wird im Folgenden
eine Naherungslosung mit Hilfe eines Integrationsverfahrens gesucht. Dazu nimmt
man an, dass die Stellgrofie u(t) und die Stérung w(t) fir das Abtastintervall k7T, <
t < (k + 1)T, konstant sind, d. h. u(t) = u(k1y) = ug und w(t) = w(kT,) = wy, und
integriert die Differenzialgleichung (2.124a) im Abtastintervall

(k+1)T,
X =Xk [ EGe(), ey wis ) de (2.126)
kTq
mit xp11 = x((k+ 1)7,) und x; = x(kT,). Die Approximation des Integrals in
(2.126) kann auf unterschiedliche Arten erfolgen. Im Weiteren sollen lediglich zwei
mogliche Losungen angegeben werden:

(1) PEuler-Verfahren

(k+1)Ta
/ F(ox(2), 1, Wi ) clt = £(xcp L1p, Wiy BT0) Tl (2.127)
kT,
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(2) Runge-Kutta Verfahren vierter Ordnung

(k+1)Ta A 2A 2A A
/ e G = e o R (2.128)
kT, 6
mit
AXl = f(Xk, ug, Wg, ]{ZTa)Ta
Ax; T,
AXQ—f(Xk+ ,Up, W, kT, + >T
(2.129)

A
Ax3 = f(xk + —

Axy = f(Xk + Ax3, u, W, (k aF 1)Ta)Ta .

T,
, U, W, KTy + > )T

Dabei wurde fiir Axy in (2.129) der linksseitige Grenzwert lim,_, 41y, u(t) =
uy, und limy_, (44 1)7, W(t) = Wy, eingesetzt.

Die Ausgangsgleichung (2.125b) des Abtastsystems erhélt man fiir beide Félle sehr
einfach, indem man die Ausgangsgleichung (2.124b) des zeitkontinuierlichen Mehr-
groflensystems fiir t = k7, auswertet

Y = h(xg, ug, vi, KTo) = hy(xg, ug, vi) - (2.130)

Nimmt man nun an, dass durch die Beziehungen (2.126)—(2.130) ein Abtastsystem der
Form (2.125) gegeben ist, dann beruht die Idee des Extended Kalman-Filters darauf, dass
fiir die rechte Seite von (2.125a) eine Taylor-Reihenentwicklung um den Punkt x5 = %;,

u; = u; und wyi = 0 durchgefiithrt und nach dem linearen Term abgebrochen wird, d. h.

N 0 . 0
Xpi1 = Fg (X;, ug, O) + a—Xka (le, uy, O) (Xk — Xk> + aTFk (Xk , U, O)Wk . (2.131)
Analog dazu wird die rechte Seite der Ausgangsgleichung (2.125b) in eine Taylor-Reihe
um den Punkt x; = X,, u; = u; und v, = 0 entwickelt und nach dem linearen Term
abgebrochen

- 0 _ o 0
yvi = hy, (Xk , U, 0) + ﬂhk (Xk , Up, 0) (xk — xk> Ovr —hy, (Xk- , Ug, O) (2.132)
Man beachte, dass hierbei durchgehend folgende vereinfachte Schreibweise
0 0

(2.133)

—F, (X,:, ug, 0) = %Fk(xka ug, Wk)

ox, Xp =X, ,Up=ug,Wi=0

verwendet wurde. Die Beziehungen (2.131) und (2.132) konnen fiir die weiteren Betrach-
tungen kompakter in der Form

X1 = Prxg + 0 + Gpwy (2.134a)
vi = Cpxp + Ug + Vi (2.134b)

mit
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q)k = aiXka ()A{;—, uk,O) l_lk = Fk ()A{]—:, ug, 0) — ‘I’kﬁ]—l_
Gy = %Fk (fc;,uk,o) Ch = %hk (fc,;,uk,o) (2.135)
flk = hk (}A(,;,uk, 0) — Ckf{/; {’k = %hk (}A(];, ug, O)V]c

geschrieben werden. Es ist nun offensichtlich, dass die Struktur des Systems (2.134)
unmittelbar die Anwendung des Kalman-Filters gemafl (2.123) ermoglicht. Die fiir die
Implementierung erforderlichen Rechenschritte werden im Folgenden nochmals zusammen-
gefasst.

(1) Fir das nichtlineare, zeitvariante, zeitkontinuierliche Mehrgrofensystem (2.124)
berechne man ein Abtastsystem der Form (2.125).

(2) Der geschitzte Zustand und die Kovarianzmatrix des Schéatzfehlers miissen fiir den
Anfangszeitpunkt mit %X, und P initialisiert werden.

(3) Von der Stérung wy, und vom Messrauschen vy, in (2.134) wird wiederum vorausge-
setzt, dass gilt

E(v) =0 B(viv] ) = Redy (2.136a)
E(wy) =0 B(wiw] ) = Qs (2.136b)
E(wk“JT) = (2.136¢)

mit Qp > 0 sowie Ry, > 0 und dem Kroneckersymbol d; = 1 fiir k = j und d; = 0
sonst.

(4) Die Iterationsgleichungen des Extended Kalman-Filters lauten dann fiir £ > 0
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o . /.
Ci = 5 (xk ,uk,O) (2.137a)
& —1
Ly, = P; Cf (CkP; CF + Ry) (2.137b)
)A(;: =X, + f;k (yk = Ckf(]; = flk) =X, + f;k (yk — hy, <)A(];, ug, 0)) (2.137c¢)
P} = (E-1,Ci)P; (2.137d)
9 ot
B = 5 Fy (¢, ux,0) (2.137¢)
9 ot
G = 5. T (xk ,uk,0> (2.137f)
%py1 = Buky + Fi (%0, 0) — By = Fi (5,1, 0) (2.137g)
ug
P, = &P &} + G,Q,Gy . (2.137h)

Hinweis: Beim Extended Kalman-Filter Entwurf wird angenommen, dass die li-
nearisierte Transformation von Mittelwert und Kovarianz in guter Genauigkeit dem
Mittelwert und der Kovarianz der nichtlinearen Transformation entspricht. Diese
Annahme trifft im Allgemeinen nicht zu, weshalb zur Verbesserung des Beobach-
terentwurfes fiir nichtlineare Systeme héufig das im néchsten Abschnitt betrachtete
Unscented Kalman-Filter verwendet wird.

Aufgabe 2.15. Das mathematische Modell

— 1 =22+ w1

dt
d 1 T A
Q2= groexp <_k‘)0wm$% — g+ ws

beschreibt den freien Fall eines Korpers der Masse m und der Querschnittsfliche
A in der Erdatmosphére mit der Hohe z1 und der Geschwindigkeit zo. Der Term
poexp(—z1/k) entspricht dabei der hohenabhéngigen Dichte in der Atmosphére
(po Dichte auf Meereshéhe), womit der Term mit 23 die Verzégerung durch den
Luftwiderstand mit dem Luftwiderstandsbeiwert C,, beschreibt. Weiterhin stellt g
die Erdbeschleunigung dar.

Das Prozessrauschen ist durch die stochastischen Gréfien w; und wy gegeben. Die
Hohe z1 kann iiber die Ausgangsgleichung

y=x1+v

mit dem Messrauschen v ermittelt werden.

Entwerfen Sie fiir die Parameter pg = 1.2kg/m?, g = 9.81m/s?, k = 9100m,
A=0.5m?, m = 100kg, und C,, = 0.5 ein Extended Kalman-Filter, das neben der
Hoéhe x1 und der Geschwindigkeit x2 auch den konstanten Luftwiderstandsbeiwert
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Cy schitzt. Erweitern Sie dazu das Differentialgleichungssystem um den Zustand
r3 = Cy mit

4 =0+
T r T

und der Prozessstorungskomponente ws. Verwenden Sie zur Bestimmung des Ab-
tastsystems das Euler-Verfahren. Nehmen Sie an, dass die nominellen Werte bzw.
Anfangsbedingungen der Groflen C,, r1 und 2 normalverteilt sind. Die entspre-
chenden Werte der Mittelwerte und Varianzen kénnen der nachfolgenden Tabelle 2.1

entnommen werden. Fiir die Simulation nehmen Sie folgende Werte an: C, = 0.6,
21(0) = 39500 m und z2(0) = —10m/s.

Variable Mittelwert  Varianz

Cu 0.5 1
z1(0)  39-10°m 1-10%*m?
x2(0) Om/s 1m? /s

Tabelle 2.1: Mittelwerte und Varianzen der Parameter bzw. der Anfangsbedingungen.

Aufgabe 2.16. Zur Positionsbestimmung eines Fahrzeuges in einem zweidimensio-
nalen Raum (o-Achse: Ost-Koordinate, n-Achse: Nord-Koordinate) soll ein Exten-
ded Kalman-Filter eingesetzt werden. Mehrere Messstationen mit den Koordinaten
(Oi, Ni), i =1,..., M messen den Abstand zum Fahrzeug. Die Beschleunigung des
Fahrzeugs in Nord- und Ost-Richtung wird durch weiles Rauschen modelliert. Das
Differenzengleichungssystem

Ok+1 107, O Ok w1k
Nk+1 B 01 0 Ta ng i W2,k
Ou k41 00 1 Of ok w3k
Moy k41 00 0 1] |nuk Wy, k
—_——
Xk+1 P Xk Wi

beschreibt das Fahrzeugverhalten, wobei oj, und n, bzw. o, ;, und n,, ;. die Koordinaten
bzw. Geschwindigkeiten des Fahrzeuges bezogen auf den Ursprung eines ortsfesten
Koordinatensystems in Ost- und Nordrichtung zum Zeitpunkt k7; mit der Abtastzeit
T;, bezeichnen und wj, j = 1,...,4 die Komponenten des Prozessrauschens sind. Im
Weiteren sind durch

yi,k:\/(nk;_Ni)2+(0k—Oi)2+vi,ka i=1,...,M

mit dem Messrauschen v;, ¢ =1,..., M die Entfernungsmessungen des Fahrzeuges
von den Stationen gegeben. Nehmen Sie an, dass alle stochastischen GroBen (wj )
und (v; ) normalverteilt, unkorreliert und mittelwertfrei sind. Die Abtastzeit sei mit
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T, = 0.1s gegeben. Fiir die Kovarianzmatrix des Prozessrauschens gelte
E(wkij) = Qdy; mit Q= diag(0,0,4,4)
und die Kovarianz des Messrauschens sei
E(virvij) = Ridg; mit Ry=1, i=1,..., M.

Der Anfangszustand x§ = [0 0 50 50} ist exakt bekannt. Simulieren Sie das
System fiir 60 Sekunden und entwerfen Sie ein Extended Kalman-Filter zur Schétzung
der Zustédnde. Variieren Sie die Anzahl und Position der Messstationen.

2.5 Das Unscented Kalman-Filter

Das im letzten Kapitel behandelte Extended Kalman-Filter ist der (industrielle) Stan-
dard fiir die Zustandsschétzung von nichtlinearen dynamischen Systemen. Das Extended
Kalman-Filter besitzt jedoch den Nachteil, dass es unzuverlissige Schétzungen (des Er-
wartungswerts und der Fehlerkovarianz) liefern kann, wenn das System ausgeprégte
Nichtlinearitdten aufweist. Diese Unzuverldssigkeit resultiert aus der Linearisierung der
nichtlinearen Systemdynamik, welche fiir die Berechnung des Erwartungswerts und der
Kovarianz des Zustands verwendet wird. Um diese Problematik genauer darzustellen,
wird im n&chsten Abschnitt gezeigt, wie sich der Erwartungswert und die Kovarianz einer
Zufallsvariable durch eine nichtlineare Transformation veréndert.

2.5.1 Erwartungswert und Kovarianz von nichtlinearen Transformationen

Im Folgenden wird das Beispiel einer Transformation von Zylinderkoordinaten in kartesi-
sche Koordinaten betrachtet

y = [yll — h(x) = [xlcos(x?)]. (2.138)

Y2 x1 sin(x9)

Dabei wird angenommen, dass der Zufallsvektor x = [z1, xQ]T durch die nicht korrelierten,
gleichverteilten Zufallsvariabeln x; (Intervall: a; = my1 — 8,1 = 1—0.01, by = myg1 + 051 =
1+0.01) und 22 (Intervall: ag = mg2 — 62 = § —0.35, by = My +dp2 = 5 4 0.35) definiert
ist. In Abbildung 2.7 sind 10000 Zufallsvektoren, die nach dieser Verteilung generiert
wurden, dargestellt. Der Erwartungswert (Mittelwert) m, ergibt sich zu m, = [1,7/2]"
und die Kovarianzmatrix errechnet sich zu

31070
3 : (2.139)

Qm:[ 4910—
0 31072

In Abbildung 2.7 ist die Kovarianzmatrix durch die Ellipse (x — m,) ' Q;'(x —m,) =1
dargestellt.
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T2

1.010

T

Abbildung 2.7: Verteilung der Zufallsvektoren x mit zugehérigem Erwartungswert m,
und Kovarianzmatrix Q.

Der Erwartungswert E(y) = m,, der mittels der nichtlinearen Transformation berechne-
ten Grofle y = h(x) ergibt sich aus
Myl _ E(hl (X)) — E(’I"l Cf)S(l'Q)) ) (2140)
M2 E(ha(x)) E(x1 sin(z2))
Beriicksichtigt man die Unabhéngigkeit der Zufallsvariablen x; und x9 und fiihrt man die
Aufspaltung x = x + m,, ein, so erhélt man fiir die erste Zeile von (2.140)

E(z1 cos(x2)) = E(z1) E(cos(Za + my2)) - (2.141)

Es gilt E(z1) = mg1 = 1. Spaltet man den cos-Term in (2.141) auf und setzt den
Erwartungswert myo = 7/2 ein, so erhilt man

E(cos(Z2 + my2)) = E(cos(Za) cos(mye) — sin(Za) sin(mye)) = — E(sin(Z2)) . (2.142)

Da der Erwartungswert einer schiefsymmetrischen Funktion einer Zufallsvariable mit
symmetrischer Verteilungsdichtefunktion verschwindet, gilt E(sin(Z2)) = 0 und somit auch
my1 = 0. Um diesen letzten Schritt zu zeigen, betrachte man
Ox2 1 1
E(sin(z9)) = / sin(Zg) = dZo = ———(—cos(dz2) + cos(—dz2)) =0 . (2.143)
— 842 25332 25;32
Auf analoge Art kann man die zweite Zeile von (2.140) zu E(z sin(z2)) = sin(dz2)/0z2
berechnen. Zusammengefasst erhélt man den exakten Erwartungswert m, der Zufallsva-
riablen y in der Form

My = | sin(deo) |- (2.144)
6902

Vorlesung Regelungssysteme (WS 2023/2024)
OW. Kemmetmiiller, A. Kugi, Institut fiir Automatisierungs- und Regelungstechnik, TU Wien



2.5 Das Unscented Kalman-Filter Seite 74

Die exakte Berechnung des Erwartungswerts m,, ist nur fiir einige wenige Sonderfélle
moglich. Man beachte, dass in diesem Beispiel eine einfache Gleichverteilung und eine
einfache nichtlineare Transformation angenommen wurde um eine analytische Losung
berechnen zu konnen. Eine naheliegende Moglichkeit den Erwartungswert ndherungsweise
zu berechnen besteht in der Approximation der nichtlinearen Transformation h(x) durch
eine Taylorreihe, die um den Erwartungswert m, des Zufallsvektors x ermittelt wurde.

1

1
h(x) = h(m,) + Dgh + ;Dih + ;Dih + ..., (2.145)
angegeben werden, wobei die Schreibweise
n 9 k
Dih = ii— | h 2.146
; @xam) () (2146)

verwendet wird. Darin bezeichnet n die Dimension der Zufallsvariable x.
Verwendet man zur Berechnung des Erwartungswerts eine Taylorreihenapproximation
von h(x) der Ordnung 1, so erhélt man

_ Oh(x) _ 0h(x)
h(x)~h = h(m, 2.14

(x) = hy(x) = h(m,) + I 921 |, I o (2.147)

Der zugehorige Erwartungswert berechnet sich damit zu

oh oh
E(h;(x)) = h(m,) + (x) E(%1) + Oh(x) E(Z2) = h(m,) (2.148)
Oxq X=my 0z2 X=my
und damit
0

E(h(x)) =my = L] (2.149)

Ein Vergleich mit dem exakten Ergebnis (2.144) zeigt, dass die Fehler mit steigendem
02 anwachsen. In Abbildung 2.8 ist ein Vergleich des exakten Erwartungswerts m,
mit dem Erwartungswert m,,;, welcher auf Basis der Linearisierung ermittelt wurde,
dargestellt. Da diese Linearisierung auch inhérent in der Berechnung eines EKF' inkludiert
ist, muss auch fir ein EKF eine Abweichung vom exakten Ergebnis erwartet werden. Diese
Abweichung wéchst mit steigender Nichtlinearitét der Strecke und mit gréflerer Kovarianz
der Zufallsvariablen an.

Eine Moglichkeit den Fehler zufolge der Linearisierung zu verringern, ist die Verwendung
einer Approximation hy(x) von h(x) zweiter Ordnung. Fiir diesen Fall ergibt sich der
approximierte Erwartungswert

170-12

E(hy(x)) = my, = [ 0 2 ], (2.150)
2

mit der Varianz o,2 von xo. In Abbildung 2.8 erkennt man die erwartete Verbesserung
der Approximation von E(h(x)) durch E(h4(x)) im Vergleich zur linearen Approximation

E(hy(x)).
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Abbildung 2.8: Verteilung der Zufallsvektoren y = h(x) mit dem Erwartungswert E(y) =
m,, der Approximation m,; auf Basis einer Taylorreihe 1. Ordnung und
der Approximation m,, auf Basis einer Taylorreihe 2. Ordnung.

Aufgabe 2.17. Zeigen Sie das Ergebnis E(hy(x)) von (2.150).

Damit kénnte durch hinreichend hohe Approximationsordnung von h(x) eine beliebig
genaue Approximation von E(h(x)) ermittelt werden. Diese Vorgehensweise hat jedoch
zwei wesentliche Nachteile:

1. Zur Approximation einer allgemeinen nichtlinearen Funktion kann eine sehr grofie
Approximationsordnung notwendig sein. Dies fithrt zu einer wesentlichen Erhéhung
des Rechenaufwands.

2. In der Berechnung des Erwartungswerts bei einer Approximation der Ordnung &
sind die zentralen Momente bis zur Ordnung k des Zufallsvektors x notwendig.

Deswegen ist diese Vorgehensweise fiir eine praktische Implementierung nur bedingt
sinnvoll.

Zur Charakterisierung einer (normalverteilten) Zufallfsvariable x ist auch die Kovarianz-
matrix E((x —mg)(x — mz)T) = Q, notwendig. Daher ist es interessant zu untersuchen,
wie sich die Kovarianzmatrix zufolge der nichtlinearen Transformation dndert. Fiir das
betrachtete Beispiel gilt

o sin
Qy = E(l 1 cos( zl)n(‘sﬂ)] [331 cos(xa) x1sin(xa) — 5(32)])

x1 sin(zg) — 3
- 23 cos(x)? 22 cos(xo) sin(xg) — 1 cos(azg)%
= : ; 2
23 cos(z2) sin(xa) — 71 cos(a;Q)ismd(j;Q) (:vl sin(z2) — Smd(j;Q))
(2.151)
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was nach kurzer Rechnung auf

b+ ot 1 - 542 O
0 s(1+02) (1 + 51“2(5552)) _ (Sin(éw)

Q=

(2.152)
02 )2]

fithrt.
| Aufgabe 2.18. Rechnen Sie die Losung (2.152) nach.

Zur Schétzung der transformierten Kovarianzmatrix Q, mit Hilfe der Taylorreihenap-
proximation 1. Ordnung verwendet man den Ausdruck

oh oh

1 —E Dzh =2 +z 2.153
yi —E(y1) = ool B vl (2.153)
Damit ergibt sich die Approximation Q,; der Kovarianzmatrix zu
a5 [z _ oh _ oh _ 0h B
= Tl — To — T1— To—
vl ! 8951 x=mg 2 8952 x=m ! (9.1‘1 x=my 2 81’2 x=mg
PR g—h T (2.154)
_ | oh Oh 1 142 21 |x=m _ T
N [85‘“ x=m, 022 x:mm} E(ljle 2 ]) on | T = HQ.H
2 e X=my
bzw. fir das betrachtete Beispiel
2
oy9 O
= . 2.155
e l 0 ‘731] (2:195)

In Abbildung 2.9 ist ein Vergleich der Kovarianzmatrix Q, und der Approximation Q,; in
Form der durch sie definierten Ellipsen fiir C = 1 dargestellt.

Satz 2.9 (Approximationsordnung). Der Erwartungswert my und die Kovarianzma-
triz Qy einer Zufallsvariable y, welche sich durch ein nichtlineare Transformation der
Form y = h(x) errechnet, ergeben sich zu

1 1 1
my:h(mx)—i—E(D h+2|D2h+3'D3h+4'D4h+ ) (2.156)
und
T 1
Q, = HQH" + E( 1Dxh(D¢h)" + 1020 (D2h) "+ ZDIh(D:)")
3!
(2.157)
— B(D2h) B(D2 h) +.

mit H = 0h/0x|,_,,

Um den Erwartungswert m, mit einer Approximationsgenauigkeit der Ordnung m
zu berechnen, sind die partiellen Ableitungen von h und die zentralen Momente von x
bis zur m.ten Ordnung notwendig. Weiterhin kann der Term der m.ten Ordnung der
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Abbildung 2.9: Verteilung der Zufallsvektoren y = h(x) mit Erwartungswert E(y) = m,
bzw. Kovarianzmatrix Q, und die Approximationen m,; bzw. Q,; auf
Basis einer Taylorreihe 1. Ordnung.

Reihe der Kovarianzmatriz nur bestimmt werden, wenn die Ableitungen von h und
die zentralen Momente von x bis zur 2m.ten Ordnung bekannt sind.

Da das EKF mafigeblich auf dieser Linearisierung beruht, ist fiir Systeme mit ausge-
pragter Nichtlinearitdt eine bessere Form der Approximation des Erwartungswertes und
der Kovarianzmatrix notwendig.

2.5.2 Die Unscented-Transformation

Die Unscented-Transformation beruht darauf, dass es haufig einfacher ist die Verteilung
einer Zufallsvariable zu approximieren als eine allgemeine nichtlineare Funktion oder
Transformation. Bei der Unscented-Transformation wird eine Menge S von Sigmapunkten
&; so gewahlt, dass deren Erwartungswert m,, und die Kovarianzmatrix Q,, jenen
des urspriinglichen Zufallsvektors x entsprechen. Die Anwendung einer nichtlinearen
Transformation y = h(x) auf jeden dieser Sigmapunkte &; ergibt die transformierten
Sigmapunkte n; = h(§;). Die statistischen Eigenschaften der transformierten Punkte n);
sind dann eine Approximation der exakten statistischen Eigenschaften der nichtlinearen
Transformation.

Die Menge der Sigmapunkte S ist durch die Vektoren &; und die zugehorigen Gewich-
tungen W; definiert, d.h. § = {&;, W;|i = 1,...,p}. Die Wahl der Sigmapunkte ist nicht
eindeutig, d. h. fiir einen Zufallsvektor x mit Erwartungswert m, und Kovarianzmatrix
Q. gibt es mehrere mogliche Realisierungen von Sigmapunkten. Um eine erwartungstreue
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Schétzung zu erhalten, miissen die Gewichtungen W; die Zwangsbedingung
> Wi=1 (2.158)

erfillen.

In der Literatur wird fiir einen Zufallsvektor x € R™ hiufig eine Menge S von 2n Punkten,
die auf dem Ellipsoid (x — m,)Q;!(x —m,)" = n liegen, verwendet. Die Sigmapunkte
fiir einen Zufallsvektor x sind demnach durch

T .
3, = m, + (vVnQg); firi=1,...,n
' Ly — (van)iT_n firi=n+1,...,2n
definiert, mit der Dimension n, dem Erwartungswert m, und der Kovarianzmatrix Q,

des Zufallsvektors x. Weiterhin beschreibt (\/nQI)Z. die i.te Zeile der Wurzel der Matrix
nQ,. Die zugehdrigen Gewichtungen ergeben sich zu

1
L 2.1
Wi= o (2.160)

(2.159)

Hinweis: Die Wurzel R einer Matrix Q kann sehr effizient mit Hilfe der Cholesky-
Zerlegung (MATLAB Befehl chol) ermittelt werden. Es gilt dann RTR = Q.

Aufgabe 2.19. Zeigen Sie, dass der Mittelwert und die Kovarianzmatrix der durch
(2.159) und (2.160) definierten Sigmapunkte dem Mittelwert m, und der Kovarianz-
matrix Q, des Zufallsvektors x entsprechen.

Die Vorgehensweise zur Bestimmung des approximierten Erwartungswertes m,,, und
der Kovarianzmatrix Q,, mit Hilfe der Unscented-Transformation besteht aus folgenden
Schritten:

1. Die nichtlineare Transformation h(x) wird auf jeden Sigmapunkt &, angewandt und
ergibt die transformierten Sigmapunkte n;

n; = h(§;) . (2.161)
2. Der Erwartungswert my,,, ergibt sich aus der gewichteten Summe der transformierten
Sigmapunkte
2n
my, =Y Wm; . (2.162)
i=1

3. Die Kovarianzmatrix Q,, der transformierten Sigmapunkte errechnet sich in der
Form

2n
Quu =Y Wi(m; — myy)(n; — my,)" . (2.163)
=1
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Wie in der Literatur dokumentiert, wiirden bereits n Sigmapunkte geniigen um den
Erwartungswert und die Kovarianzmatrix korrekt zu approximieren. Durch die symmetri-
sche Wahl der 2n Sigmapunkte nach (2.159) wird jedoch auch das dritte zentrale Moment
exakt erfiillt.

Die Approximationsordnung der Unscented-Transformation ist 2, d. h. der Mittelwert
und die Kovarianzmatrix werden bis zum zweiten Term korrekt wiedergegeben. Man
beachte, dass zur Berechnung des Mittelwerts und der Kovarianz keine hoheren Momen-
te von x oder partielle Ableitungen der nichtlinearen Transformation notwendig sind.
Letztere Eigenschaft erlaubt es damit, die Unscented-Transformation auch auf nicht
stetig-differenzierbare (sogar nicht stetige) nichtlineare Transformationen anzuwenden.

Im Folgenden wird die Anwendung der Unscented-Transformation auf die nichtlineare
Transformation y = h(x) aus (2.138) in Abschnitt 2.5.1 betrachtet. Die 2n = 4 Sigmapunk-
te € nach (2.159) sind in der Abbildung 2.10 zusammen mit dem exakten Mittelwert m,
und der durch die Ellipse fiir C' = /2 charakterisierten Kovarianzmatrix Q, dargestellt.
Wie erwartet sind die Sigmapunkte §; symmetrisch auf dieser Ellipse verteilt.

1.8

1.6}

€2

1.4

-
: o8
N3, oo
\;".L o

1 2 o o Oy XY ¢ - * eeete "t .. )
0.990 1.000
T1

Abbildung 2.10: Gleichverteilte Zufallsvariable x nach (2.138) mit dem Mittelwert my,
der Kovarianzmatrix Q, und den Sigmapunkten &;.

In Abbildung 2.11 sind die transformierten Sigmapunkte n; = h(§;) dargestellt. Weiter-
hin sind der nach (2.162) approximierte Mittelwert m, und die approximierte Kovari-
anzmatrix Q,, nach (2.163) eingezeichnet. Im Vergleich zur mit Hilfe der Linearisierung
berechneten Kovarianzmatrix Q,; aus dem letzten Abschnitt 2.5.1 ergibt sich eine drasti-
sche Verbesserung der Approximation, vgl. Abbildung 2.9.

Bemerkung 2.3. Wie bereits angemerkt ist die Wahl der Sigmapunkte nicht ein-
deutig. Neben den in diesem Skriptum dargestellten Sigmapunkten auf Basis der
Unscented-Transformation werden in der Literatur auch hiufig sogenannte simplex
Sigmapunkte oder spherische Sigmapunkte verwendete, siehe z. B. [2.3]. Diese zeichnen
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Abbildung 2.11: Transformierte Zufallsvariable y = h(x) nach (2.138) mit dem exakten
Mittelwert m,, der exakten Kovarianzmatrix Q,, den transformierten
Sigmapunkten n; = h(§;), dem approximierten Mittelwert m,, und der
approximierten Kovarianzmatrix Q..

sich durch eine etwas einfachere Berechnung aus, weisen jedoch Nachteile bei der
Approximationsgenauigkeit auf.

Wenn der Zufallsvektor x normalverteilt ist, dann erweist sich héufig die erweiterte
Wahl der Sigmapunkte der Form

§o =my (2.164a)

mx+(,/%Q$>iT firi=1,...,n

§i= (2.164b)

m, — (J%Q,;)in firi=n-+1,...,2n

mit dem skalaren Parameter X als sinnvoll. Die zugehorigen Gewichtungen sind in
der Form

Wo = A (2.165a)

1\
= . 2.1
W= (2.165b)

gegeben. Es kann gezeigt werden, dass die Wahl A = 1 — n/3 fir normalverteilte
Zufallsvektoren x optimal ist [2.4]. Die Begriindung fiir die Wahl der erweiterten
Sigmapunkte basiert auf einer Analyse des Einflusses von Momenten héherer Ordnung
auf die Approximation der Kovarianzmatrix. Fiir eine detaillierte Analyse und die
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Ermittlung des optimalen Werts von A fiir normalverteilte Zufallsvektoren sei auf die
Literatur, insbesondere [2.4], [2.3], [2.5], verwiesen.

Um den Einfluss der erweiterten Sigmapunkte (2.164) und der Gewichtungen (2.165)
auf den mittels der Unscented-Transformation geschétzten Mittelwert und die zugehorige
Kovarianzmatrix zu analysieren, betrachte man nochmals die nichtlineare Transformation
nach (2.138). Es wird nun angenommen, dass der Zufallsvektor x = [z1,25]" durch
normalverteilte Zufallszahlen x; (Erwartungswert m,; = 1, Varianz o, = 0.01) und
xo (Erwartungswert mgo = m/2, Varianz o,9 = 0.35) definiert ist. In Abbildung 2.12
ist die Verteilung von 10000 Zufallsvektoren x, die in MATLAB mit dem Befehl randn
erzeugt wurden, mit deren Mittelwert m, und Kovarianzmatrix Q, dargestellt. Weiterhin
sind die 4 Sigmapunkte &; nach (2.159) und die 5 erweiterten Sigmapunkte &, nach
(2.164) eingezeichnet. Dabei wurde die fiir normalverteilte Zufallsvektoren optimale Wahl
A =1-2/3 = 1/3 getroffen. Man erkennt, dass die erweiterten Sigmapunkte £,; auf
einer Ellipse mit vergréfertem Wert von C' liegen. Aquivalent wiirde die Wahl A < 0 dazu
fiihren, dass die Sigmapunkte auf einer Ellipse mit verringertem Wert von C' zu liegen
kommen.

25

1.5}

)

0.5 ’ . T Soosl -' . B

L L L 1
8.96 0.98 1.00 1.02 1.04
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Abbildung 2.12: Normalverteilter Zufallsvektor x mit Mittelwert m, und Kovarianzmatrix
Q, und die Sigmapunkte &, nach (2.159) sowie die erweiterten Sigma-
punkte &,; nach (2.164) fir A = 1/3.

Wendet man wiederum die nichtlineare Transformation y = h(x) aus (2.138) auf
die Sigmapunkte an, so erhdlt man die in Abbildung 2.13 dargestellten transformierten
Sigmapunkte 1, und die transformierten erweiterten Sigmapunkte 7n,;. Den Vorteil der
erweiterten Sigmapunkte sicht man in der Approximation der Kovarianzmatrix Q,. Hier
liefern die erweiterten Sigmapunkte &,; aus (2.164) mit den zugehorigen Gewichtungen W;
nach (2.165) eine wesentliche Verbesserung der Approximationsgenauigkeit im Vergleich
zu den urspriinglichen Sigmapunkten nach (2.159).
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Abbildung 2.13: Transformierte normalverteilte Zufallsvariable y = h(x) mit dem exakten
Mittelwert m, und der exakten Kovarianzmatrix Q,. Weiterhin ist die
Approximation des Mittelwerts m,, und der Kovarianzmatrix Q,,, auf
Basis der Sigmapunkte aus (2.159) mit den Gewichtungen (2.160) und
die Approximation des Mittelwerts my,. und der Kovarianzmatrix Qe
auf Basis der erweiterten Sigmapunkte aus (2.164) mit den Gewichtungen
(2.165) dargestellt.
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2.5.3 Zustandsschatzung dynamischer Systeme mit Hilfe der
Unscented- Transformation

In diesem Abschnitt wird die Unscented-Transformation zur Zustandsschétzung von
nichtlinearen dynamischen Systemen verwendet. In Analogie zum Extended Kalmanfilter
aus Abschnitt 2.4 wird ein nichtlineares, zeitdiskretes dynamisches System der Form

Xp1 = Fr(xg, ug, wi) (2.166a)
Vi = hy(Xg, ug, vi), (2.166Db)
mit dem Zustand xj, dem deterministischen Eingang ug, der Stérung wji und dem

Messrauschen v, betrachtet. Es wird vorausgesetzt, dass die statistischen Eigenschaften
von wi und v bekannt sind und durch

E(vi) =0 E(vkv]T) = Rdy; (2.167a)
E(wy) =0 E(wiw] ) = Qo (2.167b)
E(wkva) =0, (2.167c)

mit Q > 0, R > 0, gegeben sind.
Weiterhin ist eine Schitzung %o des Anfangswertes x¢ in Form des Erwartungswertes
my gegeben, d.h. X9 = E(x9) = myg, und die Kovarianzmatrix des Schétzfehlers Py =

E([xo — Xol[x0 — XO]T> > 0 wird als bekannt vorausgesetzt. Wie schon beim Kalmanfilter
und auch beim Extended Kalmanfilter wird angenommen, dass E(XQWE) = 0 und
E(XoVE) = 0 gilt.

Fiir dieses System soll nun auf Basis der Unscented-Transformation ein Kalmanfilter,
das sogenannte Unscented Kalmanfilter (in der Literatur auch als Sigmapunkt Kalman-
filter bezeichnet) dargestellt werden. Dazu beachte man, dass die Storung wy, und das
Messrauschen vy eine nichtlineare Transformation erfahren, weswegen auch deren statisti-

sche Eigenschaften anhand der Unscented-Transformation erfasst werden miissen. Dazu
definiert man den erweiterten Zustand x§ € R™

Xk
xXp = |wy (2.168)
Vi
und berechnet fir diesen erweiterten Zustand die Unscented-Transformation.

Damit kann folgende Iteration des Unscented Kalmanfilters formuliert werden, siehe
[2.4], [2.5], [2.3] fur eine detaillierte Herleitung:
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1. Initialisierung:

)ACO = E(Xo) = 1My

PO = E([XO — )A(()HXO — )A(()]T)

X0
%T=Exl) =0
0
- Po 0 O
pt —E([xa— Agﬂ [xg_ Aaﬂ > =10 Q o
0 0 R
2. Berechnung der Sigmapunkte:
53,41;—1 = ﬁﬁfl
T
sa+ a -+ © .
- X3+ 1717)\( PZ_I)@' firi=1,...,n°
Eik1 = _ T
sty — /25 ( Pztl)i_na fir i =n%+1,...,2n°
mit
+
€ir
+
?,k—l — 52?}:—_1

v+
1,k—1

3. Zustands- und Kovarianzmatrixextrapolation:

Pradizierte Sigmapunkte:
i; = Fk‘—l (gix,—]gflv Ug—1, Eg]j;l)
Pradizierter Mittelwert und prédizierte Fehlerkovarianzmatrix:

2n
X, =) Wikl
=0

-
P; = %Wi(szi; -%) (& - %)

(2.169a)
(2.169D)

(2.169¢)

(2.169d)

(2.170a)

(2.170D)

(2.171)

(2.172)

(2.173a)

(2.173b)
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Pradizierter Ausgang (Messung):

My = hk (E;’i;, ug, 53}’_1) (2.174a)
2n

Ir = Win;, (2.174b)
=0

4. Messupdate:

Kovarianzmatrix Py, y, zwischen der pridizierten Messungen und Kovarianzmatrix
Py,y, zwischen pradizierter Messung und Zustand:

Pyyi = 2zn: Wi(mi — 97 ) (mie — y,;)T (2.175a)
1=0

Pyyi = QZn: Wi (éi; — X ) (n{,k — &;)T (2.175b)
=0

Messupdate des geschéitzten Zustands und der Fehlerkovarianz:

Ki = Pyy, (Pyiy.) " (2.176a)
%) =%+ Ki(ye - 97 ) (2.176D)
P/ =P, - K;Py,,, K} (2.176¢)

5. Riicksetzen / Initialisieren fiir ndchste Iteration:

bt

t=10 (2.177a)
0

P{ 0 o0

Pit=10 Q o (2.177Db)

0 0 R

Fiir die Berechnung des Unscented-Kalmanfilter sind nach (2.170) 1 + 2(n + dim(w) +
dim(v)) Sigmapunkte notwendig. Dies kann bei einer hohen Systemordnung zu einem sehr
groflen Rechenaufwand fithren. In vielen regelungstechnischen Problemen kann jedoch
angenommen werden, dass sowohl die Prozessstorung wy als auch das Messrauschen vy
additiv auf das System einwirken. Damit kann das System (2.166) zu

Xp1 = Fip(xp, ug) + wy, (2.178a)
Vi = hk(xk,uk) + v, (2.178b)
vereinfacht werden. Fiir dieses vereinfachte System kann nun, ausgehend von den Iterations-

gleichungen fiir den allgemeinen Fall (2.169)-(2.177) die folgende vereinfachte Formulierung
des Uscented-Kalmanfilters gefunden werden:
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2.5 Das Unscented Kalman-Filter

1. Initialisierung:
% = E(x) = mg (2.179a)
P = B([xo — %o][x0 — %o]") (2.179b)
2. Berechnung der Sigmapunkte:
(2.180a)

+ _ ot
5o,k—1 = X1

o R, + 1_73(,/}»;1); firi =1,...,n 1500,
’ - (YPhy), firi=n1,.,2n

3. Zustands- und Kovarianzmatrixextrapolation:

Pradizierte Sigmapunkte:
sz‘_,k =Fi (5;;9_1, uk—l) (2.181)

Préadizierter Mittelwert und pradizierte Fehlerkovarianzmatrix:

2n

%, =2 Wik, (2.182a)
i=0
2n T

Pr=> W (ff,k - ﬁ;) (Eifk - fc,;) +Q (2.182D)
i=0

Korrektur der Sigmapunkte:
(2.183a)

S0k =%
o ﬁ,;%—\/E(\/PT;)i firi=1,....n v
Sik = ﬁg-@( P,;)in firi=n+1,...,2n (2:183b)

Pradizierter Ausgang (Messung):
ni = hi (&0 w)

2n
Vi = Wing,
=0

(2.184a)

(2.184b)
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4. Messupdate:

Kovarianzmatrix Py, y, der pradizierten Messungen und Kovarianzmatrix Py, y,
zwischen pradizierter Messung und Zustand:

Py,y, = QZH Wi (77;,]@ - ?;) (n;k - }A’/;)T +R (2.185a)
1=0
i=0

Messupdate des geschéitzten Zustands und der Fehlerkovarianz:

Ki = Pyy, (Pyiy) " (2.186a)
5 =% + Ki(yi - ;) (2.186b)
P} =P; - K;Py,, K} (2.186¢)

Bemerkung 2.4. Die Korrektur der Sigmapunkte in (2.183) ist notwendig, da der
Einfluss der Prozessstorung wy erst anhand der Kovarianzmatrix Q in der pradizierten
Fehlerkovarianzmatrix P,  nach (2.182b) beriicksichtigt wird. Durch diese Korrektur
muss pro Iteration zweimal die Cholesky-Zerlegung einer n x n Matrix berechnet
werden. Diese numerisch aufwédndige Operation wird in der praktischen Implemen-
tierung haufig umgangen, indem in (2.184), (2.185) die urspriinglichen Sigmapunkte
€, aus (2.181) verwendet werden. Dies resultiert in einem reduzierten numerischen
A{lfwand, es muss jedoch in der praktischen Anwendung iiberpriift werden, ob die
damit resultierenden Fehler akzeptabel sind.

FEine weitere Vorgehensweise um die Sigmapunkte zu korrigieren, besteht in der
Definition einer erweiterten Menge von Sigmapunkten in der Form

=&, firi=0,....2n (2.187)

und

T

a— Ea,k'*_ 12—771/\(\/@)1 firi=1,...,n
itonk — o T o : (2.188)
Cor—Vin(VQ)_, firi=n+1,....2n

Diese erweiterten Sigmapunkte Sf; und die an die neue Dimension 4n + 1 von &},
angepassten Gewichtungen W/ werden anschlieflend in der Berechnung von (2.184),
(2.185) verwendet. Da Q eine konstante Matrix ist, entféllt die Berechnung der
Cholesky-Zerlegung in (2.188), was den numerischen Aufwand verringert. Andererseits
miissen in (2.184) und (2.185) nun 4n + 1 Sigmapunkte berticksichtigt werden, was im
Vergleich zu (2.183) wiederum zu einer Erhohung des numerischen Aufwands fiihrt.
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3 Optimaler Zustandsregler

Das Ziel dieses Kapitels ist die Entwicklung eines optimalen Zustandsreglers fiir lineare,
zeitinvariante Systeme und die Kombination dieses Zustandsreglers mit dem optimalen
Zustandsbeobachter des letzten Kapitels. Der Ausgangspunkt der Betrachtungen ist das
lineare, zeitinvariante, zeitdiskrete System der Form

X1 = Pxg + Tug X(O) = Xy (31&)
vi = Cxi + Duy (3.1b)

mit dem n-dimensionalen Zustand x € R", dem p-dimensionalen deterministischen Eingang
u € RP, dem ¢-dimensionalen Ausgang y € R? sowie den Matrizen ® € R™*" T" € R"*P,

C € R?™ und D € R?*P. Gesucht ist nun eine Steuerfolge ug,usy,...,uy_1 die das
Giitefunktional
N-1
J(x0) = Z (ngxk + uiRuy, + ZUENX]C) + X Sxp
k=0
N-1 T 3.2
N | [x (3.2)
= Z [xg ug] [Q g + x5 Sxy
k=0 N R ug
J

fiir geeignete Gewichtungsmatrizen Q € R™"™ R € RP*P, N € RP*"™ und S € R™*"
minimiert. Wegen des quadratischen Giitekriteriums (3.2) ist dieser Reglerentwurf in der
Literatur auch unter dem Namen LQR (Linear Quadratic Regulator)-Problem zu finden.
Zur Losung dieser Aufgabe wird die Methode der dynamischen Programmierung nach
Bellman herangezogen.

3.1 Dynamische Programmierung nach Bellman

Die Grundlage der dynamischen Programmierung bildet das Optimalitdtsprinzip:

Satz 3.1 (Optimalitatsprinzip). Eine optimale Losung hat die Eigenschaft, dass bei
jedem Punkt dieser Losung beginnend die verbleibende Losung optimal im Sinne der
zu losenden Aufgabe ist mit dem gewdhlten Punkt als Anfangsbedingunyg.

Die Abbildung 3.1 veranschaulicht Satz 3.1. Diese Idee wird nun im Sinne der dyna-
mischen Programmierung nach Bellman so verwendet, dass die Optimierungsaufgabe
(3.2) vom Endzeitpunkt N beginnend riickwérts gelost wird. Dabei kann der Wert der
optimalen Steuerung fiir den Zeitpunkt IV, also uy_1, unabhéngig vom erreichten Zustand
xn_1 gelost werden. Im néchsten Schritt wird ausgehend von der optimalen Losung uy_1
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Die optimale Losung des Teilproblems mit dem Anfangswert x(t')
ist das letzte Segment der urspriinglichen Losungskurve.

x(t')

Xo'

Die optimale Losung des urspriinglichen Optimierungsproblems
fiir den Anfangswert xg ist die gesamte Losungskurve.

% T t

\/

Abbildung 3.1: Zum Optimalitdtsprinzip.

das optimale uy_s berechnet. Wiederholt man diese Vorgehensweise bis k = 0, so ist die
optimale Steuerstrategie gefunden.

Da bei der dynamischen Programmierung die Linearitdt der Strecke nicht notwendig
ist, wird vorerst die Optimierungsaufgabe

N—-1
min  J(x¢) mit J(xg)= Z Jk(Xk, ug) + s(xn) (3.3)
(ug,...,un—1) =0
unter der Nebenbedingung
Xk+1 = f(Xk, uk) (34)

untersucht. Wie bereits erwdhnt, wird die Optimierungsaufgabe (3.3) vom Endzeitpunkt
k = N beginnend riickwérts gelost. Da J(xy) unabhéingig vom Stelleingang u ist, gilt
trivialer Weise

J*(xn) = s(xn), (3.5)
wobei J*(xp) den optimalen Wert von J(xy) beschreibt. Nach dem Optimalitatsprinzip
gilt fiir die optimale Stellfolge ug, uj,...,uj_; mit

N-1
J*(x0) = Z Jr (XK, u) + s(xn) (3.6)
k=0
weiterhin die Beziehung
! N-1
T (x0) =D je(xi,up) + Y Gr(xksuf) + s(xn) (3.7)
k=0 k=l+1
J*(x141)
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mit
J*(Xl+1) = min J(Xl+1) (38)
g1, UN—1)
sowie
N-1
J(Xl—H) = Z jk(xk,uk) + S(XN) (39)
k=Il+1

und unter der Nebenbedingung (3.4). Man beachte, dass (3.8) mit (3.9) fir den An-
fangswert x;;1 gelost wird. Will man nun auf Basis von (3.8) einen Schritt zuriickgehen
und den optimalen Wert des Giitekriteriums J*(x;) bestimmen, dann folgt aus dem
Optimalitatsprinzip die Ersatzaufgabe

() = min | i)+ (xig ) | (3.10)
o S~
f(xl’ul)

Das Minimum beziiglich w; in (3.10) kann dabei meistens aus der Beziehung

o . e o . 0 -
aTll{Jz(qul) + J*(f(x,w))} = aiul]l(xlaul) + gJ (Z)aulf(xl,uz) =0  (3.11)

ermittelt werden.

Beispiel 3.1. Als nichtregelungstechnische Anwendung betrachte man ein einfaches
Zuweisungsproblem. Gegeben sei eine Investitionssumme A, die auf N Projekte
aufgeteilt werden soll. Es sei weiters angenommen, dass bei der Zuweisung von einer
Summe uy zum Projekt k£ das Projekt einen Gewinn g (uy) abwirft. Die zu losende
Optimierungsaufgabe lautet daher

N-1 N-1
max J(xzg) mit J(xo) = Z gk (u) unter der NB Z up=A. (3.12)
(U0, uN—1) P k=0
Die Aufgabe kann nun in eine dquivalente Regelungsaufgabe der Form
N-1
max J(xg) mit J(xg) = Z gr(uk) (3.13)
k=0

(u0s-UN—1)

unter der Nebenbedingung

Thy1 =Tk —ur mit zg=A und zxy =0 (3.14)
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umformuliert werden. Wahlt man beispielsweise fiir gx(ug) = /ux, dann erhilt man
mit Hilfe der dynamische Programmierung

T (zn) =0

ter der NB zy_; — uy_1 =0
T (@y-1) = max{y/un—i} e e TN-1 Uh_1 = TN-1
J* (xn_2) = %{g{\/uzv—z +VIN—2 —un—2} = V2zN_2 Un_g = TN—2/2

J*(.I'N—?)) = %a)é{\/uN_g + \/2(.%’1\[_3 — UN_3)} =+/3TN_3 ’U,*N_3 = .%'N_3/3

J*(x9) =/ Nuxo uy = xo/N .
(3.15)

Aufgabe 3.1. Interpretieren Sie das Ergebnis (3.15).

3.2 Das LQR-Problem

Wendet man das Prinzip der dynamischen Programmierung auf die Aufgabe (3.2) mit der
Nebenbedingung (3.1) an, so erhalt man fiir k = N

J*(xy) = X5 Sxpy (3.16)
und fir k=N —1
J*(XNfl) =
: T T T .
1%1511 (XN_lQXN_l +uy_Ruy_1 + 2uN_1NxN_1> +J ( XN )
Pxny_1+Tuy_1
(3.17)
bzw.
J(xny-1) = 1{nin { (X]Tv_lQXN_l + uJTV_lRuN_l + 2u]TV_1NxN_1)+
Nt (3.18)

(PxN_1 + FuNfl)TS(CI)XNfl + FuNfl)} .

Minimiert man (3.18) beziiglich uy_; ergibt sich die optimale Losung u};_; von uy_; zu

= —(R+I7ST) (N +T78®)xy s . (3.19)
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Durch Einsetzen von (3.19) in (3.18) folgt

J* (XNfl)
= x3_1 (Q+ @TS®)xn 1 + (uiy_y)" (R + DTS )uy_; +2(uj_y)" (N +I78®)xn 4
T -1
- xﬁ_l{ (Q + @Ts¢:) - (N i I‘TS<I>) (R + FTSP) (N T I‘TS'1>> }XN_1
(3.20)
Damit ldsst sich unmittelbar nachfolgender Satz angeben:

Satz 3.2 (Linear Quadratic Regulator). Die eindeutige Losung der Optimierungsauf-
gabe (3.2) fir das lineare, zeitinvariante, zeitdiskrete System (3.1) mit der symmetri-
schen positiv semi-definiten Matrix S = Py, der symmetrischen positiv semi-definiten

Matrixz
NT
J= Q (3.21)
N R
und der positiv definiten Matriz (R + I‘TSI‘) ist durch das Regelgesetz
uz = Kka (322)
mit
i -1 T
Ki = —(R+T"Ppl)  (N+T"Py;19) (3.23)
und

T —il
Py = (Q T <1>TP,M<I>) _ (N i rTPkHc}) (R 4 I‘TPkHI‘) (N 1 rTPkH@)
(3.24)
gegeben. Der minimale Wert des Giitefunktionals (3.2) errechnet sich zu

min  J(xo) = J*(x0) = x3 Poxo (3.25)

(ug,...,un—_1)

und es gilt P, > 0 fir alle k =0,1,...,N.

Beweis von Satz 3.2. Das Regelgesetz (3.22), (3.23) sowie die Iterationsvorschrift
(3.24) und auch die Beziehung (3.25) erhélt man unmittelbar durch wiederholte
Anwendung der Iterationsvorschrift der dynamischen Programmierung aus den Glei-
chungen (3.19) und (3.20). Es bleibt damit zu zeigen, dass Py, fir alle k = 0,1,..., N
positiv semi-definit ist. Dazu setze man in (3.20) fiir uj,_; = Ky_1xny_1 ein, womit
folgt

T (en1) = xh- ((Q+ @ Px®) + Ki_ (R +TTPAT)Ky 4 -
+2KE_ (N+ T Py @) )xn 1 = xh_ Py 1xy 1 (3:20)
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und damit fiir Py von (3.24)

Pj = (®+TK;) Py (@ +TKy) + [E K] L?T l\lﬂ Lf] . (3.27)
: k

Da nun die Matrizen Py = S und J positiv semi-definit sind, ist auch direkt die
positive Semi-definitheit von Py, fiir alle £k = 0,1,..., N gezeigt. O

Wie bereits beim Kalman-Filter als Beobachter (siehe (2.91)) handelt es sich auch bei
Gleichung (3.24) um eine diskrete Riccati-Gleichung, weshalb der zeitvariante Zustands-
regler (3.22), (3.23) auch als Riccati-Regler bezeichnet wird. Man beachte jedoch, dass
die diskrete Riccati-Gleichung (3.24) im Gegensatz zum Kalman-Filter rickwdrts lduft!
Fiir eine Echtzeitimplementierung des Reglers (3.22), (3.23) muss daher die Endzeit N
bekannt sein und die Matrizen Py bzw. K miissen vorwegberechnet werden.

Wenn die Endzeit N — oo geht, kann man wie bereits beim Kalman-Filter (vergleiche
dazu (2.93), (2.94)) eine stationdre Losung P und Ky aus (3.22)—(3.24) berechnen. Man
kénnte nun die stationére Losung P der diskreten Riccati-Gleichung (3.24) so bestimmen,
dass man vom Anfangswert P, = aE fiir a > 1 beginnend so lange iteriert, bis sich Py,
nur noch hinreichend wenig im Sinne einer Norm andert. Eine weitere Losungsmoglichkeit
besteht darin, die zugehdrige diskrete algebraische Riccati-Gleichung fiir Py = Py = Py
in (3.24)

T -1
P,=(Q+2"P,®) - (N+I"P,@) (R+T'P,T) (N+T"P,®) (328
zu 16sen. Damit hat aber der stationdre Riccati-Regler
u; = Kgxi (3.29a)
T -1 T
K,=-(R+T"P,r) (N+I"P.®) (3.29b)

die Struktur eines klassischen Zustandsreglers gemafl Abschnitt 8 des Skripts Automati-
sierung.

Die diskrete algebraische Riccati-Gleichung (3.28) hat eine eindeutige symmetrische
positiv semi-definite Losung Pg mit der Eigenschaft, dass samtliche Eigenwerte von
(® 4+ T'Ky) im offenen Inneren des Einheitskreises liegen, wenn nachfolgende Bedingungen
erfiillt sind:

(1) Das Paar (®,I) ist stabilisierbar, d.h. simtliche Eigenwerte aufierhalb des Einheits-
kreises sind erreichbar, und

(2) das Paar (Cjz,®) mit

Q NT (of}
0<J= lN R] - [Dﬂ [CJ DJ} (3.30)

ist detektierbar, d.h. simtliche Eigenwerte auflerhalb des Einheitskreises sind iiber
den Ausgang Cj beobachtbar.
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Will man nun erreichen, dass sdmtliche Pole des geschlossenen Kreises mit der Dyna-
mikmatrix (® 4+ I'K) nicht nur im Inneren des Einheitskreises liegen, sondern auf Grund
von Robustheitsiiberlegungen im Inneren eines Kreises mit dem Radius » < 1, dann muss
der Reglerentwurf fiir das Ersatzsystem

Xktr1 = (i>Xk + f‘uk (331)

$-1¢ wd T=1r (3.32)
T r

durchgefiihrt werden. Da dann die Eigenwerte der Matrix (<i> + f‘KS) im Inneren des

Einheitskreises liegen, gilt wegen (3.31), dass die Eigenwerte von (® + I'K;) im Inneren
eines Kreises mit dem Radius r zu liegen kommen.

Aufgabe 3.2. Zeigen Sie, dass die Losung des Optimierungsproblems

> 1
J(x0) = - 5 (i Qe + uf Ruy + 2uf N ) (3.33)
k=0

mit 0 < r < 1 fiir das System (3.1) durch
u, = Kixy, (3.34)
mit
—1
K, =—(r"R+TTP,T) (’N+TTP,®) (3.35)
und
T -1
2P, = (r2Q + «1>TP5<1>) - (r2N + I‘TPS<I>) (ﬂR + I‘TPSF) (7«2N + I‘TPS<I>)
(3.36)

gegeben ist und die Eigenwerte der Dynamikmatrix des geschlossenen Kreises (® + T'Kj)
im Inneren eines Kreises mit dem Radius 0 < r < 1 liegen.

Wenn in dem Giitefunktional (3.2) nur der p-dimensionale Eingang u und der ¢-
dimensionale Ausgang y gewichtet werden sollen, also

N-1
J(xo) = 3 (yF Quys + ul Ruy + 2uf Nyyy ) + xkSxy (3.37a)
k=0
N-1 T
Qy Ny|lvk
_ T 7] |y Ny T
= + xnSxy, 3.37b
P {Yk uk} N, R||u NOXN ( )
J
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dann kann (3.37) tiber die Beziehung y; = Cxj, + Duy sowie

N—-1
3 [xg CTQ,Cxy +uf <R +D"QyD + N,D + DTNE) uy

R
+2uf (Ny + DTQy ) C x| .
- :
-1 ~ T
=Y [ ] [‘? N ] [Xk’]
k=0 N R ug
ﬂ_/
J
auf die Form von (3.2)
N—-1 A T
Q N | |xg T
J(x0) = xp up [~ - + xNSxN (3.39)
kz:% [ k k} N R||u N
\Hf—/
J

iiberfiihrt und mittels Satz 3.2 gelost werden.

Hinweis: Mit Hilfe der Gewichtungsmatrix J des Giitefunktionals (3.2) bzw. (3.37)
kann das Verhalten des geschlossenen Regelkreises gezielt beeinflusst werden. Als
generelle Faustregel gilt: je grofler die Eintrdge der Matrix R (Gewichtung der
StellgroBen) sind, desto kleiner werden die erforderlichen Stellgrofien. Weiters kann
durch eine sehr hohe Gewichtung eines bestimmten Zustandes in Q bzw. Q erreicht
werden, dass im geschlossenen Kreis dieser Zustand sehr schnell nach Null abklingt.
Da sich diese Bewertung im Zeitdiskreten als oft sehr schwierig erweist, ist es sinnvoll,
das Giitefunktional (3.2) im Zeitkontinuierlichen anzugeben und es anschliefend
ins Zeitdiskrete zu iibersetzen. Die Idee besteht dabei darin, die Zustdnde und die
StellgroBen im Sinne einer ,,Leistung” in der Form

T
/0 22(t) dt (3.40)

zu bewerten. Als Ausgangspunkt betrachte man das lineare, zeitinvariante, zeitkonti-
nuierliche System

d
X= Ax + Bu (3.41a)

y = Cx+ Du (3.41b)

mit dem Zustand x € R", dem Eingang u € R? und dem Ausgang y € RY. Das
zugehorige Abtastsystem (siehe Abschnitt 6 des Skripts Automatisierung) errechnet
sich fur die Abtastzeit T, zu

X1 = Pxy + Tuy (3.42a)
yi = Cx; + Duyg (3.42Db)
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mit

Ta
® =exp(AT,) und T :/ exp(AT)drB . (3.43)
0

Man wéhlt nun fir das zeitkontinuierliche System (3.41) ein Giitefunktional der Form
T
J(xp) = / (XT(t)QCX(t) +ul(t)Reu(t) + 2uT(t)ch(t)) dt + xT(T)Sx(T)
0

T T [x
_ /0 [xT(t) u"(t)] L?T 1:{“ (tﬂ dt + xT(T)Sex(T)

——
Je

(3.44)

mit den symmetrischen, positiv semi-definiten Gewichtungsmatrizen J. und S. sowie
der Endzeit T'= NT,. Um (3.44) in die Form von (3.2) iiberzufithren, schreibt man
vorerst (3.44) wie folgt

N-1 ( VT
J(x0) = /k ;H - (x"(®)Qex(®) + u” ()Reu(t) + 2u ()Nex(t)) dt
k=0 @

+xT(NT,)S.x(NT,)

(3.45)

um. Beriicksichtigt man die Tatsache, dass die Stellgrofie u(¢) = uy im Abtastintervall
kT, <t < (k+ 1)T, konstant ist und fir den Zustand x(t) gilt

t
x(t) = exp(A(t — kTy)) xx + / exp(A(t —71))drBuy, kT, <t< (k+1)T,,
kTq

®(t—kTy)
T(t—kT,)
(3.46)
dann erhélt man fir (3.45)
N-1
J(xg) = Z (ngxk + uiRuy, + 2ungk) + x5SxN (3.47)
k=0
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mit
(k+1)T, T,
Q- / & (t — kT,)Qu®(t — kT,) dt = / 3T()QB(1)dt  (3.48a)
kT, 0
(k+1)T,
R— / (Tt — KT)QT(t — KT,) + INCT(t — kT,) + R.) . (3.48D)
kTq
Ta
= / (TT(HQ.L(t) + 2N (1) + R, ) dt
0
(k+1)T,
N = / (PT(t — KT) Qe + No ) ®(t — KT,) d (3.48¢)
KT,
Ta
= [ (TT(M)Q. + N.) (1) dt
0
S=S. (3.48d)
sowie .
B(t) — exp(Af) und T(t) = / exp(AT)drB . (3.49)
0
Man beachte, dass hier im Allgemeinen die Kopplungsmatrix N von Null verschieden
ist, selbst wenn N, = 0 gilt.
Aufgabe 3.3. Vergleichen Sie die MATLAB-Befehle 1qrd, d1qr und dlqry. Was leisten
diese Befehle? Sehen Sie sich den jeweiligen help-Text an und stellen Sie anschlielend
die Verbindung zur bisher gezeigten Theorie her.

3.3 Das LQR-Problem mit stochastischer Storung

Das Modell (3.1) geméf (2.72) wird nun um die r-dimensionale stochastische Stérung w
erweitert
Xpt1 = Pxi + Tuy + Gwy x(0) = xg (3.50)

mit dem n-dimensionalen Zustand x € R", dem p-dimensionalen deterministischen Eingang
u € RP und den Matrizen ® € R™*", T" € R™*P und G € R™*". Es gelten nun folgende
Annahmen:

(1) Von der Storung w wird vorausgesetzt, dass gilt
Bwy) =0 B(wyw]) = Qo (3.51)

mit der Kovarianzmatrix Q > 0 und dem Kroneckersymbol Orj = 1 fiir k = j und
dx; = 0 sonst.

(2) Der Erwartungswert und die Kovarianzmatrix des Anfangswertes xg sind durch
B(xo) =mo  cov(xp) = B([xo — mo][xo — my]") = Py >0 (3.52)

gegeben.
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(3) Die Storung wy, k > 0, ist mit dem Anfangswert x¢ nicht korreliert, d. h. es gilt
E(wkxg) =0. (3.53)

Damit folgt aber analog zu (2.76) und (2.77) wegen

j—1
Xj = DIxg + Z @Z(Fu]‘_l_l + ij—l—l) (354)
=0

und (3.52) sowie (3.53) auch die Beziehung

E(ka;r> =0 fir k>j. (3.55)

Da nun xi, £ > 0, im Gegensatz zu (3.1) ein stochastisches Signal ist, muss das
Giitefunktional (3.2) durch

N-1
J(xp) = E(Z (ngxk + ugRuk + 2uEka)> + E(X%SXN)
k=0
(3.56)
N-1 T
Q N*||xg
=FE kZ:%) [X;g uﬂ lN R] le —I—E(X%SXN)
J

ersetzt werden. Zur Berechnung des optimalen Regelgesetzes, also der Minimierung von
(3.56) beztiglich ug,uy,...,uy_1 unter der Nebenbedingung (3.50), bedient man sich
wiederum der Methode der dynamischen Programmierung. Fir & = N gilt

J*(xy) = E(X%SXN) (3.57)

und fir £k = N — 1 folgt

*
J (xy-1) =
: T T R T N *
min E| xy_1Qxy-1 +uy_Ruy_1 +2uy_Nxy_1 +J XN
uny-—1 ~—~
Pxny_1+Tuny _1+Gwy_1

(3.58)

mit
T (k) = B((®xy -1+ Tuy 1 + Gwy 1) "S(@xn 1 + Tuy 1 + Gwn 1)) - (3.59)
Minimiert man (3.58) beziiglich uy_1, ergibt sich die optimale Losung uj,_; von uy_q zu

uy =Ky 1xy 1 (3.60)
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mit

Ky 1=—(R+ I‘TPNI‘>71 (N+TTPya®), (3.61)

wobei S = Py gesetzt wurde und die Bedingung (R +1Tp NI‘) > 0 erfillt sein muss.
Durch Einsetzen von (3.60) in (3.58) erhélt man

J*(XN_l) =

E|xh_i ((Q+@"Py@) + K§_ (R +TTPyT)Ky 1 +2KL_ (N+TTPy@) ) xn

Py-1

+ 2B (Wh_ GTPy(®xy 1 + Tuy 1)) + B(Wh_ GTPNGwy 1)

2Spur(PNG E(WN_lxﬁil){)T)—i-Q E(w}\}il)GTPNl"uN_l spur(PNG E(wN_lwﬁil)GT)
(3.62)
Damit lasst sich unmittelbar folgendes Ergebnis angeben: Das optimale Regelgesetz uj,

fiir das System mit stochastischer Storung (3.50) entspricht dem des ungestorten Systems
und lautet (siehe (3.22))

u;, = Kpxp, (3.63)
mit
—1
K, = — (R + I‘TPkHI‘) (N + I‘TPqu)) (3.64a)
T —1
P, = (Q n @TPM@) - (N T rTPkH@) (R 1 I‘TPkHI‘) (N T rTPqu:) .
(3.64b)
Der minimale Wert des Giitefunktionals (3.56) errechnet sich nach (3.62) zu
N—-1 R
(o) = (x0) = E(xjPoxo) + > spur(Ps1GQGT) . (3.65)
ugQ,-..-,UN -1 k—0

Aufgabe 3.4. Beweisen Sie die Giiltigkeit von Beziehung (3.65). Zeigen Sie weiters,
dass der Ausdruck E(xg P0x0> wie folgt

E(nggxo) = mOTPOmO + spur (Pof’o) (3.66)
mit
Py =cov(xg) und my = E(xq) (3.67)
vereinfacht werden kann.

Aus (3.65), (3.66) und (3.67) folgt also, dass der minimale Wert des Giitefunktionals
bei dem System mit stochastischer Storung grofier als der des ungestorten Systems (siehe
(3.25)) ist. Hinzu kommen namlich zwei zusétzliche Terme: ein Term mit Q zufolge der
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stochastischen Stérung w und ein Term mit P zufolge des stochastischen Charakters des
Anfangswertes xg. In Satz 3.2 wurde gezeigt, dass Py > 0 ist fiir alle k£ > 0, sofern S und
J von (3.56) positiv semi-definit sind. Damit kann aber, wie man aus (3.65) erkennt, das
Minimierungsproblem mit dem Gitefunktional (3.56) fiir N — oo nicht gelost werden.
Um trotzdem auch fiir den Fall mit stochastischer Stérung den stationédren Riccati-Regler
(3.29) berechnen zu konnen, setzt man das Giitefunktional in der Form

N-1
o1 T T T
J(x0) = A}l_rgo N E(,;:O (xk Qxj + u, Ruy + 2u;, ka>> (3.68)

arn.

Aufgabe 3.5. Zeigen Sie, dass der stationédre Riccati-Regler (3.29) das Giitefunktional
(3.68) mit der Nebenbedingung (3.50) minimiert und fiir den minimalen Wert des
Giitefunktionals gilt

J*(x¢) = spur (PSGQGT>

mit Py als Losung der diskreten algebraischen Riccati-Gleichung (3.28).

3.4 Das LQG-Regelungsproblem

Im Folgenden sei angenommen, dass lediglich der Ausgang y gemessen werden kann,
der Zustand x hingegen nicht zur Verfiigung steht. Dazu betrachte man das auch dem
Kalman-Filter zugrundeliegende (siehe (2.72)) zeitdiskrete, lineare, zeitinvariante System
der Form

X1 = Pxp +Tug + Gwy, X(O) = Xp (369&)

Y& = Cxi + Dug, + vi (3.69b)

mit dem n-dimensionalen Zustand x € R", dem p-dimensionalen deterministischen Eingang
u € RP, dem ¢-dimensionalen Ausgang y € RY, der r-dimensionalen Stérung w € R”, dem

Messrauschen v sowie den Matrizen ® € R™*" T' € R"*P, G € R™", C € R?*™ und
D € R?*P. Es gelten nun wieder folgende Annahmen:

(1) Von der Stérung w und vom Messrauschen v wird vorausgesetzt, dass gilt

E(vi) =0 B(wiw) ) = Qo (3.70a)
E(w) =0 B(viv]) = Ray, (3.70Db)
E(wkv;r) -0 (3.70c)

mit Q > 0 sowie R > 0 und dem Kroneckersymbol 6; = 1 fiir k = j und dy; = 0
sonst.

(2) Der Erwartungswert des Anfangswertes und die Kovarianzmatrix des Anfangsfehlers
sind durch
E(Xo) = 1my E([XO - )A(()} [XO - )A(()]T) = PO > 0 (371)

mit dem Schétzwert Xo des Anfangswertes xo gegeben.
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(3) Die Storung wy, k > 0, und das Messrauschen v;, I > 0, sind mit dem Anfangswert
Xo nicht korreliert, d. h. es gilt

B(wyxj ) =0 (3.72a)
E(leoT) 0. (3.72b)

Damit folgt aber wegen (3.54) und (3.70) auch die Beziehung
B(wix]) =0 fir k> (3.73a)

B(vix}) =0 firallel,j . (3.73b)

Die Regelungsaufgabe besteht nun darin, das Giitefunktional

N-1
J(x0) = E(Z (x;fok + ugRuk + 2uEka)> + E(X%SXN)
k=0
(3.74)
N-1 T
Q N Xk T
=E I ouf + E{x5Sx
kzzo[xk uf | [N & |l (xhsxw)
J

fiir die positiv semi-definiten Gewichtungsmatrizen J und S beziiglich ug,uy,...,un—_1

unter der Nebenbedingung (3.69) so zu minimieren, dass das Regelgesetz nur von den
messbaren Ausgangsgroflen y abhéngt.

Bezeichnet man mit X, = x(k|k — 1) den Schétzwert von xj; unter Zuhilfenahme von
0,1,...,k — 1 Messungen (vgl. Definition 2.3), dann folgt

B(xf Qi) = B( (5 — (R — %)) T QR — (%1 — 1))
= B(x{ Qx) — 2B(xF Qe — x4)) + B((%e — x1) " Qe — x4) )

= B(x} Qx.) — 2spur(QE (5x(%% —x1)") ) + spur(QE( (3 — x) (%6 — x4)") ) -
(3.75)

Im Weiteren werden nur Schitzer in Betracht gezogen, fiir die die Beziehung
B (%4 (% — x4)") = 0 (3.76)

gilt, also der zweite Term in Ausdruck (3.75) Null wird. Nach Satz 2.4 bzw. Aufgabe 2.5
erfiillt dies der Minimum-Varianz-Schitzer und damit auch der Gau3-Markov-Schéitzer
und natiirlich das Kalman-Filter, vgl. dazu Aufgabe 2.5. Mittels der dynamischen Pro-
grammierung erhélt man nun in einem ersten Schritt fiir S = P den minimalen Wert
des Giitefunktionals J*(xy) von J(xy) zu

J*(xn) = E(X%PNXN) = Spur(PN E(XNX%)) (3.77)
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bzw. mit xy = xy — Xy + Xn auch
J*(%n, Py ) = B(xyPnxy ) = B(X}P%y) + spur(PyPy) (3.78)
mit der Kovarianzmatrix des Schétzfehlers
Py = cov(xy —xn) = B((ky — xn) (kv = xn)") - (3.79)

Im néchsten Schritt der dynamischen Programmierung muss nun nachfolgende Mini-
mierungsaufgabe

J*(XN_l) =
3 T T T *
1{)1%1}11 Elxy_1Qxn_1 +uy_Runy_1 +2uy_Nxy_; +J ( XN )
Pxny_1+Tuny 1+Gwy_1
(3.80)
mit

J*(XN) = E((‘I’XN,1 +Tuy_1+ GWNfl)TPN(CI)XNfl +Tuy_1+ GWN,1)> (3.81)

gelost werden. Da uy_1 aber nicht von x_1 abhangen darf, 16st man die Minimierungs-
aufgabe beziiglich eines Schitzwertes Xy_1, indem man in (3.80), (3.81)

XN-1=XN-1—XN-1+XN-1 (3.82)

setzt. Das Regelgesetz mit der Reglerverstirkungsmatrix Ky _1 ist identisch zu (3.60) mit
(3.61) und lautet

u*N_l = KN_l)A(N_l (383)

und .
Ky 1=—(R+ITPT)  (N+ITPy®) (3.84)

mit dem minimalen Wert des Gutefunktionals

J*(XNfl) =

ElxT_, ((Q + <I>TPN<I>) +KL (R + rTPNr) Ky 1 +2K%5_, (N + I‘TPN@)) XN_1

Py

+ 2B (Wh_ G Py (®xy_1 + Tuy 1)) + B(wh_ G PyGwy 1)

2spur(PNG E(WN,lx%_l)ql'T)—l—Qspur(PNG E(WN,lfc%_l)K%_ll“T) spur(PNG E(WN,lw%_l)GT)

+ E((XN_1 —xyv_1) KN, (R + FTPNF)KN—I(XN—I - fczv_l))

spur(B((xn-1—%n-1)(xn-1—%n-1)" )K§_; (R+TTPNT)Ky_1)
(3.85)
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Aus der Rekursion erhélt man schlussendlich mit E(wkwg) = Q und (3.79) den minimalen
Wert des Giitefunktionals fiir alle Stellfolgenwerte zu (man vergleiche das Ergebnis mit
(3.65))
N-1 A
min  J(x0) = J*(x9) = E(XOTP()X()) + Z spur(PkHGQGT)

(a0, ,un—1) =0

N1 (3.86)
+ Z Spur (lskKE (R + I‘TPk_HI‘) Kk) .
k=0
Man erkennt, dass (3.86) unabhingig von der Art des Schéatzers ist, sofern dieser die
Bedingung (3.76) sowie E(WjﬁoT) erfiillt. Diese Eigenschaft gemeinsam mit der Tatsache,
dass die Pole beim Zustandsbeobachter- und Zustandsreglerentwurf getrennt voneinander
vorgegeben werden kénnen, bezeichnet man auch als das Separationstheorem fiir den
optimalen Zustandsbeobachter- und Zustandsreglerentwurf.
Da der Ausdruck K7 (R i I‘TPkHI‘)Kk fiir alle k > 0 positiv definit ist, kann man
den dritten Term in (3.86) (bzw. den letzten Term in (3.85)) auch in der Form
N-1 N-1
>~ spur(PyKY (R + TP D) K ) = - B((x — %) KKl — %)) (3.87)
— k=0

mit der Cholesky-Zerlegung
KK = K{ (R + TPyl Ky, (3.88)

anschreiben. Nach Satz 2.5 ist die lineare Minimum-Varianz-Schétzung einer linearen
Funktion eines Parametervektors dquivalent der linearen Funktion der Minimum-Varianz-
Schitzung des Parametervektors selbst, weswegen der Wert des Giitefunktionals (3.86)
durch die Wahl eines Minimum-Varianz-Schétzers kleinstmoglich gemacht werden kann.
Da das Kalman-Filter auf der rekursiven Minimum-Varianz-Schéatzung beruht, wird das
optimale LQG-Regelungsproblem durch die Kombination eines LQR-Zustandsreglers und
eines Kalman-Filter Beobachters gelost.

Dazu sei der dynamische Regler mit optimaler Ausgangsriickfiihrung fir das System
(3.69) nach (3.83)—(3.85) und Satz 2.7 im Folgenden nochmals in der Form

Rpy1 = PRy 4+ Dup + Ki(yr — CXp — Dug)  %(0) = % (3.89a)
ur = Kk)A(k (389b)

mit

P, = (Q + <I’TPk+1<I>) - (N + FTPk+1q’)T (R + FTPk+1F)_1 (N + I‘TPkH@)

(3.90a)
T -1 T
Ki = —(R+TTPT) (N+TTPy, @) (3.90D)
N N A N N AN —1 A
P = ®P,3" + GQGT - #P,.CT(CPCT + R)  CP,a" 3.90¢)
)

A A~ A~ AN\ —1
K, = ®P,CT (CPkCT T R) , (3.90d
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der Randbedingung Py = S > 0 und der Anfangsbedingung Py>0 zusammengefasst.

Man {iiberzeugt sich leicht, dass fiir N = 0 und G = E der LQR-Zustandsregler und das
Kalman-Filter gemafl der Definition im Skript Automatisierung dual sind. Es gilt ndmlich
dann fir (3.90)

P,=Q+®"P, & — <I>TP,€+1I‘(R + PTPMP)*IPTPM@ (3.91a)
K= —(R+ I‘TPkHI‘)_lFTPkH(I) (3.91b)
Pt =Q+ P, 8" — P, CT (R + C‘Pch)_10f>k<1>T (3.91c)
K = @fnch(f{ + Cf)kCT>_1, (3.91d)

d. h. die diskrete Riccati-Gleichung des Zustandsreglers (3.91a) geht fiir #* = &, T' = CT,
P = 15, R =R und Q= Q in die diskrete Riccati-Gleichung des Kalman-Filters (3.91c)
iiber. Der einzige Unterschied besteht darin, dass die Riccati-Gleichung des Zustandsreglers
riickwérts und die des Kalman-Filters vorwirts liuft. Weiters gilt fir ®T = ®, ' = CT,
P=P uud R =R die Beziehung K, = Kg

Wie bereits im Abschnitt 3.3 beim LQR-Regler mit stochastischer Stérung gezeigt
wurde, ist das Glitefunktional (3.74) fiir N — oo nicht sinnvoll, weshalb dem stationéren
LQG-Problem (stationirer LQR-Regler und stationdres Kalman-Filter) das Giitekriterium

' 1 N-1
Jim B <kz::0 (3t Qi + uf Ruy, + zu;fok)> (3.92)

zugrunde gelegt wird.
Man beachte, dass sich das stationdre Kalman-Filter und der stationére Riccati-Regler
gemeinsam

Kpp1 = %y, +Tup + K(yp — Cx; —Dug)  %(0)=0 (3.93a)

u; = Kxg (3.93b)

auch als Regleriibertragungsmatrix Rrgg(2) mit dem g¢-dimensionalen Eingang y und
dem p-dimensionalen Ausgang u in der Form

u(z)

fedl®) =y )

-K(:E- (#+TK-K(C+DK))) K (3.94)

schreiben lasst.

Aufgabe 3.6. Gegeben ist das vereinfachte Modell eines Musikkassetten- Antriebs
nach Abbildung 3.2. Die beiden Gleichstrommotoren kénnen unabhéngig voneinander
angesteuert werden, wodurch sowohl die Bandposition z3 (Position des Lesekopfes)
als auch die Zugkraft f. getrennt geregelt werden kénnen.

Das Massentrégheitsmoment der Motoren inklusive der Scheiben ist durch J =
6.375 - 1073 kgm? gegeben, der Radius der Scheiben betrdgt » = 0.1m, die An-
kerkonstante der Gleichstrommotoren hat den Wert k,, = 0.544Nm/A und das
masselose Band kann nédherungsweise durch eine lineare Feder mit der Federkonstan-
ten ¢ = 2.113 - 103 N/m und einen linearen Dimpfer mit der Ddmpfungskonstanten
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d = 3.75 Ns/m modelliert werden.
Berechnen Sie das mathematische Modell mit den Eingangsgrofien ul = [2’1 2‘2}

und den Ausgangsgrofen y' = |z3 fe} Waéhlen Sie eine geeignete Abtastzeit T, und

bestimmen Sie das zugehorige Abtastsystem. Entwerfen Sie ein Kalman-Filter sowie

einen LQR-~Zustandsregler mit Hilfe von MATLAB und simulieren Sie das Ergebnis in
MATLAB/SIMULINK.

T2
—> —>
©1 - - \802
T T
kmi1 ko
1 19

Abbildung 3.2: Zur Aufgabe 3.6 des Musikkassetten-Antriebs.

Hinweis: (zu Aufgabe 3.6) Das zeitkontinuierliche mathematische Modell folgt aus
den Beziehungen

d2
J@@l = Wl =F (a7
2

d )
J@S"Q = ki — fer

fe=clxg —x1) + d(d2 — 21)

T1 + T
=g

Waéhlen Sie als Zustandsgroflen die Winkel ¢ und @9 sowie die zugehorigen Winkel-
geschwindigkeiten w; und ws.
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Aufgabe 3.7. Abbildung 3.3 zeigt das vereinfachte Modell einer Magnetlagerung. Die
Aufgabe der Regelung besteht darin, die Masse m durch die Magnetkraft fy,,4 in
einem konstanten Abstand s (Geschwindigkeit § = w) zu halten. Fiir die weitere
Berechnung seien folgende Parameter gegeben: Masse m = 500 kg, Windungsanzahl
der Spule N = 500, Widerstand der Spule R = 22, Permeabilitdtskonstante der Luft
Lo = 4%10_71—; sowie die Flache des Luftspalts zur Berechnung der Magnetkraft
A =0.04m?

Bestimmen Sie das nichtlineare mathematische Modell in der Form

d

—x = f(x,u)

dt
Yy=s

mit dem Zustand xT = [s w i}, der Eingangsspannung u als Eingangsgrofie und
der Position s als Ausgangsgrofie. Linearisieren Sie das mathematische Modell um
die Ruhelage (xg,up), die durch die stationdre Spannung ug = 60V festgelegt ist.
Entwerfen Sie einen zeitkontinuierlichen LQR-Zustandsregler und ein zeitkontinu-
ierliches Kalman-Filter mit Hilfe von MATLAB und simulieren Sie das Ergebnis in
MATLAB/SIMULINK. Verwenden Sie dazu die Befehle ss, 1qr, 1qe, reg und lqgreg
sowie 1qg der ROBUST CONTROL TOOLBOX.

.
Loppppndd
//u—>oo
A s g
m

w— 00

Abbildung 3.3: Zur Aufgabe 3.7 der Magnetlagerung.

Hinweis: (zu Aufgabe 3.7) Das nichtlineare mathematische Modell lautet

S w

d ; 1
i g— % mit k= §AM0N2 )
il p(u— Ri+ )
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Aufgabe 3.8. Betrachten Sie die Temperaturregelstrecke nach Abbildung 3.4 mit einem
konstanten Massenstrom 1, = Mg, = M.

Die Temperatur im Tank T34, mit der konstanten Wassermenge myqn, kann {iber
das Mischventil mit der Ausgangstemperatur T, beeinflusst werden. Fiir die Tempe-
ratur direkt am Tankeingang T, gilt wegen der Vernachlassigung der Warmeverluste
der Rohrleitung

T = Tm(t - Tt)

mit der durch den Transportprozess durch die Rohrleitung bedingten Totzeit T;.

Bestimmen Sie das mathematische Modell der Temperaturregelstrecke mit der
Zustandsgrofle © = Tignk, der Eingangsgrofie u = T, und der Ausgangsgrofie
y = Ty = Tienk. Berechnen Sie weiters allgemein die Transporttotzeit T} fiir ei-
ne reibungsfreie Rohrleitung mit dem Innendurchmesser D und der Léange L bei
gegebenen Massenstrom v und Dichte p der Fliissigkeit.

Die in der Wassermenge My, mit der Temperatur Ti,,r und der spezifischen
Warmekapazitidt von Wasser cyy gespeicherte Energie Fyg,p lautet

Etank = CWmtanthank .

Weéhlen Sie geeignete Parameter und implementieren Sie das mathematische Modell in
MATLAB/SIMULINK. Entwerfen Sie fiir eine geeignete Abtastzeit T, ein Kalman-Filter
sowie einen LQR-Zustandsregler und simulieren Sie den geschlossenen Regelkreis mit
der zeitkontinuierlichen Regelstrecke in MATLAB/SIMULINK.

Warmwasser —» Y

Kaltwasser —»
Mischventil A4

[\‘ Tap = Thank

Ttank’

Abbildung 3.4: Zur Aufgabe 3.8 der Temperaturregelstrecke.
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3.5 Erweiterte Konzepte der Zustandsregelung

3.5.1 Feedforward der geschatzten Storung

Bereits beim Kalman-Filter (sieche Abschnitt 2.3.2) wurde dargestellt, wie man determi-
nistische Stérungen durch Hinzunahme eines Stormodells systematisch beriicksichtigen
kann. Im Folgenden wird dieses Konzept auf den kombinierten Zustandsregler- und
Zustandsbeobachterentwurf erweitert. Dazu betrachte man das lineare, zeitinvariante,
zeitkontinuierliche System

d
X" Ax + Bu+ Gw x(0) = xo (3.95a)

y = Cx (3.95b)

mit dem n-dimensionalen Zustand x € R”, dem p-dimensionalen deterministischen Eingang
u € RP, dem ¢-dimensionalen Ausgang y € RY, der r-dimensionalen deterministischen
Storung w € R” sowie den Matrizen A € R™*" B € R™P, G € R™" und C € R?*". Es
sei angenommen, dass die Stoérung w durch das Stérmodell
d
aZ = AZZ Z(O) = ZO (396&)
w = C,z (3.96b)

beschrieben werden kann. In einem ersten Schritt wird nun fiir das erweiterte System

d|x A GC,||x n B (3.97a)
— = u . a
dt |z 0 A, Z 0
y=[c o ﬁ (3.97b)
zZ
das zugehorige Abtastsystem fiir die Abtastzeit T, in der Form
® P, r
R Sl I o P (3.982)
Zj+1 0 &, |z 0
ve=[c o lx’“] (3.98D)
Z,

berechnet.

Aufgabe 3.9. Zeigen Sie, dass das Abtastsystem von (3.97) die Struktur von (3.98)
haben muss.

Wie man sieht, ist der Zustand des Stérmodells z iiber den Eingang u nicht erreichbar.
Wenn das System (3.98) vollstédndig beobachtbar ist, kann der Zustand x sowie der Zustand
des Stérmodells z iiber einen Beobachter

[&k+1‘| _ [Q ‘i’xz‘|
ik-l—l 0 P,
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beobachtet werden. Im néchsten Schritt wird ein Zustandsregler

flir das System

Xpt+1 = Pxi + Tuy (3.101)
entworfen und in der Form

u, = Kx, + K,z (3.102)

erweitert und implementiert. Damit lautet der geschlossene Regelkreis (3.98), (3.99) und
(3.102)

Xpt1 = (‘I’ + FK)Xk + ((I>xz + FKZ)Zk —T'Kx, — T'K,Z; (3.103&)
Ziy+1 — @sz (3103b)

mit der Dynamik der Beobachtungsfehler X, = x;, — X und Z; = zg — Z;,

% ® -KC &,,|[x
Zi4+1 -K,C P, | |Zk

Man beachte, dass mit der Reglermatrix K die Dynamik festgelegt wird, mit der ein
Anfangsfehler x(0) bei verschwindender Storung, also w = 0, zu Null geregelt wird. Im
Weiteren legen die Beobachtermatrizen K und K, die Fehlerdynamik fest und mit Hilfe
von K, kann der Einfluss der Storung w gezielt unterdriickt werden. Wie man aus (3.103)
erkennt, ist die optimale Wahl fiir K,, falls moglich, durch

®y; +TK, =0 (3.105)

gegeben. Man nennt diese Strategie zur Storunterdriickung auch Feedforward der geschitz-
ten Stérung. Abbildung 3.5 zeigt das zugehdrige Blockschaltbild.

Digitaler Regler Kontinuierliche Strecke
W
Xk
> K T,
u
> D/A L» Strecke D
Z
Lyl K,

<

Beobachter | Yk
«——— A/D <

Abbildung 3.5: Blockschaltbild zum Feedforward der geschitzten Stérung.

Vorlesung Regelungssysteme (WS 2023/2024)
OW. Kemmetmiiller, A. Kugi, Institut fiir Automatisierungs- und Regelungstechnik, TU Wien



3.5 Erweiterte Konzepte der Zustandsregelung Seite 111

3.5.2 Zustandsregler- und Zustandsbeobachterentwurf mit Integralanteil

Es sei nun angenommen, dass die Storung w in (3.95) konstant aber unbekannt ist. Dann
lautet das zugehorige Stormodell (3.96)
4, 0 20 (3.106a)
—7 = VA =W . a
dt
W =1z (3.106b)

und das Abtastsystem (3.98) ergibt sich zu

® P, r
[X’““ :[ ] Sl I o (3.107a)
Zi+1 0 E Z 0
vi=|C 0 lxk] (3.107b)
zk
mit
® = exp(AT,) (3.108a)
Ta
@XZ:/ exp(AT1)drG (3.108b)
0
Ta
I‘:/ exp(AT)dTB . (3.108c)
0

Aufgabe 3.10. Zeigen Sie die Giiltigkeit von (3.108).

Nimmt man nun an, dass ®x, =TI bzw. G = B gilt, d. h. die Stérung z; wirkt beim
Abtastsystem vor dem Eingang uy auf das System, dann lésst sich (3.105) exakt 16sen. Es
gilt namlich K, = —E. Damit lautet der Regler von (3.102)

up = K)Ack - ik (3109)

und der Beobachter von (3.99) hat die Form
%] [®@ T
2,11 |0 E

Man erkennt durch Umschreiben von (3.109) und (3.110)

A

r
0

1 e+ | [ — Cx) (3.110)

Z z

RKpy1 = (@ + TK)Xy, + K(yi — CXp) (3.111a)
21 = 2k + K, (yr, — Cxy) (3.111b)
u, = KX — 23, (3.111c¢)

dass sich der Regler aus der Riickfilhrung des geschitzten Zustandes X; mit der Reg-
lermatrix K und dem durch die Matrix K, gewichteten integrierten Ausgangsfehler
zusammensetzt. Abbildung 3.6 zeigt die zugehorige Reglerstruktur in Form eines Block-
schaltbildes.

Zusammenfassend sieht der Entwurf mit Integralanteil folgendermaflen aus:
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Zk = Wi
I o Wk J o X6 = ®x+ T+ T |y
f' yi = Cxg
1
. z—1
Uy,

K1 = ®%g + Doy + K(yp — Cky)

A

NN>

> C NG i

A

'y

Abbildung 3.6: Zum Zustandsregler-/Zustandsbeobachterentwurf mit Integralanteil.

(1) Man entwirft fiir das System

X1 = Pxg + Tug (3.112&)
yi = Cxy, (3.112b)

einen Zustandsregler der Form
Uy = KXk . (3.113)

(2) Im zweiten Schritt erweitert man das System (3.112) um eine konstante, aber
unbekannte Stérung w, die am Eingang der Strecke wirkt, also

Xp+1| | @ T [xk r B
Lkﬂ B [O E] [z;j * [0] H 2(0) = w (3.114a)
vi=|C o [Xk] (3.114b)
zZj,

und entwirft dafiir die Beobachterverstdrkungsmatrizen K und K, eines vollstandigen
Beobachters (siehe (3.110)).

(3) Der Regler folgt dann geméf (3.109) zu
up = K)A(k - ik . (3.115)

3.5.3 Zustandsregler- und Zustandsbeobachterentwurf mit FithrungsgroBen

In diesem Abschnitt wird gezeigt, wie man beim Zustandsregler- und Zustandsbeobachter-
entwurf systematisch Fithrungsgréfien mitberiicksichtigen kann. In der englischsprachigen
Literatur wird diese Aufgabenstellung oft auch als das Servoproblem bezeichnet. Es wird
angenommen, dass die Groflen y, € RP

yk = Crxk (3.116)
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des Systems

Xpt1 = Pxi + T'uy (3.117&)
yi = Cxg, (3.117Db)

mit dem n-dimensionalen Zustand x € R", dem p-dimensionalen Eingang u € RP, dem
g-dimensionalen Ausgang y € R? sowie den Matrizen ® € R"*", T" € R"*P und C € R?*",
auf einen vorgegebenen stationdren Referenzwert ry € RP

Vs = Crxs =15 (3.118)
geregelt werden sollen. In einem ersten Schritt wird ein Zustandsregler
up = KXk (3.119)

entworfen, beispielsweise als stationédrer Riccati-Regler, und in einem zweiten Schritt in
der Form
u;, = —K(LrI’k - Xk) 4+ Lyurg (3.120)

mit L, € R"*? und L, € RP*P erweitert. Die Matrizen L, und Ly, sollen dabei nachfolgende
Bedingungen fiir den stationdren Zustand

Lyrs = x; (3.121a)
Lyrs = ug (3.121Db)

erfiillen. Aus (3.117) folgt im stationdren Zustand
(E - ®)x, — Tu, =0 (3.122)

und durch Einsetzen von (3.121) in (3.118) und (3.122) erhalt man

(E-—®)L, —TL,)r; =0 (3.123a)
ys = CrLyrg =1 (3.123Db)
bzw. fiir ry # 0

E- -T||L; 0
= . (3.124)

C, 0 ||Ly E

—_— —m————
X

Wenn die Matrix X invertierbar ist, dann kénnen aus (3.124) die Matrizen L, und Ly,
berechnet werden. In Abbildung 3.7 ist die zugehorige Reglerstruktur dargestellt.
Man erkennt, dass (3.120) auch in der Form

u, = Kx;, +Lr, mit L=L,—- KL, (3.125)

vereinfacht werden kann.
Nimmt man nun an, dass der Zustand x; nicht messbar ist, dann wird zuséatzlich ein
Zustandsbeobachter der Form

Kpp1 = ®xp, + Tuy + K(yp — Cxp) (3.126)
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Ly

Y

Uz
r Xk Yk
Strecke » C, |—>

\
=
s

|
~

Abbildung 3.7: Reglerstruktur bei Zustandsregelung mit Fithrungsgréfien.

benotigt. Der geschlossene Kreis (3.117), (3.125) und (3.126) lautet dann mit dem Beob-
achtungsfehler e, = x; — Xg

xk+1 = (P + T'K)x, — I'Key + I'Lry, (3.127a)
eri1 = (® — KC)ey (3.127b)
Y = CX],C . (3.1270)

Wie zu erwarten, ist der Beobachtungsfehler e, iiber den Referenzeingang rj nicht erreich-
bar.

Aufgabe 3.11. Auf analoge Art und Weise wie in Abschnitt 3.5.2 gezeigt, kann man
den Zustandsregler- und Zustandsbeobachterentwurf mit Fiihrungsgréfien um einen
Integralanteil erweitern. Zeigen Sie, dass sich in diesem Fall das Regelgesetz wie folgt

Rps1 = (® + TK)%X; + K(yr — CX) 4+ I'Lry,
Zpy1 = 2 + Ky (yr — CXy)
Uy, = K)A(k - ik + er

errechnet.

3.5.4 Das Feedforward-Konzept

Wenn sich das geregelte System wie ein Referenzmodell der Form

Xpr1 = PrXp + i (3128&)
9 = CouXn (3.128b)

verhalten soll, dann kann man folgende Vorgangsweise wahlen: Man simuliert das Refe-
renzmodell (3.128) im Computer mit und setzt das Regelgesetz wie folgt

u, = —K(x; — xi) + ug (3.129)

an.
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Das so genannte (Stellgrifien-)Feedforward-Signal uy wird dabei so bestimmt, dass bei
idealer Ubereinstimmung von Referenzmodell und geregeltem System, also X; = X, auch
die Ausgangsgrofien des Referenzmodells und des geregelten Systems tibereinstimmen,
also yr = y&.

Die Berechnung des Feedforward-Signals im Mehrgrofienfall gestaltet sich im Allgemeinen
relativ schwierig. Im Eingréfilenfall kann mit Hilfe der z-Ubertragungsfunktionen von
(3.117) und (3.128)

G(z) = 38 = T:E—&)°'T (3.130a)
Con(2) = f{gi — T (z:E—®,)"'T (3.130D)

aus der Bedingung
G(Z)uz(z) = yz(z) = QZ(Z) = Gm(Z)T‘Z(Z) (3'131)

die z-Transformierte u,(z) des Feedforward-Signals (uy) wie folgt

i (2) = %”(S)rz(z) (3.132)

errechnet werden. Man erkennt aus (3.132), dass dies nur dann moglich ist, wenn die
Graddifferenz von G,,(z) grofler gleich der Graddifferenz von G(z) ist, G, (z) BIBO-stabil
ist und séimtliche Nullstellen im geschlossenen Auferen des Einheitskreises von G(z) auch
Nullstellen von Gy, (z) sind.

Im Fall, dass die Z&hlerpolynome von G(z) und Gy, (z) iibereinstimmen und die Ord-
nungen der Nennerpolynome gleich sind, also

bo+0b e by 2 4 by 2"
G(z) = 26 _ bt bzt dba 2 A b (3.133a)
ng(z) atarz+--+ap_12" 1+ ayz2"
bo+b e by 2 4 b2
Con(2) = 2., (2) _y +01z+---+ 12 + Op2 (3.133b)

nG,, (2) g+ a1z 4+ ap_12" L+ 2’
folgt u,(z) einfach zu

_ a0+a12+"’+an712n_1+anz”
=V : 3.134
Bl2) Ao+ a1z + -+ ap_12" 1 + 21 r=(2) ( )

Der Faktor V' wird beispielsweise so gewéhlt, dass gilt lim, 1 G,,(z) = 1. Liegt nun das Re-
ferenzmodell (3.128) in der ersten Standardform vor, dann lautet die Zustandsrealisierung
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von (3.134) in der ersten Standardform im Eingréfienfall
[ Fp ][O 10 0 ][ @] [0]
T2 k41 0 0 1 Tok 0
= + TL (3.135&)
Tn—1,k+1 0 1 Tn—1k 0
| Tnk+1 | [~G0 —@1 —Ap-2 —Gp—1]| | Tnk | 1]
—_—
ik—‘—l (P'm ik Fm
Tk
ok
U = V|:CL0 — apQy, a1 — G1Gn Ap—1 — &n,lan} : +Va,ry .
cl jnfl,k
L i‘n7k -
5,—/
X
(3.135Db)

Nun kann man sdmtliche bisher gewonnenen Ergebnisse in einer gemeinsamen Struktur
zusammenfassen. Ein Zustandsregler- und Zustandsbeobachter mit Integralanteil und
Feedforward {iber ein Referenzmodell im Falle eines Eingrofiensystems setzt sich aus dem
Referenzmodell (siehe (3.128))

Xir1 = PXp + Liyrg (3136&)
gk = Cglik (3136b)
aus dem Zustands- und StorgrofSenbeobachter (siehe (3.110))
% @ T|[x r k
el e e+ | (yk - chck) (3.137)

und aus dem Stellgrifiengesetz, bestehend aus dem Riickkopplungsanteil —k* (X — Xj,) — 2k
und dem Feedforward-Anteil uy = ¢ %X + Va,ry (siehe (3.119), (3.129) und (3.135)),

up = —KT (X — Xp) — 2 + CL Xy + Vanry, (3.138)
—_— ——mm—

Uk
zusammen. Durch Vereinfachung der Gleichungen (3.136)—(3.138) erhélt man schlussend-
lich

Xir1 = PrmXp + Iiyrge (3.139a
Rpp1 = (q> + KT - EcT)xk 1 r(éﬁ _ kT)ik + VapTry + kyy, (3.139b

Zepr = 2+ ke (e — <T) (3.139¢

)
)
)
up, = (éﬁ - kT)ik Tk %y — 2+ Vanry . (3.139d)

Die Abbildung 3.8 zeigt die Struktur des Regelkonzeptes (3.139).
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U
- Referenzmodell
——> Feedforward -
X u Yk
Generator | - _kT . d > Strecke

A

X.| Beobachter

f A

A

Abbildung 3.8: Zur Regelstruktur des Feedforward-Konzeptes.

Aufgabe 3.12. Betrachten Sie die Ubertragungsfunktion eines Doppelintegrators

1
G(s) = 2
Bestimmen Sie fiir die Abtastzeit T, = 0.1 s das zugehorige Abtastmodell. Wenden
Sie fiir dieses Abtastmodell, sofern moglich, samtliche Regelkonzepte, die in diesem
Kapitel vorgestellt wurden, an. Beriicksichtigen Sie dabei einmal eine konstante, aber
unbekannte Stérung am Eingang und einmal eine sinusférmige Eingangsstérung der
Form

w(t) = Asin(2t + ¢)

mit unbekannter Amplitude A und unbekannter Phase . Im Weiteren sollen sprung-
férmige und sinusformige Referenzsignale vorgegeben werden, denen das System
zumindest stationdr ohne Regelfehler folgen kann. Implementieren Sie sdmtliche
Regelkonzepte in MATLAB/SIMULINK.

Aufgabe 3.13. Gegeben ist das durch einen fremderregten Gleichstrommotor ange-
triebene mechanische System von Abbildung 3.9. Bestimmen Sie das mathematische
Modell unter der Annahme, dass die Dynamik des Gleichstrommotors vernachlassigt
werden kann. Verwenden Sie als Zustandsgrofien die Drehwinkelgeschwindigkeiten wi,
wy und den Differenzwinkel Ay = 1 — @9, als Eingangsgréfie den Ankerstrom ¢, und
als AusgangsgroBe wo. Die Ankerkreiskonstante hat den Wert k, = 1 Nm/A, die Mas-
sentragheitsmomente der beiden Massen sind J; = 1.11kgm? und J» = 10 kgm? und
die Feder- sowie die Ddmpfungskonstante der Torsionswelle sind durch ¢ = 1 Nm/rad
und d = 0.1 Nms/rad gegeben.

Bestimmen Sie fiir eine Abtastzeit T, = 0.5s das zugehorige Abtastmodell. Wenden
Sie fiir dieses Abtastmodell, sofern moglich, sdmtliche in diesem Kapitel vorgestellten
Regelkonzepte an und testen Sie Thre Ergebnisse in MATLAB/SIMULINK.
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Motor !

Y1, W1 ¢ P2, w2

J1 J2

Abbildung 3.9: Mechanisches System mit Torsionswelle.
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A Grundlagen der Stochastik

Satz A.1 (Axiome der Wahrscheinlichkeit). Folgende Aziome der Wahrscheinlichkeit
kénnen definiert werden:

(1) Die Wahrscheinlichkeit P(A) eines Ergebnisses A bei einem Experiment ist eine
eindeutig bestimmte reelle nichtnegative Zahl, die hochstens gleich 1 werden
kann, es gilt also

0<P(A)<1. (A.1)
(2) Fiir ein sicheres Ereignis A eines Experiments gilt
P(A)=1. (A.2)
Fiir dquivalente Ereignisse B und C' bei einem Experiment gilt

P(B) = P(C) . (A.3)

(3) Schliefien sich zwei Ereignisse B und C' bei einem Experiment gegenseitig aus,
dann gilt
P(B+C)=P(B)+P(C) . (A.4)

Definition A.1 (Zufallsvariable, stochastische Variable). Eine Funktion X heifit Zu-
fallsvariable oder stochastische Variable, wenn sie einem Zufallsexperiment zugeordnet
ist und folgende Eigenschaften besitzt:

(1) Die Werte von X sind reelle Zahlen und

(2) fur jede Zahl a und jedes Intervall I auf der Zahlengeraden ist die Wahrschein-
lichkeit des Ereignisses “X hat den Wert a” oder “X liegt im Intervall I” im
Einklang mit den Axiomen der Wahrscheinlichkeit.

Unter einem Zufallsexperiment versteht man in diesem Zusammenhang ein Experi-
ment, bei dem das Ergebnis einer einzelnen Ausfithrung jeweils durch eine einzelne
Zahl ausgedriickt werden kann.

Wenn X eine diskrete Zufallsvariable ist, dann kénnen allen Werten von X, im Weiteren
mit x1,z9, ... bezeichnet, die zugehorigen Wahrscheinlichkeiten p; = P(X = 1), p2 =
P(X = z3),... zugeordnet werden. Die Funktion

fla) = {pj fir x = x; (A.5)

0 fiir alle {ibrigen x
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bezeichnet man dann als Wahrscheinlichkeitsfunktion. Da die Zufallsvariable X immer
einen Wert x; annimmt, muss auch gelten, dass die Summe aller Wahrscheinlichkeiten

> fwj) =1 (A.6)
J

ist. Die Wahrscheinlichkeit, dass die Zufallsvariable X im Intervall a < X < b liegt,
errechnet sich dann auf einfache Weise in der Form

Pla<X <b)= Y f(z;). (A7)

Tragt man die Wahrscheinlichkeit P(X < z) als Funktion von z auf, also die Wahr-
scheinlichkeit eines Experimentes, dessen Ergebnisse X < z sind, dann erhélt man die
Wahrscheinlichkeitsverteilungsfunktion

Fa)=P(X <a)= 3 fx;) . (A.8)

Tj<x

Bei einer stetigen Zufallsvariablen X lasst sich die Wahrscheinlichkeitsverteilungsfunktion
in Integralform

ﬂ@:[;ﬂmmxm Foo) = 1 (A.9)

darstellen, wobei der Integrand f(v) eine nichtnegative und bis auf endlich viele Punkte
stetige Funktion ist, die man auch als Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion bezeichnet.

Aufgabe A.1. Zeigen Sie, dass fiir die stetige Zufallsvariable X die Beziehung
b
P@<X§m2/ﬂwM:F@—H@

gilt.

Abbildung A.1 zeigt den typischen Verlauf der Wahrscheinlichkeitsverteilungsfunktion
einer diskreten und einer stetigen Zufallsvariablen.

F(x)4 F(z) A

>—/

T1 To Tr T T

\/

Abbildung A.1: Zur Wahrscheinlichkeitsverteilungsfunktion.
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Definition A.2 (Erwartungswert). Unter dem Erwartungswert E(X) einer Zufalls-
variablen X (auch Mittelwert oder 1. Moment genannt) versteht man im Falle einer
diskreten Verteilung

E(X) =) x;f(z;) (A.10)
J
und im Falle einer stetigen Verteilung
ELX):i/ ) e (A.11)

Fiir eine Funktion g(X) der Zufallsvariablen X gilt allgemein, dass sich der Erwar-
tungswert der Funktion g(X) in der Form

E(g(X) = Yg(wi)f (@) baw. Blg(X)= [ g@)f@ds (A1
J

—00
errechnet.

Aufgabe A.2. Zeigen Sie die Giiltigkeit nachfolgender wichtiger Formel
E(ag(X) + fh(X)) = a E(9(X)) + BE(h(X))

mit den Konstanten o und (. Zeigen Sie, dass damit auch
E(E(X))=E(X) und E(XE(X))=E(X)?

gilt.

Definition A.3 (Varianz). Die Varianz 0% einer Zufallsvariablen X misst die qua-
dratische Abweichung vom Erwartungswert und ist in der Form

o% = B([X - E(X)]’) = B(X? - 2X E(X) + E(X)?) = E(X?) - E(X)* (A.13)

definiert. Die Varianz wird auch als zweites zentrales Moment und deren positive
Quadratwurzel ox als Standardabweichung bezeichnet.
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Die bisherigen Betrachtungen lassen sich nun einfach auf mehrere Zufallsvariablen
iibertragen. Bei zwei Zufallsvariablen X und Y nimmt die Wahrscheinlichkeitsverteilungs-
funktion im diskreten Fall die Form

Fla,y) =P(X <z,Y <y)= > > flaxy) (A.14)

Tp<T Y;<y

Fla,y) = {p’”‘ fir & = 2, y =y mit 35 flag,yy) = 1 (A.15)

0 fiir alle iibrigen (z,y) Pl

an und im stetigen Fall gilt
Ty
F(z,y) :/ / f(v,w)dvdw mit F(oo,00)=1". (A.16)

Die so genannten Randverteilungen sind durch nachfolgende Ausdriicke

Fi(x) = P(X < z,Y beliebig) = Z Zf(xk,y]) (A.17)
zp<z j
fi(zw)
bzw. v e
Fi(z) = P(X < z,Y beliebig) = / / f(v,w)dvdw (A.18)
fi(w)
und
Fy(y) = P(X beliebig, Y <y) = > Y flak, ) (A.19)
yjsy k
f2(y;)
bzw. v oo
Fy(y) = P(X beliebig,Y <y) = / / f(v,w)dwdv (A.20)
—00 J =00
fa(v)
gegeben.
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Definition A.4 (Unabhéngigkeit von Zufallsvariablen). Zwei Zufallsvariablen X und
Y sind genau dann unabhéangig, wenn fir jedes Paar von Ereignissen der Form

a1 <X <by und ay <Y <by (A.21)
die Beziehung
Plag < X <bj,a2 <Y <by) =Pla; < X <b1)P(azg <Y < b9) (A.22)
und damit auch
f(xy) = fi(x)f2(y) sowie F(z,y) = Fi(z)Fa(y) (A.23)
mit f1(z), fa(y), Fi(xz) und Fy(y) nach (A.17)—(A.20) gilt.

Satz A.2 (Erwartungswert und Kovarianz zweier Zufallsvariablen). Fiir den Erwar-
tungswert einer Funktion g(X,Y') in den zwei Zufallsvariablen X und Y gilt

E(g(X,Y)) =Y gk, y) f (@, y5) (A.24)
PR

bzw.
E(¢9(X,Y)) = /_Oo /_mg(x,y)f(w,y) dzdy . (A.25)

Der Erwartungswert E(X +Y) einer Summe von Zufallsvariablen X undY errechnet
sich zu
E(X+Y)=EX)+E(Y) . (A.26)

Sind zwei Zufallsvariablen X und Y unabhdingig, dann gilt die Beziehung (hier fir
den diskreten Fall mit Hilfe von (A.19) gezeigt)

B(XY) = 33wy f (e 5) = 3 Y matifi(en) falys) = BOOB(Y) - (A27)

k J k

Wenn eine Zufallsvariable Z sich als Summe zweier Zufallsvariablen X und Y
ergibt, dann folgt nach (A.13) fir die Varianz von Z

0% =E(2%) - B(2)* = B(X?) + 2E(XY) + B(Y?)

(A.28)
—BE(X)?-2E(X)E(Y) —E(Y)? = 0% + 0% 4+ 20xy
mit der so genannten Kovarianz
oxy =E(XY)-EX)E®Y) . (A.29)
Man tiberzeugt sich leicht, dass (A.29) auch in der Form
oxy = E([X - E(X)][Y — E(Y)]) (A.30)
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angeschrieben werden kann. Sind die Zufallsvariablen X und Y wunabhdngig, so gilt
nach (A.27) oxy = 0.

Definition A.5 (Korrelationskoeffizient und Kovarianzmatrix). Der Quotient

r= 2XY (A.31)
oxXOy

wird als Korrelationskoeffizient zwischen den Zufallsvariablen X und Y bezeichnet.
Ist » =0, dann sind X und Y wunkorreliert. Man erkennt auch, dass zwei unabhéngige
Zufallsvariablen X und Y wegen oxy = 0 auch unkorreliert sein miissen. Der Korre-
lationskoeffizient —1 < r < 1 gibt ein Maf fir die lineare Abhdngigkeit von X und Y
an.

Fiir eine vektorwertige Zufallsvariable X' = {X 1 Xo ... Xn} gilt nun

B(X") = [E(X1) E(X) ... E(X,)] (A.32)

und unter der Kovarianzmatriz der vektorwertigen Zufallsvariablen X versteht man
die Matrix

Og{l 0X1X, " O0XiXn
2
cov(X) = B([X - EX)][X - E(X)]") = o ’f? ) (a3
0X, X1 O0X,Xp °°° Ug(n

Man erkennt, dass die Kovarianzmatrix symmetrisch ist.

Aufgabe A.3. Zeigen Sie, dass die Beziehung

B(IX - EX)[3) = B([X - E(X)]"[X - E(X)]) = spur(cov(X))

mit spur(S) = >; si; gilt.

Aus dem bisher Gesagten folgt, dass die Kovarianzmatrix einer vektorwertigen Zu-
fallsvariablen X, deren Komponenten X;, X, fiir i # j = 1,...,n unkorreliert sind, eine
Diagonalmatrix ist.

Fiir stochastische Zeitsignale, die aus statistisch identischen Signalquellen stammen,
existiert nicht nur eine einzige Realisierung z(t) sondern eine ganze Familie (Ensem-
ble) von Zufallszeitfunktionen {z;(¢)}. Dieses Ensemble von Zufallszeitfunktionen bzw.
Zufallsfolgen im zeitdiskreten Fall wird als zeitkontinuierlicher bzw. zeitdiskreter stochas-
tischer Prozess x(t) bezeichnet. Eine einzelne Realisierung x;(t) fiir festes j nennt man
auch Musterfunktion. Fir jeden festen Zeitpunkt ¢ ist x(¢) eine Zufallsvariable mit einer
Wahrscheinlichkeitsverteilungsfunktion (siehe (A.8))

F(z,t) =P(x(t) <z) . (A.34)
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Die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion errechnet sich dann gemaf (A.9) zu

OF (x,t)

e (A.35)

f(xvt) =

Definition A.6 (Mittelwert, Auto- und Kreuzkorrelationsfunktion eines stochas-
tischen Prozesses). Der Mittelwert 7y (t) eines stochastischen Prozesses x(t) lautet
(siche auch (A.11))

ne(t) = E(x(t)) = / = ks (A.36)

—0o0
Unter der Autokorrelationsfunktion ®yx(t1,t2) eines stochastischen Prozesses x(t)
versteht man den Erwartungswert des Produktes x(t1)x(t2)

B (tr, ta) = B(x(t1)x(ts)) = /_ O:O /_ le (@1, 1) 32 f (@2, t2) dz1 das . (A.37)

Die Kreuzkorrelationsfunktion ®yy(t1,1t2) zweier stochastischer Prozesse x(t) und
y(t) ist durch die Beziehung

Doyltits) =B(xt)y() = [ [ oftiuflt)dedy  (A39)

gegeben.

Definition A.7 (Auto- und Kreuzkovarianzfunktion). Die Autokovarianzfunktion
Cixx(t1,t2) eines stochastischen Prozesses x(t) lautet

Cxx(t1,t2) = E([x(t1) — nx(t1)][x(t2) — nx(t2)]) = Pxx(tr, t2) — mx(t1)mx(t2) - (A.39)

Die Kreuzkovarianzfunktion Cyxy(t1,t2) zweier stochastischer Prozesse x(t) und y(¢)
ergibt sich analog zu

Ciy(t1, t2) = E([x(t1) — nx(t1)][y (t2) — ny(t2)]) = Pxy(t1,t2) — mx(t1)ny(t2) . (A.40)
Aufgabe A.4. Zeigen Sie die Giiltigkeit der rechten Identitdt von (A.39).

Definition A.8 (Stationirer stochastischer Prozess). Man bezeichnet einen sto-
chastischen Prozess x(t) als stationdr im strengen Sinne, wenn die statistischen
Eigenschaften invariant gegeniiber Zeitverschiebungen sind, d.h. x(¢) und x(t + ¢)
haben fiir alle ¢ die identischen statistischen Eigenschaften. Der stochastische Prozess
x(t) ist stationdr im weiteren Sinne, wenn der Mittelwert 7y (t) = nx konstant ist und
die Autokorrelationsfunktion nur von der Zeitdifferenz 7 = t5 — ¢; abhéngt, also gilt
Oy (1) = E(x(t)x(t + 7)).

Die bisher gezeigten Funktionen (A.36)—(A.40) beriicksichtigen sdmtliche Realisierun-
gen, also das gesamte Ensemble, eines stochastischen Prozesses. Nach der so genannten
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Ergoden-Hypothese kann man die Funktionen (A.36)—(A.40) auch mit Hilfe einer einzi-
gen Musterfunktion anschreiben, falls unendlich lange Zeitabschnitte betrachtet werden.
Ergodische Prozesse sind auch stationér, die Umkehrung gilt im Allgemeinen aber nicht.

Damit ergeben sich die nachfolgende Ausdriicke, jeweils links fiir den zeitkontinuierlichen
und rechts fiir den zeitdiskreten Fall:

(1) Mittelwert

N-1
1
Ny = Th_r)rgof /T/2 t)dt bzw. n, = lgnoo— Z Tk (A.41)
(2) Autokorrelationsfunktion
T/2 1 N-1
D, (1) = Th_r)réo T / T/2 z(t+7)dt baw. Pu(1)= A}gnoo — kz:O TpTpar
(A.42)
(3) Kreuzkorrelationsfunktion
) 1 rT/2
D,y (1) = Th—r};o T )z z(t)y(t+71)dt bzw. Puy(r) = A}E}noo — Z TkYktr
(A.43)

Aufgabe A.5. Zeigen Sie, dass ®,,(7) folgende Eigenschaften erfiillt:
L ®pp(7) = Do (—7)
2. ®,,(0) = B((t)°)
3. ®pp(00) = E(x(t))?
4 Dup(7) < Pue(0)

Aufgabe A.6. Zeigen Sie, dass ®4,(7) folgende Eigenschaften erfiillt:
L. @uy(7) = @yu(—7)
2. Dy
3. Ogy(o0) = B(x(t)) E(y(?))
4. Dy

Aufgabe A.7. Wie lauten im ergodischen Fall die Ausdriicke fiir die Autovarianz- und
Autokovarianzfunktion?
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Definition A.9 (Weiles Rauschen). Ein stochastischer Prozess v(t) wird als (striktes)

weifses Rauschen bezeichnet, wenn fiir alle Zeitpunkte ¢ # t2 v(¢1) und v(t2) statistisch
unabhangig sind bzw.

L e
Cue(r) = Cod(r) mit &(r) = { Tl Gy 0. (A.44)
0 sonst

gilt. Es wird weiterhin angenommen, dass der Mittelwert 7, = 0 ist.

Hinweis: Man kann zeigen, dass im zeitkontinuierlichen Fall die mittlere Leistung
des weilen Rauschens unendlich ist und somit dieser Prozess nicht ideal realisiert
werden kann. Im Gegensatz dazu bleibt im Zeitdiskreten, wo die Signalfolgenwerte
im endlichen Abstand zueinander stehen, die Leistung endlich, womit ideales weifles
Rauschen auch realisierbar ist.
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