2 Optimale Schatzer

Dieses Kapitel beschéftigt sich mit der Frage, wie aus einer Eingangsfolge (uy) und einer
gemessenen Ausgangsfolge (yx) der Zustand xj.,, eines dynamischen Systems geschétzt
werden kann. Je nach Wert von m wird der Vorgang des Schitzens als

(1) Glétten (smoothing) fiir m < 0
(2) Filtern (filtering) fiir m = 0 oder
(3) Vorhersagen (prediction) fir m > 0

bezeichnet. Abbildung 2.1 gibt eine grafische Veranschaulichung dieser drei Félle.
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Abbildung 2.1: Zu den Begriffen Glatten, Filtern und Vorhersagen.

Die weiteren Betrachtungen werden sich auf den letzten Fall (3) beschrianken, da
dieser fiir regelungstechnische Anwendungen am interessantesten ist. Als Ergebnis der
nachfolgenden Betrachtungen wird ein optimaler Zustandsbeobachter, das so genannte
Kalman-Filter, ermittelt werden, der ein quadratisches Giitekriterium minimiert. Dazu
miissen jedoch in einem Zwischenschritt die Ergebnisse der Least-Squares Schéitzung des

vorigen Kapitels erweitert werden.
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Da in diesem Kapitel immer wieder der Erwartungswert und die Kovarianz von Zufalls-
zahlen verwendet werden, sollen diese beiden Begriffe fiir normalverteilte und gleichverteilte
Zufallszahlen erldutert werden.

Bemerkung 2.1 (Normalverteilte Zufallsvariablen). Eine skalare normalverteilte Zu-
fallsvariable z ist durch die Verteilungsdichtefunktion (Gauf’sche Verteilung)

1 _ (a=m)?

flx) = e 202 (2.1)

2o

mit dem Mittelwert (Erwartungswert) m und der Varianz o, definiert. Der Mittelwert
(Erwartungswert, erstes Moment) und die Varianz (zweites zentrales Moment) sind,
wie im Anhang A erldutert, durch

B(z) = m = /O:O +f(z) da (2.2a)
B((a — B@))?) = o = /_ O:O(:c _B(2))f(z) da (2.2b)

definiert. In Abbildung 2.2 ist die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion fiir unterschied-
liche Parametrierungen einer normalverteilten Zufallszahl dargestellt.
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Abbildung 2.2: Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion fiir unterschiedliche normalverteilte Zu-
fallsvariablen.
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Die Wahrscheinlichkeit, dass eine Zufallszahl z im Intervall § um den Erwartungswert
E(x) = m liegt errechnet sich zu

m—+0

P(m—5<x§m—|—5):/ (2.3)

m—a4

1)
f(z)dz = erf(ﬂ(j),
vgl. Aufgabe A.1 im Anhang A. Wahlt man z.B. § = o, so liegt eine Zufallszahl x mit
einer Wahrscheinlichkeit von 0.68 in diesem Intervall. Weiterhin liegt eine Zufallszahl
x mit einer Wahrscheinlichkeit von 0.95 im Intervall § = 20. Die Varianz stellt damit
ein Maf fiir die Streuung der Zufallszahlen um den Erwartungswert dar.

Die Verbundwahrscheinlichkeitsdichtefunktion f(x) eines n-dimensionalen normal-
verteilten Zufallsvektors x errechnet sich in der Form

flx) = 1 e_%(X—m)TQ_l(X—m) (2.4)

(2m)"?/det(Q) ’

mit dem Erwartungswert m und der Kovarianzmatrix Q,

m = E(x) (2.5a)
Q= E((x — Ex)(x —Ex)") . (2.5b)

Fiir den Sonderfall n = 2 ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein Zufallsvektor x =
[z1,32]" in einer Ellipse der Form

(x-—m)'Q 7} (x —m) = C? (2.6)
liegt, durch
2

gegeben. Der Beweis fiir diese Aussage kann z.B. in [2.1] gefunden werden.

Damit kann mit Hilfe der Kovarianzmatrix Q das Gebiet (d.h. die Ellipsen fiir
n = 2) ermittelt werden, in dem ein Zufallsvektor x mit einer Wahrscheinlichkeit P
liegt. In der Abbildung 2.3 ist die Verteilung von 3000 Zufallsvektoren x = [z1, 22",
mit den normalverteilten, nicht korrelierten Zufallsvariablen z; (E(xz1) = m; = 1,
o1 =2) und za (E(z2) = ma = 2, 02 = 1) dargestellt. Weiterhin sind die Ellipsen fiir
P = 0.5 und P = 0.95, und der Erwartungswert E(x) = m eingezeichnet.
Diese Betrachtung fiir n = 2 kann fiir n-dimensionale normalverteilte Zufallsvaria-
blen verallgemeinert werden. In diesem Fall beschreibt das n-dimensionale Ellipsoid
(x —m) Q! (x — m) = C? ein Ma8 fiir die Verteilung des Zufallsvektors. Die Wahr-
scheinlichkeit P dafiir, dass ein Zufallsvektor x in diesem Ellipsoid liegt, ist durch

_ nl
1-P= 2n/2rg / 3 (2.8)

mit der Gamma-Funktion I', gegeben [2.1].
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Abbildung 2.3: Grafische Darstellung des Erwartungswertes E(x) und der Kovarianzmatrix
Q fiir normalverteilte Zufallsvektoren x.

FEin exakter Zusammenhang zwischen den durch die Kovarianzmatrix Q definierten
Ellipsoiden und der Wahrscheinlichkeit, dass ein Zufallsvektor x in diesem Gebiet liegt,
ist nur flir normalverteilte Zufallsvariablen definiert. Fiir andere Verteilungen stellen
diese Ellipsoide nur eine mehr oder weniger genaue Approximation dar. Trotzdem ist die
Kovarianzmatrix Q auch fiir diese Verteilungen ein sinnvolles Mafl zur Abschétzung der
Verteilung der Zufallsvektoren, weswegen auch hier hdufig die zugehorigen Ellipsen bzw.
Ellipsoide dargestellt werden.

Bemerkung 2.2. Eine im Intervall [a, b] gleichverteilte skalare Zufallsvariable = wird
durch die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion

f(z) = (2.9)

ﬁ a<x<b
0 sonst

definiert. Der zugehérige Erwartungwert m und die Varianz o errechnen sich zu

a+b
2

B((w— B))?) = o? = 1—12(b —a)’ (2.10D)

E(x)=m = (2.10a)

In der Abbildung 2.4 sind die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen fiir unterschiedliche
gleichverteilte Zufallsvariablen dargestellt.
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Abbildung 2.4: Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion fiir unterschiedliche gleichverteilte Zu-
fallsvariablen.

2.1 GauB-Markov-Schatzung

Man betrachte das um die stochastische Storung v erweiterte, {iberbestimmte lineare
Gleichungssystem von (1.60) (vergleiche dazu auch (1.87)-(1.90))

y=Sp+v (2.11)

mit der bekannten (m x n)-Matrix S € R"™*", dem n-dimensionalen Vektor der Unbe-
kannten p € R" sowie dem m-dimensionalen Messvektor y € R”. Man nimmt nun an,
dass die stochastische Stérung v folgende stochastische Eigenschaften besitzt

E(v) =0 und cov(v)= E(VVT) =Q mit Q>0. (2.12)

Es sei an dieser Stelle angemerkt, dass v auch als Messfehler interpretiert werden kann.
Gesucht ist nun ein linearer Schétzer der Form

p=Ky (2.13)

mit einer konstanten (n x m)-Matrix K € R"*™. Da y die Summe eines konstanten
Vektors Sp und eines stochastischen Vektors (Vektor mit stochastischen Eintrégen) v
ist, sind y, der geschétzte Parameter p nach (2.13) und der Parameterfehler e = p — p
stochastische Grofien. Es macht deshalb keinen Sinn, die Matrix K so zu bestimmen, dass
le||3 minimiert wird, sondern es muss die Aufgabe

minE(|lell3) = min E([p — Ky|"[p — Ky]) (2.14)

gelost werden.

Vorlesung Regelungssysteme (WS 2026/2027)
OW. Kemmetmiiller, A. Kugi, Institut fiir Automatisierungs- und Regelungstechnik, TU Wien



2.1 GaufB-Markov-Schédtzung Seite 43

Setzt man nun fiir y die Beziehung (2.11) in (2.14) ein, dann erhdlt man unter Bertick-
sichtigung von (2.12) und den Ergebnissen von Anhang A (siche Aufgabe A.3)

mlénE([p ~KSp - Kv]"[p - KSp - Kv]) =

min E([p —KSp|"[p - Ksp]) —9 E([p - Ksp]TKv) + E(vTKTKv) —

=0 =spur(E(KvvTKT))

mén{HP — KSp|3 + spur(KQKT)} . (2.15)

Die Matrix K, die den Ausdruck (2.15) minimiert, ist offensichtlich eine Funktion des
unbekannten Parametervektors p. Daher ist die Losung dieser Minimierungsaufgabe
auch nicht geeignet, einen Schétzer fiir p geméfl (2.13) zu liefern. Um dieses Problem zu
umgehen, wird im Folgenden eine Ersatzaufgabe gelost: Man erkennt, dass mit der Wahl

KS=FE (2.16)

und E als Einheitsmatrix die Losung der Minimierungsaufgabe (2.15) unabhéngig vom
Parameter p ist. Diese Nebenbedingung (2.16) scheint zwar im ersten Augenblick willkiirlich
zu sein, doch berechnet man den Erwartungswert von p des linearen Schitzers (2.13),
dann folgt

E(p) = E(Ky) = E(KSp + Kv) = KSE(p) +K E(v) . (2.17)
%

D.h. die Nebenbedingung (2.16) bringt mit sich, dass E(p) = p ist und somit der Schitzer
erwartungstrey ist.
Die Aufgabe

. T _
mlén{spur (KQK )} unter der NB KS =E (2.18)
ist nun dquivalent zur Lésung n separater Optimierungsaufgaben der Form
nllcijn k;-kaj unter den NBen k;-FS = e;r fir j=1,...,n. (2.19)

Um dies zu zeigen, schreibe man die Matrix K und die Einheitsmatrix E in der Form

ki el
k3 ey

K=|. und E= |’ (2.20)
ky ey

an und setzt dies in (2.18) ein

m}én{spur (KQKT)} = mén{z k}ij} unter den NBen k;rS = e;-F (2.21)
j=1
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fir j = 1,...,n. Da der j-te Summand in (2.21) lediglich von k; abhéngt, kann die
Minimierungsaufgabe von (2.21) durch n Minimierungsprobleme geméf (2.19) ersetzt
werden. Fiir das Weitere ist also die Losung einer Aufgabe vom Typ (2.19) fiir ein festes j
von Interesse. Betrachtet man nun den Hilbertraum H = R™ mit dem inneren Produkt
(x,2) =x'z = 2.7y xjzj, dann erkennt man, dass die Spaltenvektoren ki, k =1,...,n,
der Matrix K, also span{kj, ko, ..., k,}, die die Nebenbedingungen von (2.19) erfiillen,
keinen Unterraum des Hilbertraums H bilden und damit das Projektionstheorem von Satz

1.1 nicht direkt anwendbar ist.

Aufgabe 2.1. Zeigen Sie, dass die Summe k; + kj, die Nebenbedingung von (2.21)
nicht erfiillt, selbst wenn k; und kj, jeweils fiir sich dieser Nebenbedingung geniigen.

2.1.1 Quadratische Minimierung mit affinen Nebenbedingungen

Zur Losung der obigen Aufgabe wird eine Erweiterung des Projektionstheorems von Satz
1.1 benotigt:

Satz 2.1 (Erweiterung des Projektionstheorems). Es sei H ein Hilbertraum und U
ein abgeschlossener Unterraum von H. Die translatorische Verschiebung von U in der
Form A =x+U fiir ein festes x € H wird als lineare Varietdt oder affiner Unterraum
bezeichnet. Dann existiert ein eindeutiger Vektor xg € A minimaler Norm und dieser
ist orthogonal auf U (siehe Abbildung 2.5).

Beweis von Satz 2.1. Man verschiebt den affinen Unterraum A durch —x so, dass
er ein abgeschlossener Unterraum wird und wendet dann das Projektionstheorem
von Satz 1.1 an. Man beachte, dass die optimale Losung xg nicht orthogonal auf den
affinen Unterraum A sondern orthogonal auf U/ ist. O

Bevor nun die Aufgabe von (2.19) gelost werden kann, sollen noch einige theoretische
Grundlagen erlédutert werden:

Definition 2.1 (Orthogonales Komplement). Ist U ein Unterraum eines Hilbertraumes
H mit dem inneren Produkt (-,-), dann bezeichnet man die Menge aller Vektoren, die
orthogonal zu U sind, als das orthogonale Komplement von U und schreibt dafiir 4.
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A={veHv=x+uuecld}

Abbildung 2.5: Zum Projektionstheorem fiir affine Unterrdume.

Fiir die Unterrdume U und V eines Hilbertraums gelten nun folgende Eigenschaften:

1) Das orthogonale Komplement I/ ist ein abgeschlossener Unterraum,

2) U CUtt,

4) Y+++ =Y+ und

uJ_J_

(1)
(2)
(3) wenn U C V ist, dann folgt V- c UL,
(4)
(5)

ist der kleinste geschlossene Unterraum der ¢/ beinhaltet.

Beweis zu (1). Da die Linearkombination orthogonaler Vektoren wieder orthogonal
ist, folgt unmittelbar, dass U+ ein Unterraum ist. Die Abgeschlossenheit von U=+
folgt aus der Tatsache, dass wegen der Stetigkeit des inneren Produktes (-, ) fir den
Grenzwert x einer konvergenten Folge (x) in U+ gilt

0 = (y,x) = (y,%) (2.22)

fir alle y € ¢ und damit auch x € U~. ]

Aufgabe 2.2. Beweisen Sie die obigen Eigenschaften (2) bis (4).
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Definition 2.2 (Direkte Summe). Man bezeichnet einen Vektorraum X als direkte
Summe zweier Unterrdume ¢ und V und schreibt dann X = U & V, wenn sich jeder
Vektor x € X eindeutig als Summe x = u+ v mit u € & und v € V darstellen ldsst.

Ohne Beweis gilt nun als Folgerung des Projektionstheorems von Satz 1.1 nachfolgender
Satz:

Satz 2.2. Wenn U ein abgeschlossener linearer Unterraum eines Hilbertraums H ist,
dann gilt H =U UL und U = U

Damit lasst sich nachfolgender Satz zur Losung der Minimierungsaufgabe mit affinen
Nebenbedingungen von (2.19) angeben:

Satz 2.3 (Minimierung mit affinen Nebenbedingung). Es sei H ein Hilbertraum
mit den linear unabhdngigen Vektoren si,Sa,...,S,. Unter allen maoglichen Vektoren
x € H, die das affine Gleichungssystem

X751> = O
X,SQ) = 2
' (2.23)
<X,Sn> = Cn
mit den konstanten Koeffizienten cy,ca, ..., cy erfillen, habe der Vektor xq die mini-
male Norm. Dann ldsst sich Xo in der Form
n
X0 = Y p0,;S; = SPo (2.24)
j=1
anschreiben, wobei sich p} = [pm P02 .- po,n} aus der Beziehung
(s1,81) -+ (sn,s1)| |Poa c1
=|: (2.25)
<517 Sn> co <Sna Sn> 0,n Cn
—— ——
G=STS Po c
mit der Gramschen Matrixz G errechnet.
Beweis zu Satz 2.3. Es sei U = span{si,ss,...,s,} ein abgeschlossener linearer

Unterraum des Hilbertraums . Die Menge aller moglichen Vektoren x € H, die das
affine Gleichungssystem (2.23) erfiillen, bilden einen affinen Unterraum von H, namlich
die translatorische Verschiebung von U+ um einen Vektor . Da das orthogonale
Komplement U ein abgeschlossener Unterraum ist, kann man Satz 2.1 anwenden und
weifl damit, dass die optimale Losung x( existiert und eindeutig ist sowie orthogonal
auf U1 steht. Damit folgt aber xg € U und wegen der Abgeschlossenheit von
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U und Satz 2.2 erhélt man Y+ = /. Da nun aber x¢ € U gilt, muss sich x¢ als
Linearkombination der s;, j = 1,...,n, geméf (2.24) darstellen lassen. Setzt man
nun noch (2.24) in die affine Nebenbedingung (2.23) ein, erhélt man das Ergebnis
(2.25). 0

Wendet man Satz 2.3 auf die Minimierungsaufgabe (2.19) mit S = {sl So ... sn}

und dem inneren Produkt (x,z), = xTQz im Hilbertraum H = R™ an, also

i
e (2.26)

min(k;, k; unter den NBen (k;, Q" 's =0 =
k; (ki J>Q <] Q Z>Q t {0 sonst

fiir j = 1,...,n, dann erhilt man fiir s; ersetzt durch Q~!s; in (2.24) und (2.25) das
Ergebnis

-1 -1\ T ho-1
kjo=Q'Spy und (Q7'S) QQ'Spy=e, (2.27)
bzw.
“1q(eTOo-1q) *
kjo=Q s(s Q s) e . (2.28)
Nach (2.20) errechnet sich die optimale Losung K fiir die Matrix K zu

-1
KT — Q*ls(STQfls) (2.29)
und damit lautet der gesuchte lineare Gauf-Markov-Schditzer nach (2.13)

p= (STQ_18>_1STQ_1y . (2.30)

Vergleicht man nun (2.30) mit (1.128), dann erkennt man, dass das Ergebnis identisch
zum Ergebnis der Least-Squares Identifikation mit gewichteten kleinsten Quadraten mit
der Gewichtungsmatrix Q! ist, wobei gilt Q = cov(v).

Fiir den Erwartungswert des Schéitzfehlers e = p — p erhélt man geméf (2.17) E(e) =0
und die Kovarianzmatrix des Schétzfehlers lautet mit (2.16)

E(eeT) = E([p - Kyllp - Ky]T) = E([p - K(Sp+Vv)|[p - K(Sp + V)]T) =

= B([Kv][Kv]") = KQK" (231

bzw. mit (2.29)
E(eeT) — (STQ*S)718TQ*1QQ*18(STQ*18)71 — (STQ*S)A . (2.32)

In der Literatur wird der lineare Schétzer (2.30) oft auch als BLUE (best linear unbiased

estimate) bezeichnet.

T

Ist die Kovarianzmatrix cov(v) = E(vv ) = Q eine Diagonalmatrix der Form Q =

diag(qo, g1, - . .) mit g; > 0 fiir alle j > 0, dann kann fiir den Gau-Markov-Schétzer (2.30)
gemaf der rekursiven Methode der gewichteten kleinsten Quadrate (1.121) unmittelbar
mit oj = 1/g; eine rekursive Version angegeben werden. Dies klart auch die Frage, wie
die optimale Wahl der Folge positiver Gewichtungskoeffizienten a; (o; > 0 fiir alle j) in
(1.121) aussieht.
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2.2 Minimum-Varianz-Schatzung

Bisher wurde angenommen, dass iiber den n-dimensionalen Vektor der Unbekannten p
in (2.11) keine Information vorhanden ist. Nun ist aber in manchen Féllen sehr wohl
a priori Information tiber p in Form von stochastischen Kenngréfien (Erwartungswert,
Kovarianzmatrix) bekannt. Daher wird angenommen, dass fiir das Gleichungssystem
(vergleiche dazu auch (2.11))

y=Sp+v (2.33)

mit der stochastischen Storung v, der bekannten (m x n)-Matrix S € R™*", dem n-
dimensionalen Zufallsvektor p € R’ sowie dem m-dimensionalen Messvektor y € R™
gilt

E(v) =0, cov(v) = E(VVT> =Q mit Q>0
E(p) =0, cov(p) = E(ppT> =R mit R >0 (2.34)
E(pVT) =N

Im Weiteren sei vorausgesetzt, dass die Matrix (SRST +Q+ SN + NTST) regular ist.
Gesucht ist nun wiederum ein linearer Schétzer

p =Ky (2.35)

mit einer konstanten (n x m)-Matrix K € R"*™ so, dass nachfolgende Minimierungsauf-
gabe

minE(|lef3) = minB([p ~ Ky]"[p - Ky]) (2:36)

gelost wird. Durch Ausmultiplizieren von (2.36) und mit Hilfe der Beziehung spur(KSR) =
spur (R(KS)T> erhélt man

mlgnE([p ~Ky|"[p -~ Ky]) =

mI}n E([p —KSp]'[p — KSp]) -2 E([p — KSp]TKV) + E(VTKTKV) =

spur(E([E-KS|ppT[E-KS|"))  spur(E([E-KS|pvTK™)) spur(E(KvvTK™))
mén{spur([E - KSR[E - KS]" - 2KN" - K[SN + N"ST|K" + KQK")} =
mén{spur(K(SRST 1 Q4+ SN+ NTST)KT - QK(SR T NT))} .
(2.37)
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Schreibt man die Matrix K und die Einheitsmatrix E wie in (2.20)

ki

kT
K= '2 und E=l|e; e --- en} (2.38)

k'T

an, dann folgt (2.37) zu
- T T TQT T T
mén{z;(kj (SRS™ +Q+ SN + NST)k; — 2k] (SR + N")e; ) } . (239)
]:

Vergleicht man die Minimierungsaufgabe (2.39) mit der von (1.61), also
min(y — Sp) (v - Sp) = min(y"y - 2p"S"y + p"S"Sp), (2.40)

dann erkennt man, dass die beiden Aufgaben dquivalent sind. Es lasst sich also die Lésung
von (2.39) direkt durch die Losung von (2.40) (vergleiche dazu (1.63))

po = (87s) STy (2.41)

angeben, indem man in (2.41) STS = SRST +Q+SN +NTS™ und STy = (SR + NT)ej
setzt. Damit ergibt sich die optimale Losung Ky fiir die Matrix K von (2.35) zu

-1
Kj = (SRS" + Q+ SN+ N's”) (SR +N") (2.42)
und der gesuchte lineare Minimum-Varianz-Schdtzer nach (2.35) lautet

p=(RST+ N)(SRS" + Q+ SN + NTST)_ly : (2.43)

Man beachte, dass am Beginn dieses Abschnittes vorausgesetzt wurde, dass die Matrix
(SRST + Q-+ SN + NTST> regulér ist. Die Kovarianzmatrix des Schéatzfehlers errechnet
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sich zu
cov(e) = B([p ~K(Sp + v)]lp ~K(Sp +v)|") = E([E - KSlpp"[E - KS|) -

E(Kvp" (E - STKT) + (E - KS)pv'K") + B(Kw'K")

= (BE-KS)R(E-KS)" - KN"(E - S"K") — (E - KS)NK” + KQK"

~R - K(SR + NT) - (RST + N)KT + K(SRST +Q+ SN+ NTST)KT

=R~ (RS" + N)(SRS" + Q + SN + NTST)_1 (SR+NT)-
(RS + N)(SRS" +Q + SN + NTST)*1 (SR +NT) + (RST + N)
(SRS™+Q+SN + NTST)_1 (SRS™ +Q + SN + NTs7)
(SRST +Q+SN+ NTST)A (SR + NT)

~R - (RST + N) (SRST +Q+ SN+ NTST)_l (SR + NT) .
(2.44)

| Aufgabe 2.3. Wenn Sie einmal Zeit und Mufle haben, rechnen Sie (2.44) nach.

Im Gegensatz zum GauB-Markov-Schétzer (2.30) liefert der Minimum-Varianz-Schétzer
(2.43) auch dann bereits sinnvolle Ergebnisse, wenn weniger Messungen m als Unbekannte
n zur Verfiigung stehen, sofern die Matrix SRST + Q + SN + NTS™ regulér ist. Der
Grund dieser Eigenschaft liegt offensichtlich darin, dass beim Minimum-Varianz-Schétzer
stochastische Informationen iiber den Parametervektor p vorliegen und somit eine sinnvolle
Schétzung auch mit weniger Messungen, ja sogar mit keiner Messung fir Q > 0, moglich
ist.

Wendet man nun das Matrizeninversionslemma Satz 1.3

-1
(A+BCD) ' =A~'—A7'B(C”'+DA'B) DA™ (2.45)
auf die Kovarianzmatrix des Schétzfehlers cov(e) von (2.44) mit A = R~ B = ST+RIN,

-1
C= (Q - NTR*lN) und D =S+ NTR™! an, dann erhéilt man

cov(e) =R — (RS" + N)(SRS™ + Q + SN + N's") ' (SR + N7)
= (R_l + (ST + R—lN) (Q . NTR_lN)*l (S n NTR_l)) -1 ' (2.46)

Im Weiteren kann man sich einfach davon {iberzeugen, dass sich der Minimum-Varianz-
Schétzer (2.43) in der Form

p = cov(e) (ST + R—IN) (Q - NTR—IN)_ly (2.47)

schreiben lasst.
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Aufgabe 2.4. Zeigen Sie die Giiltigkeit von (2.47).

Beziehung (2.47) zeigt nun, dass fir R™' = 0, d.h. unendlich hohe Varianz des
Parametervektors p — es ist also keine sinnvolle a priori Information fiir p vorhanden — und
Q > 0 der Minimum-Varianz-Schétzer (2.43) bzw. (2.47) in den Gaufl-Markov-Schétzer
(2.30) tibergeht.

Das bisher Gesagte, insbesondere die Ergebnisse (2.43) und (2.44), in Kombination mit
den Beziehungen

E(pyT) = E(ppTST + pVT) = (RST + N) (2.48)
und

E(yy") =E([Sp+v][Sp+v]") = (SRS" + Q + SN 4 N'ST) (2.49)
ldsst sich im nachfolgenden Satz zusammenfassen:
Satz 2.4 (Minimum-Varianz-Schétzer). Fir das Gleichungssystem (2.33)

y=Sp+v (2.50)

mit den stochastischen Griffen p, v und y wird angenommen, dass E ny) inver-
tierbar ist. Die optimale lineare Schdtzung p von p, die den Erwartungswert des
quadratischen Fehlers E([p — f)]T[p — f)]) minimiert, ist durch

p=E(py")[E(wy")] 'y (2.51)
mit der zugehdrigen Fehlerkovarianzmatriz
cov(e) = E(fp — pllp —b]") = E(pp") — E(pp")
 B(en") - £(ey") [B(wy")] ' E(re") o
gegeben.

Man beachte die Ahnlichkeit von (2.51) mit der optimalen Losung im Sinne der kleinsten
Fehlerquadrate von (1.63).

Aufgabe 2.5. Zeigen Sie die Giiltigkeit der Beziehung (2.52). Zeigen Sie weiters, dass
gilt

E(lp-pllp—p]") =E(plp—p]") baw. E(pp") =E(pp").  (2.53)
Hinweis: (zu Aufgabe 2.5) Setzen Sie einfach fiir p den Ausdruck von (2.51) ein.

Aufgabe 2.6. Zeigen Sie, dass sich die Beziehungen (2.43) und (2.44) direkt mit Hilfe
von Satz 2.4 herleiten lassen.
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Aufgabe 2.7. Angenommen, die Erwartungswerte E(y) und E(p) sind nicht wie in
(2.34) Null, sondern E(y) = yo # 0 und E(p) = po # 0. Zeigen Sie, dass die
Minimum-Varianz-Schétzung der Form

p=Ky+b

mit dem konstanten Vektor b durch

p =0+ E([p — polly ~ yol ) [E(ly ~ yolly ~ vol")] " v ~ o)

gegeben ist.

Unter der Minimum-Varianz-Schétzung einer linearen Funktion

z=Cp (2.54)
mit dem optimalen Schétzer
z=K,y (2.55)
basierend auf den Messungen
y=Sp+v (2.56)
versteht man die Losung der Minimierungsaufgabe
: 1T .
I%lle([Z —z] [z — z]) . (2.57)

Es gilt nun folgender Satz:

Satz 2.5 (Minimum-Varianz-Schétzer einer linearen Funktion). Die lineare Minimum-
Varianz-Schitzung (2.55) einer linearen Funktion Cp basierend auf den Messungen
(2.56) st daquivalent der linearen Funktion der Minimum-Varianz-Schatzung p selbst,
d. h. es gilt, die beste Schdatzung von Cp ist Cp.

Aufgabe 2.8. Beweisen Sie Satz 2.5.

2.2.1 Rekursive Minimum-Varianz-Schatzung

Im néchsten Schritt soll untersucht werden, wie sich der optimale Schatzwert p von
(2.47) durch Hinzunahme neuer Messungen verbessert. Dies ist insbesondere fiir On-line-
Anwendungen von essentieller Bedeutung. Das Verfahren beruht nun wiederum auf den
Eigenschaften des Projektionstheorems in einem Hilbertraum. Wenn U und Uy zwei
Unterraume eines Hilbertraums bezeichnen, dann ist die Projektion eines Vektors p auf
den Unterraum Uy + Us identisch der Projektion von p auf U plus der Projektion auf
U5, wobei U5 orthogonal zu U ist und die Beziehung U @& U5 = U + Us erfiillt. Wenn
Us durch eine endliche Anzahl von Vektoren aufgebaut ist, dann spannen die Differenzen
dieser Vektoren mit ihren Projektionen auf ¢/; den Unterraum U5 auf. Die Abbildung 2.6
veranschaulicht diesen Sachverhalt.
Damit kann man folgenden Satz angeben:
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Abbildung 2.6: Zur Projektion auf die Summe orthogonale Unterrdume.

Satz 2.6 (Rekursive Minimum-Varianz-Schitzung). Fs sei p ein Zufallsvektor eines
Hilbertraumes H von Zufallsvariablen und py bezeichne die orthogonale Projektion von
p auf einen geschlossenen Unterraum Uy von H. Nach dem Projektionstheorem ist p1
also die beste Schdtzung von p in Uy. Weiters beschreibe yo alle jene Zufallsvektoren,
die den Unterraum Us von H aufspannen, und yo sei die orthogonale Projektion von
y2 aufUy. Nach dem Projektionstheorem ist §o damit die beste Schdtzung von yo in
Ur. Mit §o = yo — y2 lautet die Projektion p von p auf Uy + Us

p=p1+E(p3d) [B(5253)] 9> (2.58)

Damit setzt sich also die beste Schitzung p auf Uy + Uz aus der Summe der besten
Schatzung von p aufUy (P1) und der besten Schitzung von p aufUs (jener Unterraum,
der durch yo generiert wird) zusammen.

Beweis zu Satz 2.6. Man tberzeugt sich leicht, dass gilt Uy + Uy = Uy & U5 und dass
Us orthogonal auf U ist. Die Beziehung (2.58) folgt dann aus der Tatsache, dass die
Projektion auf eine Summe von Unterrdumen gleich der Summe der Projektionen auf
die einzelnen Unterrdume ist, sofern diese orthogonal sind. O

Das Ergebnis von Satz 2.6 kann nun auch in folgender Form gedeutet werden: Wenn pq
die optimale Schatzung auf Basis von Messungen, die den Unterraum U, aufspannen, angibt,
dann braucht man beim Erhalt neuer Messungen, die den Unterraum Us aufspannen, nur
jenen Teil zu berticksichtigen, der durch die Messungen in U4, noch nicht beschrieben wird,
also jenen Teil der neuen Daten, der orthogonal auf die alten Daten steht und damit im
Unterraum U5 liegt.

Als Anwendungsbeispiel betrachte man ein Gleichungssystem der Form von (2.33)

yi=Sip+vyi. (2.59)
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-1
Im Weiteren bezeichnet p; = E(ple) {E (yly?)} y1 die optimale Minimum-Varianz-
Schétzung von p geméf (2.47) bzw. (2.51) auf Basis von dim(y;) Messungen mit der
Fehlerkovarianzmatrix

cov(p — p1) =E([p ~ pallp — p1]") =P . (2.60)

Es stellt sich nun die Frage, wie man die Schitzung von p durch Hinzunahme von neuen
Messungen

y2 =S2p + Vv (2.61)

verbessern kann. Fiir die stochastische Storung vs und den Zufallsparametervektor p gelte

E(vy) =0, cov(va) = E(VgVE) =Q2 mit Q2>0

(2.62)

E(p) =0, E(pvi) =N, .

Weiters ist es natiirlich sinnvoll, anzunehmen, dass die Stérung v nicht mit vergangenen
Messgrofien y; korreliert ist und damit gilt

B(vayl) =0 baw. E(vspl)=0. (2.63)
Die beste Schitzung yo von yo auf Basis der vergangenen Messwerte y1 lautet
¥2 = Sap1 . (2.64)
Damit erhélt man nach Satz 2.6 mit yo = yo — ¥ den verbesserten Schéitzwert ps zu
P2 =p1+ E(p?g) [E (5’25’?)} _15’2 (2.65)
mit
B(py?) = E(p(p - p1)7sT +pvl) 2V PisT + N, (2.66)

und

E($’25’g) = E([S2(P —P1) +va][Sa2(p — P1) + Vz]T) =SyP1S; + Qo + 2Ny + N3 ST .
(2.67)

Aufgabe 2.9. Zeigen Sie, dass sich die Fehlerkovarianzmatrix analog zu (2.44) in der
Form

Py = cov(p — P2)

=P (PISQT * N2> (SzPls;F + Q2 +S2No + NQTS?T>_1 (SzP1 + N2T> 0

errechnet.

Damit ergibt sich der rekursive Minimum-Varianz-Schéitzer zu

—1
Pr = Dr—1+ (Pk—1SE + Nk) (SkPk—ls;fF + Q. + SNy + NESE) (Yr — SkPr—1)
(2.69)
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mit

P = Prt — (ProaST +Ni) (SiPeotST + Qi+ SuNi + NTST) ' (SPiy + NT)
(2.70)
und den Anfangswerten P_; sowie p_;.

Nimmt man nun an, dass in jedem Iterationsschritt genau eine neue Messung hinzu-
kommt, d.h. die Gréflen yi und vy sind Skalare, dann folgt durch Einsetzen von Sp = SE,
Qi = E(v3) = g und Ny = E(pvg) = ny, in (2.69), (2.70) der rekursive Minimum-Varianz-
Schétzer zu

Pj_1s; +ny

ky, = 2.71a

F (qr + 2sznk + sEPk_lsk) ( )
P, =Pi_1 — kg (SEPk—l S ng) (2.71b)
Pr = Pr—1 + kg (yk — Sgﬁk—l) . (2.71c)

Man beachte auch in diesem Zusammenhang die Analogie zur rekursiven Methode der
gewichteten kleinsten Quadrate (1.121) fiir g = 1/a und n; = 0.

2.3 Das Kalman-Filter

Aufbauend auf den bisherigen Uberlegungen, insbesondere der rekursiven Minimum-
Varianz-Schétzung, soll im néchsten Schritt das Kalman-Filter, ein im Sinne der Re-
gelungstheorie optimaler Beobachter, hergeleitet werden. Beziiglich der Grundlagen der
Zustandsbeobachtertheorie sei auf Kapitel 8 des Skriptums Automatisierung verwiesen.
In der Literatur existieren unzédhlige Versionen des Kalman-Filters. Im Rahmen dieser
Vorlesung wird vorerst ein lineares, zeitinvariantes, zeitdiskretes System der Form

Xpr1 = Pxg + T'ug + Gwy x(0) = xo (2.72a)
Y = Cx}, 4+ Duy, + vy, (2.72D)

mit dem n-dimensionalen Zustand x € R”, dem p-dimensionalen deterministischen Eingang
u € R?, dem g-dimensionalen Ausgang y € R?, der r-dimensionalen Stérung w € R", dem
Messrauschen v sowie den Matrizen ® € R, T' € R™*P, G € R™*", C € R?*" und
D € R9*P betrachtet. Es sei an dieser Stelle aber bereits angemerkt, dass das Kalman-
Filter auch fiir lineare, zeitvariante und fiir zeitkontinuierliche Systeme entworfen werden
kann. Es gelten nun folgende Annahmen:

(1) Von der Stérung w und vom Messrauschen v wird vorausgesetzt, dass gilt

E(vi) =0 E(vkva) = Rdy; (2.73a)
E(wy) =0 B(wiw] ) = Qdy, (2.73b)
B(wiv]) =0 (2.73¢)

mit Q > 0 sowie R > 0 und dem Kroneckersymbol é;; = 1 fiir £k = j und d;; = 0
sonst.
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(2) Der Erwartungswert des Anfangswertes und die Kovarianzmatrix des Anfangsfehlers
sind durch

E(xo) =mg  B([xo — %o][xo — %0]") =Py >0 (2.74)
mit dem Schétzwert Xo des Anfangswertes xo gegeben.

Die Storung wy, k > 0, und das Messrauschen vy, [ > 0, sind mit dem Anfangswert
X nicht korreliert, d. h. es gilt

B(wixj ) =0 (2.75a)
E(vixj ) =0 (2.75b)
Damit folgt aber wegen
X; = DIxy + Z <I>Z(I‘uj_1_l + ij—l—l) (276)
1=0
und (2.73) auch die Beziehung
E(wkaT) =0 firk>j (2.77a)
E(le;r) =0 firallel,j. (2.77Db)

Fiir die weiteren Betrachtungen wird nachfolgende Notation eingefiihrt:

Definition 2.3. Die optimale Schatzung von xj unter Berticksichtigung von 0, ..., j
Messungen wird mit x(k|j) abgekiirzt.

Satz 2.7 (Kalman-Filter). Die optimale Schitzung x(k + 1|k) des Zustandes Xp41
des Systems (2.72) unter Bericksichtigung von l =0, ...,k Messungen errechnet sich
nach der Iterationsvorschrift

%(k + 1|k) = ®%(k|k — 1) + Tuy+

-1 (2.78)
®P (k|k — 1)CT (CP(k|k — 1)CT + R) (v — Cx(klk — 1) — Duy)
mit der Kovarianzmatrixz des Schdtzfehlers
P(k+ 1|k) = ®P(k|k — 1)®" + GQGT
(2.79)

-1
— ®P(klk — 1)C"(CP(k[k - 1)CT + R)  CP(klk - 1)®"

und den Anfangswerten %(0| — 1) = mg und P(0| — 1) = Py.
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Beweis zu Satz 2.7. Angenommen, es wurden die Messungen yg,y1,...,yYr_1 fir die
optimale Schatzung %(k|k — 1) mit der Fehlerkovarianzmatrix

P (klk — 1) = B( [, — (k| — 1)][xx — %(klk — 1)]") (2.80)
herangezogen. Zum Zeitpunkt k¥ wird nun die Messung yy
yi = Cxi + Dug + vy, (2.81)

zur Verbesserung des Schitzwertes von x; verwendet. Geméfl Satz 2.6 lautet der
Schétzwert X(k|k) von x

x(klk) = %(klk ~ 1) + E (x5t ) [E(725F) | 50 (252a)
Vi =yr — Cx(k|k — 1) — Duy (2.82D)

bzw. mit (2.53) in
B(xiy7 ) = B(xk(Cx + vi — Cx(klk — 1))") = P(k[k = 1)CT (2.83)

und
E(yiyi) = CP(k[k - 1)CT + R (2.84)

folgt
x(k|k) = %x(k|k — 1)+

P (klk — 1)CT (CP(k[k — 1)CT + R>_1(Yk: k(- 1) - Duy) (2.85)

Damit lésst sich die Fehlerkovarianzmatrix in der Form (vergleiche dazu (2.44), (2.70))

P(klk) = E([xi — %(k[R)]lx — % (k{R)]T) = -
P(klk — 1) = P(k|k — 1)C" (CP(k[k — 1)CT + R)ACP(k]k —1) '

anschreiben. Nach Satz 2.5 ist die optimale Schétzung von ®x; gleich die optimale
Schitzung X5 von x; multipliziert mit ®, es gilt also

%(k + 1|k) = ®%(k|k) + Tuy, . (2.87)
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Fir die Kovarianzmatrix des Schatzfehlers erhédlt man
Pk + k) = B([xpq1 — %(k + 1/0)] i1 — %k + 1]k)]")
= B([®(x; — x(k[k)) + Gwi][®(x; — x(k[k)) + Gwi]T)  (2:88)
= ®P(k|k)®" + GQG™
Durch Kombination von (2.85)—(2.88) ergibt sich unmittelbar das Ergebnis von Satz

2.7. O

Es sei an dieser Stelle noch die Zusammensetzung der Kovarianzmatrix des Schéatzfehlers
(2.79) interpretiert: Der Term ®P(k|k — 1)®T beschreibt die Anderung der Kovarianzma-
trix zufolge der Systemdynamik, GQGT gibt die Erhohung der Fehlervarianz zufolge der
Storung w an und der verbleibende Ausdruck mit negativem Vorzeichen beschreibt, wie
sich die Fehlervarianz durch Hinzunahme der Information neuer Messungen verringert.

2.3.1 Das Kalman-Filter als optimaler Beobachter

Fiihrt man die Abkiirzungen X;y1 = %X(k + 1|k), %, = %(k|k — 1), Pry1 = P(k + 1]k)
und Py = P(k|k — 1) ein, dann kann man (2.78) und (2.79) auch in der kompakten
Form

K1 = ®%), 4+ Tuy + Ky (yr — Cx, — Duy,) (2.89)

mit
K = ®P,C" (CP,CT + R)_l (2.90)

und
Py = ®P, T + GQGT — P,CT (CPkCT + R>_1CPk<I>T (2.91)

darstellen. Gleichung (2.91) wird auch als diskrete Riccati-Gleichung bezeichnet. Vergleicht
man (2.89) mit einem vollstdndigen Luenberger-Beobachter, dann erkennt man, dass das
Kalman-Filter ein vollstdndiger Beobachter mit einer zeitvarianten Beobachterverstdr-
kungsmatric K, ist. Der Erwartungswert des Beobachtungsfehlers e = x3 — X geniigt
der Iterationsvorschrift

Eext1) = B(®x, + Gwy, — B, — Kio(Cx + vi — Cy) )
= E((‘I’ — KkC) (xr — Xi) + Gwy, — Kkvk) (2.92)
= ((I’ — KkC) E(ek) .

Falls also %o = E(xg) = my gesetzt wird, gilt E(e;) = 0 fiir alle £ > 0. Weiters sieht man
aus (2.90) und (2.91), dass ausgehend vom Startwert Py die Fehlerkovarianzmatrix Py,
und damit auch K ohne Kenntnis der Messgrofien yy, fir alle £ > 0 vorwegberechnet und
im Rechner zwischengespeichert werden kénnen.

Wenn keine vorherigen Messwerte iiber den Prozess vorliegen, setzt man typischerweise
X0 = 0 und Py = aE fiir a > 1. Wenn der Beobachter eine sehr lange Zeit 1auft, dann
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kann das Problem mathematisch so behandelt werden, als wiirde er unendlich lange
im Einsatz sein. Es zeigt sich nun, dass fiir unendlich lange Zeit die Kovarianzmatrix
des Schatzfehlers auf einen stationdren Wert P, einlauft. In diesem Falle ist auch die
Beobachterverstarkungsmatrix K konstant und errechnet sich zu

N -1
Koo = ®Po,CT(CP.CT + R) (2.93)
mit P, als Losung der so genannten diskreten algebraischen Riccati-Gleichung
-1
P = ®P..8" + GQG" - 8P..CT(CP.CT +R) CP.®".  (29)

Gleichung (2.94) hat eine eindeutige symmetrische Losung P, mit der Eigenschaft, dass
samtliche Eigenwerte von (<I> — IA{OOC) im offenen Inneren des Einheitskreises liegen, wenn
nachfolgende Bedingungen erfiillt sind:

(1) Das Paar (C, ®) ist detektierbar, d. h. sémtliche Eigenwerte auflerhalb des Einheits-
kreises sind beobachtbar.

(2) Das Paar (@, GQGT) ist stabilisierbar, d.h. simtliche Eigenwerte auflerhalb des
Einheitskreises sind iiber den Eingang GQGT steuerbar.

(3) Die Matrix R ist positiv definit.

Eine derartige Losung der diskreten algebraischen Riccati-Gleichung (2.94) wird auch
als stabilisierende Ldsung bezeichnet. Da fiir diese stabilisierende Losung alle Eigenwerte
von (<I> - KOOC) im offenen Inneren des Einheitskreises liegen, nimmt geméf (2.92) der
Erwartungswert des Beobachtungsfehlers ab und es gilt limy_, o, E(ej) = 0. Die Losung P
der diskreten algebraischen Riccati-Gleichung (2.94) kann man einfach dadurch erhalten,
dass man die diskrete Riccati-Gleichung (2.91) vom Anfangswert Py beginnend so lange
iteriert, bis sich Py nur noch hinreichend wenig im Sinne einer Norm &ndert. Obwohl die
Iterationsvorschrift im Allgemeinen sehr schnell gegen einen stationdren Wert konvergiert,
wird in der Praxis, so auch in MATLAB, die algebraische Riccati-Gleichung (2.94) numerisch
effizienter iiber eine Eigenvektordekomposition gelost, siche die MATLAB—Befehle care
bzw. dare.

Aufgabe 2.10. Die Bewegung eines Satelliten um eine Achse wird in der Form
2

I@@:Mc—Md

mit dem Trégheitsmoment I, dem Moment M, als Stellgréfle, dem Moment My als
Storung und dem Winkel ¢ modelliert. Bestimmen Sie fiir die Abtastzeit T, = 1s
das zugehorige Abtastsystem der Form (2.72) fiir I = 1 und der Ausgangsgrofie ¢.
Nehmen Sie dabei an, dass die Messung des Winkels ¢ mit dem Messrauschen v
iiberlagert ist und das Stérmoment My der auf den Prozess wirkenden Stérung w
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entspricht. Es gelte dabei
E(w) =0 E(w2> —q
E(v) =0 EB(v?) = 0.1,

Stellen Sie die Elemente von P des Kalman-Filters gemaf der Iterationsvorschrift
(2.91) fir den Anfangswert Py = E und ¢ = {0.1,0.01,0.001} dar. Implementieren
Sie das Kalman-Filter in MATLAB/SIMULINK.

Hinweis: Die Beziehung (2.93) mit der konstanten Beobachterverstarkungsmatrix
Koo gibt einen optimalen vollstindigen Beobachter an, der sowohl fiir Fin- als auch
fiir Mehrgrofiensysteme verwendbar ist. Im Gegensatz zum Beobachterentwurf nach
der Methode der Polvorgabe (man beachte dazu die Formel von Ackermann geméaf
Kapitel 8 des Skriptums Automatisierung) miissen beim Kalman-Filter keine Pole des
Fehlersystems gewéhlt werden, was insbesondere im Mehrgrofienfall sehr schwierig sein
kann. Man beeinflusst das Verhalten des Fehlersystems hingegen durch die Festlegung
der Kovarianzmatrizen Q der Stérung w und R des Messrauschens v.

Fiir die Wahl der Kovarianzmatrix R des Messrauschens v kann sehr oft ein
interpretierbarer Ansatz, der auf den (Rausch-)Eigenschaften des Sensors beruht,
gefunden werden. Im Weiteren kann iiber die Gewichtung der Eintrage der Kovarianz-
matrix R zwischen zuverlassigen und weniger zuverlassigen Messungen unterschieden
werden. Ist eine Messung weniger zuverldssig, so wird der zugehorige Fintrag in der
Hauptdiagonale der Kovarianzmatriz sehr grofi gewdhlt. Diese angenommene grofie
Varianz der Messung bedingt, dass der Beobachter diese Messung im Vergleich zu den
anderen Messungen bei der Zustandsschéitzung weniger gewichtet. In der praktischen
Anwendung des Kalman-Filters ist es sogar uiblich, wahrend des laufenden Betriebs
die Kovarianzmatrix umzuschalten, wenn einer oder mehrere Sensoren unplausible
Messungen liefern oder wenn man in einen Betriebsbereich kommt, wo man bereits
von vornherein weif}, dass gewisse Sensoren keine zuverlissige Information mehr zur
Verfiigung stellen.

Fir die Prozessstorung w und damit die Kovarianzmatrix Q gelten diese Annahmen
im Allgemeinen nicht. Die Annahme, dass es sich bei w um weifles Rauschen handelt,
ist meist nicht zutreffend. Man kénnte nun auf die Idee kommen, die im Allgemeinen
unbekannte Matrix Q sehr klein oder sogar Null zu wahlen. Die Wahl Q = 0 entspricht
aber dem Szenario einer Strecke ohne Stérung w. Wie man aus der Bedingung (2) fiir
die Losung der diskreten algebraischen Riccati-Gleichung entnehmen kann, fithrt die
Wahl Q = 0 (bzw. im Allgemeinen auch fiir Q < 1) nicht zu einer stabilisierenden
Losung.

Die Wahl von Q (und auch R) erfolgt in der praktischen Anwendung meist nach
der Methode ,Versuch und Irrtum”.

Hinweis: In der MATLAB CONTROL SYSTEMS T'OOLBOX wird ein etwas allgemeineres

Vorlesung Regelungssysteme (WS 2026,/2027)
OW. Kemmetmiiller, A. Kugi, Institut fiir Automatisierungs- und Regelungstechnik, TU Wien



2.3 Das Kalman-Filter Seite 61

System der Form

Xp+1 = Pxi + T'uy + Gwy, x(0) = xg (2.95a)
yvr = Cxi + Dug + Hwy + vy, (2.95b)

mit dem zusétzlichen Term Hwj, im gemessenen Ausgang, betrachtet. Weiterhin wird
anstatt E(ka;F) = 0 zugelassen, dass

E(wkv;f) = Nog; # 0 (2.96)
gilt. Fiir diesen Fall errechnet sich die optimale Zustandsschétzung in der Form
Rpy1 = ®%p, + Tuy, + Ky (yr — Cx; — Duy,) (2.97)
mit

A —1
K, — (@Pch + GQHT + GN) (CPkCT +HQH" + R + HN + NTHT)

(2.98)
und
Py = &P, T + GQGT - K, (CPk<I>T +HQGT + NTGT) : (2.99)
Der Beweis ist in der Literatur, insbesondere [2.2], zu finden.
2.3.2 Frequenzbereichseigenschaften des stationdaren Kalman-Filters
Es sei angenommen, dass das Messrauschen v von (2.72), d. h.
Xpr1 = Pxg + T'ug + Gwy x(0) = xg (2.100a)
v = Cxi + Dug + vy (2.100Db)
durch ein dynamisches System der Form
zip11 = Pz + ng (2.101&)
v = C,zi + my (2.101b)

mit den stochastischen Stérungen nj und my erzeugt wird. Setzt man vy von (2.101) in
(2.100) ein, so folgt das erweiterte System in der Form

® 0 r G 0 0) =

|i%+£| _ [ ] Xk 4 up + ] lwk] x(0) = xo (2.102a)
Zj+1 0 (I)z Zi 0 0 E ng Z(O) =17
Xk+1 Lisd Xk r G Wi

X

vi=[C G| | +Dus+my . (2.102b)
Zj
C R",—/
Xk
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Das stationdre Kalman-Filter geméfl (2.89) und (2.93) fiir das erweiterte System (2.102)
lautet dann

RKip1 & 0][xs r < . .
= + ug + | — Cx, — C,zir — Du 2.103
I s e e
Koo
bzw.
% d-K,C -K.C, |[% Ky I - KD
Khtt| _|® T < I e | wy, (2.104)
Zit1 ~K,C &,-K,C,| |z K, ~-K,D

Da das System linear ist und damit das Superpositionsgesetz gilt, wird im Weiteren der
Stelleingang uy, = 0 gesetzt. Die z-Ubertragungsmatrix vom Eingang y; zum Ausgang Xy
lautet

G() =5 (2.105)

N A ~1ra
%x.(2) _ [E 0] zE - ® + K,C KC, Ky
K,C 2E—®, + K,C, K,
Es gilt nun nachfolgender Satz:

Satz 2.8 (Ubertragungsnullstellen des stationiren Kalman-Filters). Die Ubertra-
gungsnullstellen von (2.105) sind durch die Beziehung

det(zE — ®,) =0 (2.106)

gegeben.

Beweis. Bevor Satz 2.8 bewiesen wird, muss kurz auf den Begriff einer Ubertragungs-
nullstelle eingegangen werden. Die Nullstellen der Ubertragungsfunktion G(z) eines
Eingrofensystems werden meist als Wurzeln des Zéhlerpolynoms von G(z) charakte-
risiert. Im Fall eines MehrgréBensystems mit einer Ubertragungsmatrix G(z) ist dies
nicht mehr so einfach méoglich. Eine strikte Definition ist in folgender Form gegeben:
Die Nullstellen der Ubertragungsmatrix G(z) sind die Wurzeln der Zihlerpolynome
der Smith-McMillan Form von G(z). Zur Definition der Smith-McMillan Form sei
auf die am Ende angefiihrte Literatur verwiesen. Im Weiteren wird eine physikalische
Interpretation einer Ubertragungsnullstelle gegeben. Dazu betrachte man das lineare,
zeitinvariante, zeitdiskrete System der Form

Xp41 = Pxy + Tuy x(0) = xo (2.107a)
yi = Cxg (2.107b)
mit dem n-dimensionalen Zustand x € R”, dem p-dimensionalen Eingang u € RP?,

dem ¢-dimensionalen Ausgang y € RY, sowie den Matrizen ® € R™*", T' € R™*P und
C € R?*". Eine komplexe Zahl z; ist eine Ubertragungsnullstelle, wenn zu einem

J
dass der Ausgang (yy) fiir alle Zeiten k& > 0 identisch verschwindet. Diese Eigenschaft

Eingang der Form (uy) = ug (z’?), ug # 0, ein Anfangszustand xg # 0 so existiert,

Vorlesung Regelungssysteme (WS 2026/2027)
OW. Kemmetmiiller, A. Kugi, Institut fiir Automatisierungs- und Regelungstechnik, TU Wien



2.3 Das Kalman-Filter Seite 63

ist in der Literatur auch unter dem Namen transmission-blocking bekannt.
Im z-Bereich errechnet sich die Ausgangsgrofie y.(z) = Z{(yx)} von (2.107) als
Antwort auf die Eingangsgrofie

u.(2) = Z{(w)} = 2{uwo(2}) } = wo

(2.108)

Z*Zj

mit dem Anfangswert x(0) = x¢ zu

y:(2) = C(zE - &) (sz + Tug ) : (2.109)

z =z
Unter Zuhilfenahme der Resolventen-Identitat

CE-®) '~ (4E-®) ' =(:GE-®) '(z; — 2)(E - ®)" (2.110)
lasst sich (2.109) in der Form

T'ugz

y=(2) = C((ZjE —®) '+ (2E - ®) (2 — 2)(3E - ‘i)_l)

Z — Zj
C(zE — ®) '2xg
=C(zE — <I>)_1z(x0 — (zE - <I>)_1I‘u0) + C(%E — ®) 'Tug

z

z—zj
(2.111)
umschreiben.
Aufgabe 2.11. Beweisen Sie die Identitat von (2.110).

Man erkennt aus (2.111), dass y,(z) nur dann identisch verschwindet, wenn die
Gleichungen

xg — (zE—®) 'Tup =0 (2.112a)
C(zE—®) 'Tuy =0 (2.112b)

erfiillt sind. Zusammenfassend lisst sich also feststellen, dass fiir eine Ubertragungs-
nullstelle z; nichttriviale Vektoren up und x¢ existieren, die dem Gleichungssystem

[(szC_ ) —01“] m B m 13

geniigen und die Eigenschaft besitzen, dass der Ausgang (yj) von (2.107) fiir die
Eingangsgrofie (ux) = ug (zf) und den Anfangswert xg fiir alle Zeiten k& > 0 identisch
verschwindet.

Wendet man nun dieses Ergebnis auf die Ubertragungsmatrix G(z) von (2.105) mit
dem Eingang y; und dem Ausgang X; an, so lauten in diesem Fall die Bedingungen
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(2.113)
E - &+ K,C K,C % K 0
<j \ + Kx X~z 350 I Vo = (2.114a)
K,C ZjE - o, +K,C,| |z K, 0
E o [XO] ~0. (2.114b)
Z

| Aufgabe 2.12. Leiten Sie die Beziehungen (2.114) her.
Aus (2.114b) erhélt man %o = 0 und damit folgt

A

K«(Czz0 —yo) =0

N ) N (2.115)
(E~ &, + K,C, )20 — Kuyo = 0.

Unter Voraussetzung der Spaltenregularitét von Ky folgt C,z09 — yo = 0 und damit
(z;E — ®,)29 = 0. Man erkennt nun, dass (2.115) genau dann nichttriviale Lésungen
fir yp und zg besitzt, wenn gilt det(z;E — ®,) = 0, womit Satz 2.8 gezeigt ist. [

Hinweis: Dieses Ergebnis zeigt, dass das stationdre Kalman-Filter (2.103) Nullstellen
an den Polen des Stormodells (2.101) aufweist. Um nun ein Kalman-Filter zu entwerfen,
das bestimmte Frequenzen abblockt, wihlt man einfach ein Stérmodell mit Polen an
diesen Frequenzen. Generell lasst sich sagen, dass je grofler die Energie der Storung
bei den jeweiligen Frequenzen ist, desto mehr unterdriickt das Kalman-Filter diese
Frequenzen.

Aufgabe 2.13. Entwerfen Sie ein Kalman-Filter zur Schéitzung der Drehwinkelgeschwin-
digkeit w eines permanenterregten Gleichstrommotors auf Basis einer Messung des
Drehwinkels . Fiir eine gewisse Wahl der Parameter und unter Vernachlassigung der
Dynamik des elektrischen Teilsystems erhélt man das Modell des Gleichstrommotors
in der Form

Es ist nun gewiinscht, dass Resonanzfrequenzen mit einer Kreisfrequenz wg, welche
durch die mechanische Last resultieren, vom Kalman-Filter unterdriickt werden. Das
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zugehorige Stormodell kann in der Form

d Z1 0 1 Z1 0
dt |z —wg —2wp| |29 w?

v=1[1 0] [zj

mit weiflem Rauschen n als Eingangssignal modelliert werden. Entwerfen Sie fiir diese
Spezifikationen ein Kalman-Filter fiir eine Abtastzeit T, = 0.05 s und untersuchen
Sie den Einfluss verschiedener Werte fiir £ im Bereich 0.01 < £ < 0.7. Wahlen Sie
dazu wg = 3, G = E, Q = E sowie R = 1. Zeichnen Sie das Bode-Diagramm des
Kalman-Filters und testen Sie ihr Kalman-Filter durch Simulation.

2.4 Das Extended Kalman-Filter

Bevor das Extended Kalman-Filter als Beobachter fiir nichtlineare Systeme besprochen
wird, soll im Folgenden das Kalman-Filter von Abschnitt 2.3 fiir lineare zeitvariante
Abtastsysteme der Form

Xpt1 = Prxp + Trpug + Gpwy, x(0) = xo (2.116a)
yi = Cpxy + Dyuy + vi (2.116b)

mit dem n-dimensionalen Zustand x € R”, dem p-dimensionalen deterministischen Eingang
u € R?, dem g-dimensionalen Ausgang y € RY, der r-dimensionalen Stérung w € R", dem
Messrauschen v sowie den zeitvarianten Matrizen ®;, € R"*", I'), € R"*P, Gj, € R"*",
Ci € R und D, € R?9*P angeschrieben werden. Analog zu Abschnitt 2.3 werden
folgende Annahmen getroffen:

(1) Fiir die Stérung w und das Messrauschen v wird vorausgesetzt, dass gilt

E(vi) =0 E(viv]) = Rydy (2.117a)
E(wy) =0 B(wiw]) = Qudy; (2.117b)
E(wyv)) =0 (2.117¢)

mit Qj > 0 sowie Ry, > 0 und dem Kroneckersymbol 6; = 1 fiir k = j und 6; =0
sonst.

(2) Der Erwartungswert des Anfangswertes und die Kovarianzmatrix des Anfangsfehlers
sind durch
B(xo) =my  B([x0 — %o][xo — %] ) = Py >0 (2.118)

mit dem Schétzwert Xo des Anfangswertes xo gegeben.
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(3) Die Storung wy, k > 0, und das Messrauschen v;, [ > 0, sind mit dem Anfangswert
Xo nicht korreliert, d. h. es gilt

B(wyx) ) =0 (2.119a)
E(vixg) =0, (2.119b)

Die Herleitung des Kalman-Filters fiir das System (2.116) erfolgt auf vollkommen analoge
Art und Weise wie im Abschnitt 2.3 und lautet fiir k& > 0, vergleiche dazu (2.89)—(2.91),

N —1
Ky = ®,P;Cl (CyPLCT + Ry,) (2.120a)
X1 = pxp + Dpug + Ky (yr — Crky — Dyug) (2.120Db)
-1
Piy1 = BPu@ + GLQuGE — ®,PCl (CLPLCT + Ry) CyPy®f . (21200)

Wenn der Anfangswert xg bekannt ist, dann setzt man Xy = xg und Py = 0 und fiir
den Fall, dass iiber den Anfangswert keine Information vorliegt, wird typischerweise
X9 = 0 und Py = aE mit o > 1 gewéahlt. Es sei darauf hingewiesen, dass sich auch
diese Darstellung fiir H # 0 und E(wkv;-r) =# 0 analog zu den Diskussionen im letzten
Abschnitt verallgemeinern lassen.

In der Literatur ist es oft iiblich, das Kalman-Filter in einer etwas anderen Form
darzustellen. Dabei wird die optimale Schéitzung des Zustandes x; und der Fehlerkovari-

anzmatrix Py unter Beriicksichtigung von 0, ...,k — 1 Messungen, vergleiche Definition
2.3,
%X, =x(klk—1) (2.121a)
T
P, =P(klk—1) :E([xk—fgk} [k — % | ) (2.121b)

als a priori Schdtzung und die optimale Schitzung von x; und Py unter Beriicksichtigung
von 0, ...,k Messungen

5 = x(k|k) (2.122a)

P(k|k) = E([xk — % [ - xﬂT) (2.122b)

=+
+
Pk

als a posteriori Schitzung bezeichnet. (2.120) kann damit in der 4quivalenten Form

Kalman Verstarkungsmatrix: L, = P, (ofs (CkP,: CT + Rk>_1 (2.123a)
Zustandsschatzung Update: )Ac;: =X, + ﬁk (yk - Cpxp — Dkuk>
(2.123b)
Fehlerkovarianz Update: P; = (E — IAJka)P,; (2.123c¢)
Zustandsextrapolation (2.87): X = ‘I’kﬁz_ +T'pu (2.123d)
Fehlerkovarianzextrapolation (2.88): P, = ®, P/ ®} + G,Q.G} (2.123e)
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fir £ > 0 und die Anfangswerte X; = %o und P, = Py, angeschrieben werden.

Aufgabe 2.14. Zeigen Sie die Aquivalenz der Beziehungen (2.120) und (2.123). Fiihren
Sie dazu in (2.123) folgende Substitutionen durch %, | = Xp11, X, = X3, P | =
Pk+1, P]; = Pk und éktk = Kk

Dem Extended Kalman-Filter (EKF) Entwurf liegt im Allgemeinen ein nichtlineares,
zeitvariantes, zeitkontinuierliches Mehrgréfiensystem der Form

%x = f(x,u,w,t) x(0) = %o (2.124a)

y =h(x,u,v,t) (2.124b)

mit dem n-dimensionalen Zustand x € R", dem p-dimensionalen deterministischen Eingang
u € RP?, dem ¢-dimensionalen Ausgang y € RY, der r-dimensionalen Stérung w €
R" und dem Messrauschen v zugrunde. Da das Kalman-Filter im Normalfall in einem
Digitalrechner implementiert wird, die StellgréBen iiber ein Halteglied nullter Ordnung
(D/A-Wandler) mit der Abtastzeit T, auf den Prozess aufgeschaltet und die Messgrofien
mit der Abtastzeit Tp, iber einen A/D-Wandler abgetastet werden, muss das zu (2.124)
zugehorige Abtastsystem

Xp+1 = Fr(Xp, up, wy) x(0) = %o (2.125a)
Yk = hy(Xg, ug, vi) (2.125b)

berechnet werden. Aus der Vorlesung Automatisierung (Abschnitt 6.2.1) ist bekannt, dass
zur Bestimmung des Abtastsystems die exakte Losung von (2.124) notwendig ist.

Hinweis: Die Losung eines nichtlinearen Differentialgleichungssystems der Form
(2.124) ist bekanntermaflen nur in Spezialfdllen moglich ist. Daher wird im Folgenden
eine Naherungslosung mit Hilfe eines Integrationsverfahrens gesucht. Dazu nimmt
man an, dass die Stellgrofie u(t) und die Stérung w(t) fir das Abtastintervall k7T, <
t < (k + 1)T, konstant sind, d. h. u(t) = u(k1,) = ug und w(t) = w(k1,) = wy, und
integriert die Differenzialgleichung (2.124a) im Abtastintervall

(k+1)T,
X =Xk [ EGe(), ey wis ) de (2.126)
kTq
mit xp11 = x((k+ 1)T,) und x; = x(kTy). Die Approximation des Integrals in
(2.126) kann auf unterschiedliche Arten erfolgen. Im Weiteren sollen lediglich zwei
mogliche Losungen angegeben werden:

(1) Euler-Verfahren

(k+1)Ta
/ F(02(2), 1, Wi ) clt = £(xcpy L1p, Wiy BT0) Tl (2.127)
kT,
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(2) Runge-Kutta Verfahren vierter Ordnung

(k+1)Ta A 2A 2A A
/ e G = e R (2.128)
kT, 6
mit
AXl = f(Xk, ug, Wg, ]{ZTa)Ta
Ax; T,
AXQ—f(Xk+ ,Up, W, kT, + >T
(2.129)

A
Ax3 = f(xk + —

Axy = f(Xk + Ax3, u, W, (k aF 1)Ta)Ta .

T,
, U, W, KTy + > )T

Dabei wurde fiir Axy in (2.129) der linksseitige Grenzwert lim,_, 11y, u(t) =
uy, und limy_, 41y, W(t) = Wy, eingesetzt.

Die Ausgangsgleichung (2.125b) des Abtastsystems erhélt man fiir beide Félle sehr
einfach, indem man die Ausgangsgleichung (2.124b) des zeitkontinuierlichen Mehr-
groflensystems fiir t = k7, auswertet

Yk = h(xg, ug, vi, KTo) = hy(xp, ug, vi) - (2.130)

Nimmt man nun an, dass durch die Beziehungen (2.126)—(2.130) ein Abtastsystem der
Form (2.125) gegeben ist, dann beruht die Idee des Extended Kalman-Filters darauf, dass
fiir die rechte Seite von (2.125a) eine Taylor-Reihenentwicklung um den Punkt x5 = %;,

u; = u; und wy = 0 durchgefithrt und nach dem linearen Term abgebrochen wird, d. h.

N 0 . 0
Xpi1 = Fg (X;, ug, O) + a—Xka (le, uy, O) (Xk — Xk> + aTFk (Xk , U, O)Wk . (2.131)
Analog dazu wird die rechte Seite der Ausgangsgleichung (2.125b) in eine Taylor-Reihe
um den Punkt x; = X,, u; = u; und v, = 0 entwickelt und nach dem linearen Term
abgebrochen

- 0 _ o 0
yvi = hy, (Xk , U, 0) + ﬂhk (Xk , Up, 0) (xk — xk> Ovr —hy, (Xk- , Ug, O) (2.132)
Man beachte, dass hierbei durchgehend folgende vereinfachte Schreibweise
0 0

(2.133)

—F, (X,:, ug, 0) = %Fk(xka ug, Wk)

ox, Xp =X, ,Up=ug,Wi=0

verwendet wurde. Die Beziehungen (2.131) und (2.132) konnen fiir die weiteren Betrach-
tungen kompakter in der Form

X1 = Prxg + 0 + Gpwy (2.134a)
vi = Cpxp + Ug + Vi (2.134b)

mit
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q)k = aiXka ()A{;—, uk,O) l_lk = Fk ()A{]—:, ug, 0) — ‘I’kﬁ]—l_
Gy = %Fk (fc;,uk,o) Ch = %hk (fc,;,uk,o) (2.135)
flk = hk (}A(,;,uk, 0) — Ckf{/; {’k = %hk (}A(];, ug, O)V]c

geschrieben werden. Es ist nun offensichtlich, dass die Struktur des Systems (2.134)
unmittelbar die Anwendung des Kalman-Filters gemafl (2.123) ermoglicht. Die fiir die
Implementierung erforderlichen Rechenschritte werden im Folgenden nochmals zusammen-
gefasst.

(1) Fir das nichtlineare, zeitvariante, zeitkontinuierliche Mehrgroensystem (2.124)
berechne man ein Abtastsystem der Form (2.125).

(2) Der geschitzte Zustand und die Kovarianzmatrix des Schéatzfehlers miissen fiir den
Anfangszeitpunkt mit X, und P initialisiert werden.

(3) Von der Stérung wy, und vom Messrauschen vy, in (2.134) wird wiederum vorausge-
setzt, dass gilt

E(V) =0 B(viv] ) = Redy (2.136a)
E(wy) =0 B(wiw] ) = Qs (2.136b)
E(wk“JT) = (2.136¢)

mit Qj > 0 sowie Ry, > 0 und dem Kroneckersymbol 6y; = 1 fiir k = j und d; = 0
sonst.

(4) Die Iterationsgleichungen des Extended Kalman-Filters lauten dann fiir £ > 0
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o . /.
Ci = 5 (xk ,uk,O) (2.137a)
& —1
Ly, = P, Cf (CkP; CF + Ry) (2.137b)
)A(;: =X, + flk (yk = Ckf(]; = flk) =X, + f;k (yk — hy, <)A(];, ug, 0)) (2.137c¢)
P} = (E—1,Ci)P; (2.137d)
9 ot
= 5 Fy (¢, ux,0) (2.137¢)
9 ot
G = 5. T (xk ,uk,0> (2.137f)
Rpy1 = Biky + By (%0, 0) — By = Fi (5,1, 0) (2.137g)
ug
P, = &P/ &} +G,Q,Gy . (2.137h)

Hinweis: Beim Extended Kalman-Filter Entwurf wird angenommen, dass die li-
nearisierte Transformation von Mittelwert und Kovarianz in guter Genauigkeit dem
Mittelwert und der Kovarianz der nichtlinearen Transformation entspricht. Diese
Annahme trifft im Allgemeinen nicht zu, weshalb zur Verbesserung des Beobach-
terentwurfes fiir nichtlineare Systeme héufig das im nichsten Abschnitt betrachtete
Unscented Kalman-Filter verwendet wird.

Aufgabe 2.15. Das mathematische Modell

— 1 =22+ w1

dt
d 1 T A
qr2 = groexp <_k‘)0wm$% — g+ ws

beschreibt den freien Fall eines Korpers der Masse m und der Querschnittsfliche
A in der Erdatmosphére mit der Hohe z1 und der Geschwindigkeit zo. Der Term
poexp(—z1/k) entspricht dabei der hohenabhéngigen Dichte in der Atmosphére
(po Dichte auf Meereshéhe), womit der Term mit 23 die Verzégerung durch den
Luftwiderstand mit dem Luftwiderstandsbeiwert C,, beschreibt. Weiterhin stellt g
die Erdbeschleunigung dar.

Das Prozessrauschen ist durch die stochastischen Gréfien w; und wo gegeben. Die
Hohe z1 kann iiber die Ausgangsgleichung

y=x1+v

mit dem Messrauschen v ermittelt werden.

Entwerfen Sie fiir die Parameter pg = 1.2kg/m?, g = 9.81m/s?, k = 9100m,
A=0.5m?, m = 100kg, und C,, = 0.5 ein Extended Kalman-Filter, das neben der
Hoéhe x1 und der Geschwindigkeit x2 auch den konstanten Luftwiderstandsbeiwert
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Cy schéatzt. Erweitern Sie dazu das Differentialgleichungssystem um den Zustand
r3 = Cy mit

40+
T T

und der Prozessstorungskomponente ws. Verwenden Sie zur Bestimmung des Ab-
tastsystems das Euler-Verfahren. Nehmen Sie an, dass die nominellen Werte bzw.
Anfangsbedingungen der Gréflen C,, r1 und xo normalverteilt sind. Die entspre-
chenden Werte der Mittelwerte und Varianzen kénnen der nachfolgenden Tabelle 2.1

entnommen werden. Fiir die Simulation nehmen Sie folgende Werte an: C, = 0.6,
21(0) = 39500 m und z2(0) = —10m/s.

Variable Mittelwert  Varianz

Cu 0.5 1
z1(0)  39-10°m 1-10%*m?
x2(0) Om/s 1m? /s

Tabelle 2.1: Mittelwerte und Varianzen der Parameter bzw. der Anfangsbedingungen.

Aufgabe 2.16. Zur Positionsbestimmung eines Fahrzeuges in einem zweidimensio-
nalen Raum (o-Achse: Ost-Koordinate, n-Achse: Nord-Koordinate) soll ein Exten-
ded Kalman-Filter eingesetzt werden. Mehrere Messstationen mit den Koordinaten
(Oi, N;), i =1,..., M messen den Abstand zum Fahrzeug. Die Beschleunigung des
Fahrzeugs in Nord- und Ost-Richtung wird durch weiles Rauschen modelliert. Das
Differenzengleichungssystem

Ok+1 107, O Ok w1k
Nk+1 B 01 0 Ta ng i W2,k
Ov k41 00 1 Of ok w3k
Moy k1 00 0 1] |nuk Wy, k
—_——
Xk+1 P Xk Wi

beschreibt das Fahrzeugverhalten, wobei oj, und n bzw. o, ;, und n,, ;. die Koordinaten
bzw. Geschwindigkeiten des Fahrzeuges bezogen auf den Ursprung eines ortsfesten
Koordinatensystems in Ost- und Nordrichtung zum Zeitpunkt k7; mit der Abtastzeit
T;, bezeichnen und wjy, j = 1,...,4 die Komponenten des Prozessrauschens sind. Im
Weiteren sind durch

yi,k:\/(nk;_Ni)2+(0k—Oi)2+vi,ka i=1,...,M

mit dem Messrauschen v;, ¢ =1,..., M die Entfernungsmessungen des Fahrzeuges
von den Stationen gegeben. Nehmen Sie an, dass alle stochastischen GroBen (wj )
und (v; ) normalverteilt, unkorreliert und mittelwertfrei sind. Die Abtastzeit sei mit

Vorlesung Regelungssysteme (WS 2026/2027)
OW. Kemmetmiiller, A. Kugi, Institut fiir Automatisierungs- und Regelungstechnik, TU Wien



