6 Exakte Linearisierung und Flachheit

Dieses Kapitel befasst sich mit den Grundlagen des Entwurfes von Zustandsriickfithrungen
mithilfe von differentialgeometrischen Methoden. In einem ersten Schritt werden dabei
die grundlegenden Ideen und Beziehungen auf Basis einer Darstellung in lokalen Koor-
dinaten dargestellt. Eine genauere differentialgeometrische Deutung der Begriffe erfolgt
anschliefend im Anhang A.

6.1 Eingangs-Ausgangslinearisierung
Obwohl die hier dargestellte Theorie auch auf allgemeinere nichtlineare Systeme der Form

x = f(x,u) (6.1a)

y = h(x,u) (6.1b)

anwendbar ist, wollen wir uns der Einfachheit halber im Weiteren auf die Klasse der
nichtlinearen Systeme mit affinem Eingang (englischsprachig affine input systems oder
kurz Al-systems)

x = f(x) + g(x)u (6.2a)
y = h(x) (6.2b)

mit dem Zustand x € R"™, dem Eingang u € R, dem Ausgang y € R, den glatten
Vektorfeldern f(x) und g(x) sowie der glatten Funktion h(x) beschrénken.

Aufgabe 6.1. Zeigen Sie, dass die Parallelschaltung, die Hintereinanderschaltung, die
Inversion und die Riickkopplung von AI-Systemen wiederum auf AI-Systeme fiihrt.

Untersucht man nun die zeitliche Anderung von y entlang einer Losungskurve von (6.2),
so erhalt man

_ong_on
y_ﬁxx_ﬁx

In (6.3) beschreiben die Ausdriicke L¢h und Lgh die Lie-Ableitung der skalaren Funktion
h(x) entlang der Vektorfelder f(x) bzw. g(x). Nimmt man nun an, dass gilt Lgh(X) # 0,
dann kann in einer Umgebung & C R™ von X das System (6.2) durch die Zustandsriick-
fithrung

(f(x) + g(x)u) = Leh(x) + Lgh(x)u . (6.3)

1
Lgh(x)

u =

(—Lgh(x) +v) (6.4)
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in ein lineares System erster Ordnung vom neuen Eingang v zum Ausgang y der Form
y=v (6.5)

tberfithrt werden. Ist nun der Ausdruck Lgh(x) von (6.3) identisch Null in einer Um-
gebung U von X, so errechnet sich die zeitliche Anderung von g = Lgh(x) entlang einer
Losungskurve von (6.2) zu

o OLeh(x)_ OLeh(x)
YT x S 0x
Man beachte an dieser Stelle, dass L]f’fh(x), k € IN durch die Rekursion

(f(x) + g(x)u) = LFh(x) + LgLeh(x)u . (6.6)

LEh(x) = Le(Lf'h(x)),  Lgh(x) = h(x) (6.7)

definiert ist. Dies fithrt unmittelbar zur Definition des relativen Grades eines AI-Systems
(6.2).

Definition 6.1 (Relativer Grad eines Eingréfiensystems). Das System (6.2) hat den
relativen Grad r an der Stelle X € U, wenn

(A) LgLEh(x) =0,k =0,...,7r — 2 fiir alle x in der Umgebung ¢/ von X und
(B) LgLi 'h(X) #£0.

Man {iberzeugt sich nun leicht, dass der relative Grad r exakt der Anzahl an zeitlichen
Differenziationen entspricht, die auf den Ausgang y angewandt werden muss, damit
erstmalig der Eingang u explizit erscheint. Dazu betrachte man nachfolgende Kette

y=h(x)
y = Lgh(x) + Lgh(x) u
T
i = LEh(x) + LgLeh(x) u
—_——
=0 (6.8)

y Y = LI h(x) 4 LgLi~2h(x) u
=0

y(") = LEh(x) + LgLi th(x)u .
Offensichtlich fithrt das Zustandsregelgesetz

1

u= m(—L?h(x) + ) (6.9)

zu einem linearen Eingangs-Ausgangsverhalten in Form einer r-fachen Integratorkette

Yy = . (6.10)
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Beispiel 6.1. Betrachtet man ein lineares zeitinvariantes Eingrofiensystem

x = Ax + bu (6.11a)
y=c'x (6.11b)

mit einem relativen Grad r, so lauten die Bedingungen (A) und (B) von Definition
6.1

(A) cb=cTAb=...=cTA"?b=0 (6.12a)
(B) cTA™'b#£0. (6.12b)

Da sich die zu (6.11) zugehorige Ubertragungsfunktion in der Form

Gls) = cT(sE— A)"'b = %cT (E - ‘:*)_113 . i(‘i‘)jb (6.13)

schreiben lisst, erkennt man sofort, dass der erste nichtverschwindende Term fiir
j = r —1 mit s" im Nenner auftritt. Der relative Grad eines linearen zeitinvari-
anten Eingréflensystems entspricht also der Graddifferenz zwischen Nenner- und
Zéahlerpolynom der zugehérigen Ubertragungsfunktion.

Mit Hilfe eines (lokalen) Diffeomorphismus z = ®(x) kann das System (6.2) mit dem
relativen Grad r auf die so genannte Byrnes-Isidori Normalform transformiert werden.
Eine nichtlineare Zustandstransformation der Form

z = : = ®(x) (6.14)

Pn(x)

mit den Eigenschaften, dass (A) ®(x) invertierbar ist fiir alle x in einer offenen Umgebung
U C R™ eines Punktes X (d.h., es existiert ein ®71(z) so, dass gilt ®~1(®(x)) = x)
und (B) sowohl ®(x) als auch ®~!(z) glatte Abbildungen sind, nennt man lokalen
Diffeomorphismus.

Lemma 6.1 (Zustandstransformation auf Byrnes-Isidori Normalform). Angenommen,
dass System (6.2) hat relativen Grad r < n an der Stelle X. Wenn r echt kleiner als n
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ist, dann findet man immer (n —r) Funktionen ¢p41(X),...,on(X) so, dass mit
h(x)
Leh(x)
21 :
z=|:|=®(x)= |Li 'h(x) (6.15)
Zm ¢r+1(x)
[ dn(x) ]
ein lokaler Diffeomorphismus in einer Umgebung U von X gegeben ist. Im Weiteren
ist es immer maglich, die Funktionen ¢pi1(X),...,¢0n(X) so zu wdhlen, dass gilt

Letp(x) =0, k=r+1,...,n, firallex eU.

Der Beweis dieses Lemmas ist in der am Ende angefiihrten Literatur nachzulesen.

Wendet man nun die nichtlineare Zustandstransformation (6.15) auf das System (6.2) an,
dann erhélt man unter Zuhilfenahme von (6.8) das transformierte System in Byrnes-Isidori
Normalform

21 = 29

22 z3
¥y . (6.16a)

Z = Lih(®7Y(z)) + LgLy 'h(®7(2))u = b(z) + a(z)u

Zrp1 = Ledry1 (27(2)) + Lgdria (‘I’_I(Z)) u = qr41(2)

=0
Y : (6.16b)
e = Legn(®71(2)) + Lgn (®7(2)) u = gu(2) -
\_;/0_/
y== (6.16¢)

Satz 6.1 (Exakte Eingangs-Ausgangslinearisierung). Angenommen, das System (6.2)
hat relativen Grad r < n an der Stelle X. Das Zustandsregelgesetz

1 1
o) @ F ) = LeLi 'h(x)

transformiert das System (6.2) bzw. (6.16) in einer Umgebung U von X in ein System
mit einem linearen Eingangs-Ausgangsverhalten vom neuen Eingang v zum Ausgang
y mit der Ubertragungsfunktion

u =

(=Lih(x) +v) (6.17)

G(s)=— . (6.18)
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Der Satz ist auf triviale Art und Weise durch Einsetzen von (6.17) in (6.16) zu zeigen.
Man iiberzeugt sich im Weiteren einfach davon, dass durch die Wahl des neuen Eingangs
v in der Form

T T
v==) aj 1z +0=—) aj_lL%_lh(x) + (6.19)
j=1 7=1

das Nennerpolynom der Ubertragungsfunktion G (s) vom Eingang ¢ zum Ausgang vy,

~ 1
G(s) = 6.20
(5) ST+ a1 4+ . +ais+ag’ (6.20)
iber die Koeffizienten a;, j = 0,...,r — 1 frei vorgegeben werden kann.
Beispiel 6.2. Fiir das System
—x cos(z2)
X = |cos(z1)cos(xg) | + 1 u (6.21a)
i) 0
Yy =3 (6.21b)

berechne man ein Zustandsregelgesetz nach der Methode der exakten Eingangs-
Ausgangslinearisierung. Der relative Grad von (6.21) errechnet sich geméf

cos(z2)
Leh(x)=[0 0 1| 1 [=0, Lgleh(x)=1#0 (6.22)
T O
ox 3 N——
g(x)

zu r = 2. Mit ¢1(x) = h(x) = z3 und ¢a(x) = Lgh(x) = z2 sind die ersten
beiden Komponenten der Zustandstransformation geméf (6.15) auf Byrnes-Isidori
Normalform festgelegt. Die dritte Komponente ¢3(x) wird so gewéhlt, dass ®(x) ein
(lokaler) Diffeomorphismus ist und gilt

5 cos(z2) 5 5
Leda() = 5-0s0) | 1| = S galx)cos(an) + 5 0a(x) =0 (623)
0

Eine genauere Untersuchung der partiellen Differenzialgleichung (6.23) zeigt, dass
jede Funktion mit dem Argument sin(z2) — x1 eine geeignete Losung darstellt. Im
Weiteren bestétigt die Jacobi-Matrix von ®(x)

o o I3 0 0 1
a—x@(x) = T2 =10 1 of , (6.24)
sin(zg) — o1 —1 cos(z2) O
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dass ®(x) ein Diffeomorphismus ist. Das System (6.21) in Byrnes-Isidori Normalform
lautet

. 21 = 22 a
> ‘{2’2 = L2 (@ 1(2)) + LgLeh(®71(2))u = b(z) + a(z)u (6.25)
% {25 =Leds(®(2)) = g3(2) (6.25b)
Y=z (6.25¢)
mit
L2h(x) = cos(x1) cos(z2) , (6.26a)
LeLeh(x) =1, (6.26Db)
Legs(x) = 235 + cos(z1)(cos(xz))? (6.26¢)

und der inversen Zustandstransformation

sin(zg) — 23
x=® 1(z) = 2 : (6.27)

<1

Dementsprechend lautet (6.25)

Ja =2 )
1 -{z’z = cos(sin(z2) — 2z3) cos(z2) + u (6.28a)
Yo :{733 = (sin(22) — 23)3 + cos(sin(z2) — Zg)(cos(zz))Q ‘ (6.28D)

Man beachte, dass fiir die Berechnung des Zustandsregelgesetzes (6.17), (6.19) der
exakten Eingangs- Ausgangslinearisierung die Transformation auf Byrnes-Isidori Nor-
malform (6.28) nicht notwendig ist. Man kann mit (6.17), (6.19) direkt das Regelgesetz
in den Originalkoordinaten x berechnen

u = — cos(x1) cos(xa) — aprs — a1re + U . (6.29)

Auffallig bei dieser Vorgehensweise ist jedoch, dass fiir r < n das Eingangs-Ausgangsver-
halten des durch das Zustandsregelgesetz (6.17) riickgekoppelte System durch ein
System niedrigerer Ordnung (nédmlich r) als die Systemordnung n beschrieben wird,
vergleiche (6.2) bzw. (6.16) mit (6.18) bzw. (6.20). Aus den Grundlagen der Rege-
lungstheorie linearer Systeme weifl man, dass dieser Unterschied in der Dimension
des Zustandsmodells und des Eingangs- Ausgangsmodells auf die Nichterreichbarkeit
und/oder Nichtbeobachtbarkeit des Systems zuriickzufithren ist. Im Weiteren ist be-
kannt, dass ein instabiles nichterreichbares und/oder nichtbeobachtbares Teilsystem
dazu fithrt, dass die Regelstrecke mit der vorliegenden Aktor-Sensorkonfiguration
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durch keinen wie auch immer entworfenen Regler stabilisiert werden kann. Offen-
sichtlich fithrt das Zustandsregelgesetz (6.17), (6.19) nur dann zu einem stabilen
geschlossenen Kreis, wenn das — wie sich im kommenden Abschnitt noch zeigen wird
— nichtbeobachtbare Teilsystem Yo geméaf (6.16) (asymptotisch) stabil ist.

6.2 Nulldynamik

Im ersten Schritt soll das so genannte Output-Zeroing Problem erlautert werden. Dabei
stellt man sich die Frage, wie der Anfangszustand xo und die Stellgrofie u(t) des Systems
(6.2) aussehen miissen, damit der Ausgang y(t) fiir alle Zeiten ¢ identisch Null ist. Diese
Frage kann sofort mit Hilfe der Byrnes-Isidori Normalform (6.16) beantwortet werden.
Dazu fasst man zur kompakteren Schreibweise die Zustdnde des Teilsystems ¥ und 39 in
zwei Vektoren der Form

21 Zr+1

Zr Zn
zusammen und schreibt das System (6.16) nochmals in einer etwas kompakteren Darstel-
lung an

21 = Z2
20 =2z
Y (6.31a)
Z =0b(&n) +a(&nu
% {n =a&n) (6.31b)
y==z. (6.31c)
Es ist nun unmittelbar einsichtig, dass aus y(t) = h(x) = 21 = 0 folgt
y=Leh(x) =20=0,
j=Lin(x)=23=0,

(6.32)
yr1) = Ly 'h(x) =2 =0
fiir alle Zeiten t. Im Weiteren muss die StellgréBe u(t) folgender Bedingung
b(0,n(t))
b(0,m) +a(0,m)u=0=u(t) = ——— 6.33
(0,1) +a(0,1) 1) =~ o-mi)] (6.33)

geniigen, damit auch z,. = Lih(x) = 0 fiir alle Zeiten ¢ gilt, siehe (6.31). Dabei ist mit n(¢)
eine Losung der Differenzialgleichung

i1 =q(0,7m) (6.34)
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fiir den Anfangszustand £(0) = 0 und 1(0) = n, beliebig gemeint. Die Differenzialgleichung
(6.34) beschreibt nun jene so genannte interne Dynamik des Systems, die dadurch entsteht,
dass der Anfangswert und die Eingangsgroe in (6.31) bzw. (6.2) so gewdhlt wurden, dass
der Ausgang y(t) fir alle Zeiten ¢ identisch verschwindet. Diese interne Dynamik (6.34)
wird auch als Nulldynamik bezeichnet. Geometrisch lasst sich dies so interpretieren, dass
die Trajektorien des Systems (6.2) fiir die Stellgréfie u(¢) nach (6.33) fiir alle Zeiten auf der

Mannigfaltigkeit Mq = {x € R"|h(x) = L¢h(x) =, ..., L 'h(x) = 0} verbleiben, sofern
der Anfangszustand xg in M¢ liegt.

Beispiel 6.3. Man betrachte das lineare zeitinvariante Eingréflensystem

x = Ax + bu (6.35a)
y=c'x (6.35b)
mit dem relativen Grad r und der Ubertragungsfunktion

bo+bis+...4+by_ps""
ag+ar1s+ ... +ap_15" 1L+ sn’

G(s) = bor £ 0. (6.36)

Liegt das System in 1-ter Standardform (Steuerbarkeitsnormalform) vor, so lauten
die Systemmatrizen A, b und c

_ - o bo
0 0 0 .
0 0 1 0 0 ) )
A= ST |, b=1i], c= %¢. (6.37)
0 0o ... 0 1 0 )
—ap —ai ... —Qp—9 —AaAp—-1 1 )
L _ L~ o |

Um nun das System (6.37) auf Byrnes-Isidori Normalform zu transformieren, fithrt
man geméaB (6.15) folgende (lineare) Zustandstransformation ein

_ - cTx
Z.l cTAx
zZ = [61 = cr =Tx = |cTA™ x| . (6.38)
n Zr41
. ml
- Zn -
. a:.n_’r‘ -
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Man iiberzeugt sich leicht, dass T regulér ist, denn T hat folgende Struktur

br—r 0 0
¥ by 0
<**> n—r
* bp—r
T=|/10 0 ... 00 0 ... . (6.39)
0O 0 ... 1 0O 0 ... O
L n—r Spalten r Spalten J

Das System (6.35) im transformierten Zustand z lautet demnach (Byrnes-Isidori
Normalform)

Y1 . (6.40a)
2. =cTA'"T 'z +cTA" Tbu

% {n =Pe+Qn (6.40b)
y==z. (6.40c)

Aus (6.35) und (6.37) erkennt man sofort, dass fiir die Komponenten von nt =
[Zra1y vy 2n] = [T1, oy Tn_y] gilt

a':j:a:jﬂ, jzl,...,n—r (6.41)

und aus der Beziehung z; = ¢'x = bgxy + ... + bp—r&p—r41 lésst sich 41 in der
Form (man beachte b,,—, # 0 nach (6.36))

1

Tp—r+1 = b (21 — bowl i bn_r_lxn_r) (6.42)

n—r
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berechnen. Damit sind die Matrizen P und Q des Teilsystems 3o von (6.40) wie folgt

0 1 0
0 0 0
Q= : : : (6.43a)
0 0 0 1
_ bO _bil _bn77'72 _bn77~,1
L bn—r bn—'r bn—r bn—'r J
0
P= : (6.43D)
0 0 0 0
1
g 0 0 0
gegeben. Gemaf (6.34) lautet die Nulldynamik des Systems (6.40)
n=Qn, (6.44a)
n(0) =no , (6.44D)
wobei das charakteristische Polynom der Matrix Q wie folgt
bo+bis+ ...+ byp18" 4B, (6.45)

aussieht. Man erkennt also, dass die Eigenwerte der Nulldynamik (6.44) fiir den
Ausgang y identisch zu den Nullstellen der zugehérigen Ubertragungsfunktion G(s)
geméf (6.36) sind.

Aufgabe 6.2. Berechnen und analysieren Sie die Nulldynamik des Systems

T3 — T3 0

X=| —x2 |+ |-1|u (6.46a)
72 — x3 1

Y=z . (6.46Db)

Ohne Einschriankung der Allgemeinheit sei fiir das Weitere angenommen, dass x = xp = 0

eine Ruhelage des Systems (6.2) fir u = ur = 0 ist, d.h. £(0) = 0, und dass gilt
T

h(0) = 0. Die Ruhelage zp = {ﬁﬁ,nﬁ] = ®(xp) des zugehorigen Systems in Byrnes-

Isidori Normalform (6.16) lautet dann £ = 0 (vergl. (6.15), (6.30)) und np errechnet

sich als Ruhelage der Nulldynamik (vergl. (6.34))

0= q(Ov 773) : (6'47)
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Definition 6.2 (Phasenminimales nichtlineares System). Man nennt nun das System
(6.2) lokal asymptotisch (exponentiell) phasenminimal an xz = 0, wenn die Ruhelage
np der Nulldynamik (6.34) lokal asymptotisch (exponentiell) stabil ist.

Man beachte an dieser Stelle, dass geméfl Definition 6.2 die Eigenschaft der Phasenmi-
nimalitdt von der Ruhelage xp abhangt und sich somit fiir ein und dasselbe System von
Ruhelage zu Ruhelage auch unterscheiden kann. Betrachtet man nun das System (6.2) in
Byrnes-Isidori Normalform (6.31)

21 = 29
Zo = 23
: (6.48)
Zr = b(&m) +a(§ nu
i =a(§mn)
Y=z
und setzt das Regelgesetz (6.17) und (6.19) mit o = 0 ein, also
1 T
u=——=|-b&n) - aj1§
CL( 777) j=1
(6.49)
1 " 1
=— | —L{h(x) = ) a;1L2 h(x) |,
LgL;_lh(X) ( f ( ) ]Zl j—1L¢ ( ))
so ergibt sich der geschlossene Kreis zu
E=A¢ (6.50a)
i =q(§n) (6.50D)
Yy=2z1= fl (6500)
mit
0 1 0
A =] : h . (6.50d)
0 0 .. 1

—ap —a1 —Ar_2 —0r_1

Man erkennt unmittelbar, dass das Teilsystem 7 = q(&,n) iber den Ausgang y nicht
beobachtbar ist, denn der Zustand 1 hat auf die Ausgangsgrofie y weder einen direkten
Einfluss noch einen indirekten Einfluss iiber den Zustand &. Wahlt man nun die Koef-
fizienten a;, j = 0,...,7 — 1 in (6.50) so, dass A, eine Hurwitzmatrix ist, und ist das
System (6.2) gemaf Definition 6.2 lokal exponentiell phasenminimal an xp = 0 (entspricht
& =¢&;=0und n =np), d.h. simtliche Eigenwerte von 2—3(0, nr) haben echt negativen
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Realteil, dann ist auch die Dynamikmatrix des um die Ruhelage £ = £ =0 und n = np
linearisierten geschlossenen Kreises (6.50)

i Ag _ A, 0 A€
dt |~An‘| [%g(oanR) 32(0,?73)] [An] (6'51)

eine Hurwitzmatrix.

Aufgabe 6.3. Zeigen Sie, dass die Dynamikmatrix von (6.51) eine Hurwitzmatrix ist,
wenn A, und g—g(o,n r) Hurwitzmatrizen sind.

Nach Satz 3.8 ist damit die Ruhelage xp = 0 bzw. £ = £ = 0 und n = np des
geschlossenen Kreises (6.50) lokal asymptotisch (exponentiell) stabil.

Offensichtlich fithrt die Methode der exakten Eingangs-Ausgangslinearisierung fiir
das System (6.2) nur dann zu einem stabilen geschlossenen Kreis, wenn das System
asymptotisch (exponentiell) phasenminimal ist. Diese Eigenschaft kann nun sehr einfach
mit Hilfe der indirekten Methode von Lyapunov nach Satz 3.8 ohne explizite Berechnung
der Nulldynamik {iberpriift werden. Dazu schreibe man das um die Ruhelage xp = 0,
upr = 0 linearisierte System (6.2) in der Form

%AX = AAx + bAu (6.52a)
Ay =cTAx (6.52b)
mit
of )
A= (X)(XR) n ((f{)(xR)uR : (6.52¢)
b = g(xr) , (6.52d)
v (Oh

c:<&)@m (6.52¢)

an. Die Eigenwerte der linearisierten Nulldynamik entsprechen nun gerade den Nullstellen
der Ubertragungsfunktion (siehe u.a. auch (6.36), (6.44) und (6.45))

G(s)=cT(sE—A)"'b. (6.53)

Nach Satz 3.8 ist das System lokal asymptotisch (exponentiell) phasenminimal an xz = 0,
ur = 0, wenn sdamtliche Nullstellen von G(s) von (6.53) echt negativen Realteil haben
und es ist lokal nicht phasenminimal an xz = 0, ug = 0, wenn zumindest eine Nullstelle
von G(s) in der rechten offenen komplexen Halbebene liegt.

6.3 Eingangs-Zustandslinearisierung

Das Problem der Nulldynamik tritt offensichtlich nicht auf, wenn der relative Grad r = n
ist. Angenommen, das System (6.2) mit dem Ausgang y = h(x) hat den relativen Grad
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r = n, dann ldsst sich das System durch die Zustandstransformation (Diffeomorphismus)
(vergl. dazu (6.15))

) hx)
2= || =dx) = th:(x) (6.54)
- L hix)

und die StellgréBentransformation (vergl. dazu (6.17))

1 1 nh(s) + v
U= g (U@ ) = s (LR + ) (6.55)

auf ein im neuen Zustand z exakt lineares System der Form

0 1 0 0
z= | lz+ | |v (6.56)
1 0
0 0 1

mit der neuen Eingangsgroflie v transformieren. Man bezeichnet (6.56) oft auch als die
Brunovsky Normalform und z den Brunovsky Zustand des Systems (6.2).

Auch wenn die Ausgangsgrofie y = h(x) des Systems (6.2) einen relativen Grad r < n
hat, kann man sich die Frage stellen, ob eine fiktive Ausgangsgrofie y = A(x) existiert, die
einen relativen Grad r = n besitzt. Nach Definition 6.1 muss \(x) folgenden Bedingungen
geniigen:

(A) LgLi\(x) =0, k =0,...,n — 2 fiir alle x in der Umgebung ¢/ von X und
(B) LeLi 'AR) #0.

Wie man erkennt, muss A(x) mehrere partielle Differenzialgleichungen hoherer Ordnung
erfiillen, da beispielsweise der Ausdruck LgLgA(x) folgende Form

Ll () = 2 ( (52200 £60) )2 (6.57)
hat. Man kann nun die partiellen Differenzialgleichungen hoherer Ordnung fiir A(x) in ein
System von partiellen Differenzialgleichungen erster Ordnung vom so genannten Frobenius-
Typ tuberfithren. Dazu muss der Begriff der Lie-Klammer [f,g] bzw. der Lie-Ableitung
L¢g eines Vektorfeldes g(x) entlang eines Vektorfeldes f(x) eingefiihrt werden, welche in
Koordinaten folgendermafien definiert ist

g of

£, 2](%) = Lrg(x) = Sot(x) — 5 g(x) . (6.59)
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Analog zur k-fach wiederholten Lie-Ableitung einer skalaren Funktion (6.7) ldsst sich auch
die k-fache Lie-Klammer rekursiv in der Form

adfg(x) = |f,adf 'g|(x),  adfg(x) = g(x) (6.59)
mit dem Operator ad definieren. Mit Hilfe der Beziehung
L[f7g])\(x) = Lng)\(X) - LgLf)\(X) (660)

lassen sich die pDGlen hoherer Ordnung

LgA(x) =0,
LgLeA(x) =0,
e (6.61)
LgLi 2A\(x) =0,
LgLi 'A(X) # 0
in ein System von pDGlen erster Ordnung vom Frobenius-Typ
LgA(x) =0,
Ladfg(x)A(X) =0,
e (6.62)
Lad?72g(x))\(x) - O ,

umschreiben. Man erkennt unmittelbar, dass aus LgA(x) = 0 und LgLeA(x) = 0 folgt

Ladeg(x)A(x) = L LgA(x) — LgLgA(x) = 0 . (6.63)
=0 =0

Rekursive Anwendung von (6.60) zeigt, dass aus LgA(x) = 0, LgLgA(x) = 0 und
LgL2A(x) = 0 folgt

Lad?g(x))‘(x) = L[f,adfg](x))‘<x)
= Lf Ladfg(x))\(x) —Ladfg(X)Lf)\(X)
—_————— —_——

=0 [£.8] (x)
(6.64)
= — Lf LgLf)\(X) —LgLfo)\(X)
=0
=LgLiN(x) =0.
—_————

=0

Alle weiteren Beziehungen lassen sich auf analoge Art und Weise zeigen. Die Existenz
einer Losung A\(x) des Systems von pDGlen erster Ordnung (6.62) kann nun mithilfe des
folgenden Satzes iiberpriift werden.
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Satz 6.2 (Existenz eines Ausganges mit relativem Grad r = n). Es existiert genau
dann eine Lésung \(x) des Systems von pDGlen erster Ordnung (6.62) in einer
Umgebung U des Punktes X, wenn

(A) die Matrix [g,adfg, e ,ad?_lg} (X) den Rang n besitzt und

(B) die Distribution D = span{g,adfg,...,adF_Qg} in einer Umgebung U des
Punktes X involutiv ist.

In diesem Fall nennt man das System auch exakt eingangs-zustandslinearisierbar in
der Umgebung des Punktes X.

Der Beweis dieses Satzes beruht auf dem Theorem von Frobenius, siehe Anhang A, und
ist in der am Ende angefiihrten Literatur nachzulesen. Zur Erinnerung sei angemerkt, dass
man eine Distribution D involutiv nennt, wenn fiir jedes Paar von Vektorfeldern fi(x),
fQ(X) € D gilt [fl,fg](x) e D.

Beispiel 6.4. Als einfaches Beispiel betrachte man den flexiblen Roboterarm von
Abbildung 6.1.

Abbildung 6.1: Einfacher elastisch gekoppelter Roboterarm.

Waéhlt man als Zustandsgréfen die Winkel 7 und x4 sowie die Winkelgeschwin-
digkeiten &1 = x3 und &2 = x4 des Antriebsmotors und des Roboterarmes und als
Eingangsgrofle das Motormoment u, so erhilt man die Bewegungsgleichungen in der
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Form
T3 0
Ty 0
X = + U . (6.65)
i+ Lpy— Yy 1
Ll Tt T s IR
o € Mgl _d2
LT — T2 — cos(z2) T4 0
——
=f(x) =g(x)

Dabei bezeichnet ¢ die lineare Steifigkeitskonstante der elastischen Kopplung, m die
Masse des Roboterarmes, g die Gravitationskonstante, [ den Abstand von der Antrieb-
sachse zum Schwerpunkt des Roboterarmes und I bzw. di, k = 1,2 beschreiben die
Massentragheitsmomente sowie die viskosen Reibungskonstanten des Antriebsmotors
und des Roboterarmes.

Um nun zu untersuchen, ob das System (6.65) exakt eingangs-zustandslinearisierbar
ist, miissen die Bedingungen (A) und (B) von Satz 6.2 tiberprift werden. Eine einfache

Rechnung zeigt, dass gilt

0 =1 _d < ﬁ
I I2 I? r
d d2 d3 _ 0 0 0 12611
rang\ |g, adsg, adygg, adeg| | = rang 1 dy d2 c d3 2cdy
Lo o Inn
0 0 7 c (4 yd
I2 1y ICYIRWE Iz

(6.66)

fiir alle x € R*. Da séimtliche Vektorfelder g, adeg, ad?g und ad}g unabhiingig von
x sind, sind sdmtliche Lie-Klammern identisch Null (vergl. (6.58)), weshalb die
Distribution D = span{g, adsg, ad%g} sicherlich involutiv ist. Damit ist nach Satz

6.2 die Existenz einer Losung A(x) des Systems von pDGlen erster Ordnung (vergl.
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(6.62))
Lar(x) = ~ -9 ax) =0 (6.67a)
& N I; Oxs N ’
1 0 di 0
L _ —_— o .
adrg(x)A(X) I 8x1/\(x) + 2 8903/\(X) 0 (6.67b)
d1 0 d% c 0 C 0
L AX)=——5=—A\ = — = |7 — A
ad?g(X) (X) _[12 85[31 (X) + (Iii 112 a$3 (X) + IQIl ax4 (X) (667C)
=0
c &\ o c 0
ad?g(X) (X) <112 I?) a$1 (X) I2-[1 8$2 (X)
2cd;  d3\ O c (di  da\ O (6.67d)
— — = |=A — | = —A
( IR If) I e <11 * 12> foy ")
= B(x)
fir ein B(X) # O garantiert. Wéhlt man f(x) = —£7 # 0, dann erhélt man
als Losung von (6.67)A(x) = z2. Diese Losung kann man auch direkt aus den

Bewegungsgleichungen (6.65) erraten, wenn man sich in Erinnerung ruft, dass man
jene Grofle mit relativem Grad r = n = 4 sucht, die man r = n = 4 mal differenzieren

muss, damit erstmalig die Eingangsgréfie u explizit erscheint.

Aufgabe 6.4. Zeigen Sie, dass das System

0 exp(x2)
x = |z + 23| + |exp(z2) |u

T — X2

mit dem relativen Grad » = n = 3.

(6.68)

exakt eingangs-zustandslinearisierbar ist und berechnen Sie alle moglichen Ausgénge

Fir das Folgende nehme man an, dass der Ausgang y = h(x) des Systems (6.2) den
relativen Grad r = n hat. Geméf (6.8) lassen sich dann die Ausgangsgrofe y und deren

zeitliche Ableitungen wie folgt anschreiben

y = h(x)
y = Leh(x)
j = LEh(x)

y" ) =L h(x)
y™ = LEh(x) 4+ LgLP ' h(x)u .

(6.69)

Da die Zustandstransformation (6.54) reguldr ist, kann damit der gesamte Zustand x
durch die Ausgangsgrofie y und deren zeitliche Ableitungen bis zur Ordnung (n — 1)
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parametriert werden, d.h.

X =, (y, Uyoons y("fl)) = <I>*1(z), z! = [y,g), e ,y(”*l)] . (6.70)

Im Weiteren lésst sich aus der letzten Zeile von (6.69) die Eingangsgrofie u ebenfalls durch
die Ausgangsgrofle y in der Form

y" — Lgh(®'(2)) T

u =1y (y, Uyoons y(”)> = LgL?_lh('I'_l(z)) , z5 = {y, Uyoro, y("_l)} (6.71)

parametrieren.

Ein dynamisches System der Form (6.2), deren Systemgrofien (Zustinde und Eingangs-
grofen) sich alle durch eine Ausgangsgrofie y und deren zeitliche Ableitungen parametrieren
lassen, wird als differenziell flach bezeichnet. Den Ausgang y nennt man in diesem Zu-
sammenhang auch flachen Ausgang. Eine genauere Definition flacher Systeme wird noch
im spéateren Teil dieses Kapitels gegeben. Aus dem bisher Gesagten ist aber bereits unmit-
telbar nachvollziehbar, dass im Eingréfienfall ein exakt eingangs-zustandslinearisierbares
System der Form (6.2) auch differenziell flach ist und jeder Ausgang mit relativem Grad
r = n einem flachen Ausgang des Systems entspricht. Satz 6.2 gibt somit notwendige und
hinreichende Bedingungen dafiir an, dass das Eingrofensystem (6.2) differenziell flach ist
und durch (6.70) und (6.71) ist die Parametrierung der Systemgrofen als Funktion des
flachen Ausgangs und dessen Zeitableitungen bis zur Ordnung n gegeben.

6.4 Trajektorienfolgeregelung
Im ersten Schritt nehme man an, dass der Ausgang y € R des Systems

x = f(x) + g(x)u, x(0) = %o (6.72a)

y = h(x) (6.72b)
mit dem Zustand x € R", dem Eingang u € R, den glatten Vektorfeldern f(x) und g(x)
sowie der glatten Funktion h(x) den relativen Grad r = n besitzt und somit einen flachen
Ausgang des Systems reprasentiert. Die zu losende Trajektorienfolgeregelungsaufgabe
besteht nun darin, einen Regler so zu entwerfen, dass der Ausgang y einer vorgegebenen,
hinreichend oft stetig differenzierbaren (zumindest n-fach) Solltrajektorie y4(t) folgt.
GeméB Lemma 6.1 lasst sich das System (6.72) auf Byrnes-Isidori-Normalform

21 = 292

22 = Z3
(6.73)
i = LEh(®71(2)) + Ll 'h (@7 (2) Ju

y=z
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mit dem neuen Zustand

h(x) Y

a=|1|=®x) = Lf}f(’o - y (6.74)

21

Zn

Ly h(x) y(=1)

transformieren.
Unter der Voraussetzung, dass der gesamte Zustand x messtechnisch erfasst werden
kann, fiihrt das Regelgesetz

(6. 0‘)) (] 1)

fiir geeignet gewahlte Koeffizienten aj, j = 0,...,n — 1 zu einer exponentiell stabilen
Fehlerdynamik. Setzt man namlich das Regelgesetz (6.75) in (6.73) ein, dann lautet die
Dynamik des Trajektorienfehlers z1, = y — yg unter Verwendung von (6.74)

_ 0 -
Zle 0 0 1 . 0 Zle
= e : Sl (6.76)
Zne 0 0o ... 0 1 Zne
> |~a —ar ... —an-2 —an1] 2
Ac
wobei aj, j = 0,...,n — 1 die frei wihlbaren Koeffizienten der Fehlerdynamikmatrix A,

darstellen.

In den meisten praktischen Anwendungen steht nicht der gesamte Zustand messtechnisch
zur Verfiigung. Im Folgenden werden daher zwei Verfahren vorgestellt, wie dieses Problem
gelost werden kann.

6.4.1 Exakte Feedforwardlinearisierung mit Ausgangsstabilisierung

Fiir den Fall, dass iiberhaupt keine Messung vorliegt, kann auf Basis der flachheitsbasierten
Parametrierung von (6.70) und (6.71) eine flachheitsbasierte Steuerung ug(t) in der Form

Xd = ¢1 (yda yda ey yt(jn 1)> (I’_l(zd>7 Z}‘ = {yd, yd, e y((in 1)} (677&)
(n) n
. n Yy — LEh(x
ug = Py (yd, Yds - - - yé )> = d,—f(d) (6.77b)

LgLi ' h(xa)

entworfen werden. Es gilt nun folgender Satz:
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Satz 6.3 (Exakte Feedforwardlinearisierung). Wenn die gewiinschte Solltrajektorie
ya(t) konsistent mit den Anfangsbedingungen xo des Systems (6.72) ist, d.h. xog =
Py (yd(O),yd(O), e ,y((in_l)(())) = ®(zg), das mathematische Modell der Strecke
exakt ist, keine Parameterschwankungen auftreten und keine Storungen auf das System
wirken, dann fiihrt die flachheitsbasierte Steuerung u = uq(t) gemaff (6.77) angewandt
auf das System (6.72) fir alle Zeiten t > 0 dber die Zustandstransformation z = ®(x)
zu einem identischen Verhalten wie das System

Zi:ZZ'Jrl, izl,...,n—l (678&)
b =y (6.78b)

mit dem Anfangswert z(0) = zg = ®(x). Die flachheitsbasierte Steuerung u = uq(t)
wird auch als exakte Feedforwardlinearisierung bezeichnet. Sind die Anfangsbedin-
gungen nicht konsistent, aber xq ist hinreichend nahe bei ®~'(zo), und weichen die
Modellparameter von den Streckenparametern nur hinreichend wenig ab, dann hat das
System (flachheitsbasierte Steuerung (6.77) angewandt auf (6.72))

vy — Lh(xq)

= £00) 00 T

x(0) = xg (6.79)
fiir ein finites Zeitintervall eine eindeutige Losung und bleibt hinreichend nahe an der
Lésung von (6.78).

Fiir den Beweis dieses Satzes wird auf die am Ende angefiihrte Literatur verwiesen.

Um nun Modellungenauigkeiten sowie auf das System wirkende Stérungen unterdriicken
zu kénnen, wird die flachheitsbasierte Steuerung um eine Regelung erweitert. Dazu wird
die Stellgréfle v in der Form

U= Ug + Ue (6.80)

mit dem Steuerungsanteil ug und dem Regleranteil u, angesetzt. Nimmt man nun an, dass
die Grofle

w = [(x) (6.81)

messtechnisch zur Verfiigung steht, dann kann man versuchen, das Trajektorienfehlersys-
tem beispielsweise durch einen PI-Regler der Form

ue = kpwe + k; /we dt, We = Wq — W, wq = l(xq) (6.82)
mit geeigneten Reglerparametern k, und k; sowie x4 = 1) (yd,yd, . ,y((in_l)) gemaf
(6.77) zu stabilisieren. Die zugehorige Regelkreisstruktur ist in Abbildung 6.2 in Form
eines Blockschaltbildes dargestellt. Diese wird in der Literatur héufig auch als Zwei-
Freiheitsgrad- Regelkreisstruktur bezeichnet.

Diese Vorgehensweise wird in der Praxis hdufig angewandt und kann dadurch gerecht-
fertigt werden, dass die flachheitsbasierte Steuerung uy(t) bereits bewirkt, dass sich die
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Trajektorien- yd,”_?yé”) flachheits- éud " Y
planung basierte —'—>(‘?—> System w
Steuerung | i Ue
Regelung _
(PI-Regler) [ we
wq

Feedforward Feedback

Abbildung 6.2: Blockschaltbild der Zwei-Freiheitsgrad-Regelkreisstruktur.

Systemtrajektorien x(¢) (und damit auch w = [(x(¢))) hinreichend nahe an den Solltra-
jektorien x4(t) (und damit auch wg = I(x4(t))) befinden und damit ein linearer Regler
ausreicht, um das Fehlersystem zu stabilisieren. Durch Einsetzen von (6.77) und (6.82) in
(6.80) und anschliefend in (6.73) erkennt man unmittelbar, dass das Trajektorienfehlersys-
tem

e = 2%
Z9e = 23¢
. (6.83)
: " e ya — Lih(xa) (n)
ne = LEh(x) + LgLf ' h(x) | 24—t + Ky (I(xa) — 1)) + kiwer | —
o= 100+ L 000 (M RO ) — 160 4 ) <o
we[ = l(Xd) — l(X)
mit x = ® (2 + 24), xg = P 1(24), 2je = 2j — y((ij_l)(t), j=1,...,n, nichtlinear und

zeitvariant ist. Die Stabilitdtsuntersuchung des Systems (6.83) erweist sich im Allgemeinen
als duflerst schwierig. Eine mogliche, nicht wesentlich einfachere Variante, welche auch zur
Auslegung der Reglerparameter k, und k; herangezogen werden kann, besteht darin, das
System (6.83) um die gewiinschte Ruhelage z, = 0 zu linearisieren und die Stabilitit des
resultierenden linearen, zeitvarianten Systems zu untersuchen.

Beispiel 6.5. Als Anwendungsbeispiel betrachte man die Querdynamikregelung (ESP)
eines Personenkraftwagens. Die Regelungsstrategie baut dabei auf dem so genannten
nichtlinearen Einspurmodell nach Abbildung 6.3 auf.

Vorlesung Regelungssysteme 2 (SS 2020)
©A. Kugi, Institut fiir Automatisierungs- und Regelungstechnik, TU Wien



6.4 Trajektorienfolgeregelung Seite 146

Oz,y, - korperfestes Koordinatensystem

Abbildung 6.3: Schematische Darstellung des Einspurmodells.

Man nimmt dabei an, dass der Schwerpunkt des Fahrzeugs in Fahrbahnhohe liegt
und somit die am Schwerpunkt angreifenden Krifte die Radlasten nicht dndern, was
dazu fiihrt, dass man die beiden Réder an Vorder- und Hinterachse zu je einem Ein-
zelrad zusammenfassen kann. Im Weiteren wird das gesamte Fahrzeug als Starrkérper
betrachtet, es werden keine Nick- und Wankbewegungen beriicksichtigt sowie die Ver-
tikaldynamik des Fahrzeugs und die Raddynamik werden vernachléssigt. Bezeichnet
man mit v, und v, die Komponenten der Fahrzeuggeschwindigkeit v beziiglich des
korperfesten Koordinatensystems 0zoyo und mit ¢ die Gierrate (Drehwinkelgeschwin-
digkeit um die Hochachse des Fahrzeugs), so errechnen sich die Bewegungsgleichungen
zZu

%Uy = %(Ff(af) cos(87) + Fr(ay)) — vy (6.84a)
%"‘/’ = Ilz(Ff(O‘f)lf cos(d5) — Fr(ay)ly 4+ M) . (6.84b)

Dabei sind mit m die Gesamtmasse des Fahrzeugs, mit I, das Massentragheitsmoment
um die Hochachse und mit [y bzw. [, die Abstdnde zwischen Schwerpunkt und Vorder-
bzw. Hinterachse gegeben. Durch die Gas- und Bremspedalstellung stellt der Fahrer die
Fahrzeugldngsgeschwindigkeit v, ein, welche fiir die Querdynamikregelung in weiterer
Folge als konstant angenommen wird. Im Weiteren wird durch den vom Fahrer
vorgegebenen und der Messung zugéanglichen Lenkradwinkel {iber die Lenkkinematik
der Vorderradeinschlag ¢ festgelegt. Die auf die Reifen wirkenden Seitenkréfte Fy
und F,. bewirken, dass die Reifen nicht gerade aus sondern seitlich weg rollen. Der
Winkel zwischen der Bewegungsrichtung des Reifens und der Fahrzeugbewegung wird
als Schriglaufwinkel bezeichnet und berechnet sich fiir Vorder- und Hinterachse zu

bl — i,
ap = arctan<w> — 07 und o, = arctan<w> . (6.85)

(%" (%"
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Die Seitenkréfte Fy und F), sind nun nichtlineare Funktionen der Schraglaufwinkel
ay und a,., deren Verlauf stark mit den Verhéltnissen des Untergrunds variiert, siche
dazu Abbildung 6.4.

raues Eis

nasser Asphalt _

trockener Asphalt

Abbildung 6.4: Achskennlinien (Seitenkraft des Reifens als Funktion des Schréiglauf-
winkels) fiir verschiedene Bodenverhéltnisse.

Als fiktive Eingangsgrofle in das System dient das Giermoment M., welches durch
gezieltes Abbremsen einzelner Réder realisiert werden kann. In kommerziellen Querdy-
namikregelungssystemen stehen typischerweise neben dem Lenkwinkel die Gierrate v
und die Querbeschleunigung

ay = %vy + Vgt (6.86)
als Messgréfien zur Verfligung.

Man kann sich nun einfach davon iiberzeugen, dass die Quergeschwindigkeit y = v,
einen moglichen flachen Ausgang des Systems (6.84) reprasentiert und damit sémtliche
Systemgroflen durch y und dessen Zeitableitungen parametrierbar sind. Nimmt man
an, dass der Lenkwinkel 0 eine hinreichend oft stetig differenzierbare bekannte
Zeitfunktion ist, dann ldsst sich die Gierrate 1) gemifl (6.84) aus der impliziten
Gleichung

my — Fy (arctan(y —:)Wf) - (5f> cos(df) — F, (arctan(y :JMT)) + mugh =0
(6.87)

bestimmen. Man beachte, dass diese implizite Gleichung nicht analytisch gelost werden
kann. Da, wie in Abbildung 6.4 zu sehen ist, die Achskennlinien nicht monoton stei-
gende Funktionen der Schriglaufwinkel sind, ist die Losung der impliziten Gleichung
(6.87) nach der Gierrate ¢) auBerhalb des linearen Bereiches nicht mehr eindeutig. Dies
stellt aber insofern kein Problem dar, als man immer die richtige Losung (numerisch)
bestimmen kann. Um dies zu zeigen, betrachte man vorerst den linearen Bereich der
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Achskennlinien, d.h.

Filay) = —Cf<<y—;1j}lf> - 5f> und  Fr(a,) = —c¢ <W> (6.88)

x (%

mit den Steifigkeitskoeffizienten ¢y, ¢, > 0 mit kleinen Lenkwinkeln dy. Setzt man
(6.88) in (6.87) ein, dann erhdlt man mit cos(df) ~ 1 als eindeutige Losung fiir ¢ im
linearen Bereich

vedpcy — (¢ +cr)y — myug

6.89
crly — cply + mu? (6.89)

P =

Da sowohl der Lenkwinkel ¢ als auch y und g stetig sind, muss auch ¢ stetig
sein. Im Weiteren ist bekannt, dass am Anfang jeder Fahrt sich das Fahrzeug im
linearen Bereich der Achskennlinien befindet, weshalb eine eindeutige Losung, siehe
(6.89), vorliegt. Diese Punkte motivieren nun folgende Strategie anzuwenden. Die
implizite Gleichung (6.87) wird in jedem Abtastschritt gelost und bei mehrfachen
Losungen wird immer jene Losung herangezogen, die moglichst nahe an der Losung
des vorherigen Abtastschritts ist. Damit ist gezeigt, dass eine Parametrierung der
Gierrate in der Form ) = x1(y, 7,6 ) gegeben ist. Die Parametrierung der Stellgréfie
M, erhélt man aus der zweiten Gleichung von (6.84)

M, = L) — (Fy(ay)ly cos(df) — Fr(ar)ly) (6.90)

und durch Berechnung von 7 = o (y, ¥, 4,97, 5f) = x2n/X2p aus der nach der Zeit
differenzierten Gleichung (6.87)

) o Y+ lz;lf Vg . . .
™ = ey ) ( ) 3 — 05 | cos(d5) + Fy(ag)sin(6)oy
i w2+ (y+9ly) 6.910)
.Jla
o (y — QMT)UT/ .
By F(ar) +mugh =0

Ug + (y - ’IIZ}ZT)Q
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mit

0 : Vg .
xon = 5—Fylag) | 85 — ——"—— | cos(3y) +mj
! w2+ (y+ iy .
+ Fyloy)sin(0y)dy — 5 —Fr(ar) ; ( ¢l)2 ;
" V% =+ Yy - T
0 lrvyg
xop = g Frley) 2 | cos(dy)
! w2+ (y + i) (6.910)
. C
+ (,)irFr(ar) b — M, .

’U?E + (y - @&ZT)Q

Dieses Beispiel zeigt sehr schon, dass es beim flachheitsbasierten Steuerungsentwurf
nicht unbedingt erforderlich ist, die Parametrierung explizit angeben zu kénnen.

Das Regelungskonzept beruht nun auf der Zwei-Freiheitsgrad-Regelkreisstruktur
von Abbildung 6.2. In einem Referenzmodell wird aus den Vorgaben des Fahrers ein
zumindest zweifach stetig differenzierbarer gewiinschter Sollverlauf yq = v, 4 der Quer-
geschwindigkeit y = v, errechnet. Auf Basis der flachheitsbasierten Parametrierung
der StellgroBe (6.90) - (6.91) wird dann eine Steuerung der Form

M.q=1:x2 (yd, Yds Y, O 5f> —(Frlaya)lycos(dy) — Fr(ara)ly) (6.92a)

Pq
mit
Ya
—_—

Ya + x1(Yas Ya. 0f)l s

af 4 = arctan "
xr

: (6.92b)

oy
—_—
Yd — X1(Yd» Ya, O)ly

g = arctan
Vg

(6.92¢)

bestimmt. Die Stabilisierung des Trajektorienfehlersystems erfolgt iiber die Zeitablei-
tung der Quergeschwindigkeit

by = ay — v (6.93)
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da diese direkt aus den Messgrofien Querbeschleunigung a, und Gierrate 1) berechnet
werden kann.
Im vorliegenden Fall wird ein einfacher PI-Regler der Form

Mz,e = kp( } 'Uy d + k / Uy d (694)

mit geeignet zu wihlenden Reglerparametern k, und k; verwendet. Das fiir die
Querdynamikregelung zu realisierende Giermoment M, setzt sich nun aus den beiden
Anteilen M, 4 nach (6.92a) und M, . nach (6.94) additiv zusammen, d.h. M, =
Mz,d + Mz,e-

6.4.2 Exakte Eingangs-Zustandslinearisierung mit Beobachter

Fine zweite Moglichkeit, das Problem der nicht vollstdndig der Messung zuginglichen Zu-
standsinformation zu umgehen, besteht darin, einen Zustandsbeobachter fiir die nichtmess-
baren Zustande aufzubauen. Nimmt man an, dass mit w = [(x) die einzige Messinformation
zur Verfiigung steht, dann kann fiir das System

d
wxX= f(x) +g(x)u, x(0) = %o (6.95a)
w = [(x) (6.95b)
die Regelung in Form eines Zustandsbeobachters
d N
&fc =f(%) + gX)u — k(t)(w — ), %(0) = %o (6.96a)
W =1(X) (6.96D)

mit dem geschétzten Zustand X und der noch zu bestimmenden zeitvarianten Beobachter-
verstidrkung k(t) und eines Zustandsreglers geméf (6.75) mit x ersetzt durch %

~ 1 n J— J—
u:u:w(yé’< Za] (L7 h®) v ”())). (6.97)

implementiert werden. Aus (6.95) und (6.96) erkennt man sofort, dass sich die Beobach-
terfehlerdynamik X = x — X zu

SX=E(E 4 %)~ (%) + (8% + %) — g(®)u+ KO + %) ~ (%))

i(O) = X0 — }A(()

(6.98)

mit u = 4(t,X) aus (6.97) errechnet. Unter der Annahme, dass der Zustand x und der
geschitzte Zustand % nahe an der Solltrajektorie x4 (siehe auch (6.77)) liegen, kann man
das System (6.96) - (6.98) um X = 0 und X = x4 linearisieren

d A% All(t) l’;( )C (t) A%
[?AJ = |An(t) An() + (@) LJ (6.9%)
dt ~——
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mit
An(t) = g (FG) + B9, — K1) (49— ei0)| - (0900)
=0
ct(t) = aail(i + %) e 30 (6.99¢)
und
Aai(t) = (G (ER+%) —£(R))
ox f=x4, ¥=0
=0
+ (e %) —g®))a
ox *=x4,%=0
=0
G R (6.99d)
=0
+ k(t) i(x(i +%) —I(R)
0x R=x4, X=0
=0
= 07
0 . ~ AN A
Ags(t) = 8—i(f(x + %)+ g(Xx+ X)) s (6.99¢)
N

Wie man erkennt, weist der linearisierte geschlossene Kreis (6.99a) eine Dreiecksstruktur
auf. Wie am Beginn dieses Abschnitts (vergl. (6.72) - (6.76)) gezeigt wurde, fiithrt das
Regelgesetz u = 4 geméaf (6.97) angewandt auf das System

d . .
zx= f(%) +gF)u (6.100)

zu einem exponentiell stabilen Trajektorienfehlersystem fiir X, = & — x4. Man beachte,
dass man einfach in den Herleitungen von (6.72) - (6.76) x durch % und w durch 4 ersetzen
muss. Daraus kann man schlieffen, dass das Teilsystem

d
TA% = An(AR (6.101)

des linearisierten Systems (6.99a) ebenfalls exponentiell stabil ist.
Fiir das Teilsystem
d

A% = (Ana(t) + k()" (1)) A% (6.102)

kann unter der Voraussetzung, dass das Paar (cT(t), Agg(t)) beobachtbar ist, die zeitvari-

ante Beobachterverstarkung lAc(t) beispielsweise mithilfe der Formel von Ackermann fiir
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Yy
Trajektorien- | Yd, - - - ;yc(ln) Zustands- U >
System
planung regler (6.97) w

Y

t

Beobachter
(6.96) <

Abbildung 6.5: Blockschaltbild der exakten Eingangs-Zustandslinearisierung mit Regler-
Beobachterstruktur.

lineare zeitvariante Systeme so gewdhlt werden, dass die Eigenwerte von Agy(t)+k(t)e™ (t)
an vorgegebenen Stellen zu liegen kommen. Zur Berechnung von Beobachtern fiir lineare
zeitvariante Systeme sei auf den Anhang B verwiesen. Abbildung 6.5 zeigt ein Struktur-
schaltbild der exakten Eingangs-Zustandslinearisierung mit Regler-Beobachterstruktur.

Beispiel 6.6. Abbildung 6.6 zeigt ein einfaches Beispiel einer magnetischen Lagerung.

i

<’+/>/-° g

Spule p—
T4 b

q o

Kugel
T1,22
T 7707

Abbildung 6.6: Schematische Darstellung der Magnetlagerung.

Das zugehorige mathematische Modell lautet

i’l = X9 (6.103&)
) k1 ? 2 7

= — —qg— — 6.103b
b= () g 2 (6.103b)

mit den beiden Zustandsgréfien Position x1 und Geschwindigkeit xo des beweglichen
Starrkorpers mit der Masse m, der Gravitationskonstanten ¢ und einer dufleren
Storkraft 7;.

Im Weiteren wird angenommen, dass die Eingangsgrofie ¢ dem durch einen unterla-
gerten Regler eingeprigten Spulenstrom entspricht und k7 und ko konstante positive
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Parameter zur Modellierung der Magnetkraft sind. Die Regelungsaufgabe besteht
nun darin, einer hinreichend oft stetig differenzierbaren Solltrajektorie z4(t) in der
Position z; zu folgen.

Aufgabe 6.5. Zeigen Sie, dass die Position z; der Masse m einen flachen Ausgang

y = h(x) = x; des Systems représentiert.

Aufgabe 6.6. Zeigen Sie, dass sich fiir 7; = 0 die Systemgrofien (Zustand und Eingang)
in der Form

T =y (6.104a)
T2 =9 (6.104b)
i = (k2 —y) ]?1(?/ +9) (6.104c)

durch den flachen Ausgang y und dessen Zeitableitungen parametrieren lassen.

Als Messgrofie w steht lediglich die Position x7 zur Verfiigung und es wird angenom-
men, dass die Geschwindigkeit z2 aufgrund des stark verrauschten Positionsmesssi-
gnals nicht durch ndherungsweises Differenzieren sinnvoll ermittelt werden kann. Fiir
den Reglerentwurf wird die Stérkraft 7; als unbekannter aber konstanter Parameter
aufgefasst, der der Differenzialgleichung (Stérmodell)

d

—71 =0 6.105
~n (6.105)

geniigt. Flihrt man als neue Eingangsgrofie
u = i (6.106)

ein, dann kann man direkt das Regelgesetz (6.97) fiir

d I T2 0
T l ] = [_ B n] + ky u, x(0) = xg (6.107a)
T2 9= m m(ka—z1)?
——
x f(x) g(x)
y=h(x) =2 (6.107b)
w=1(x) =m (6.107¢)

anwenden und man erhalt

A 1 ) < (%) -y
e R IES (yd(t) — L§h(%) — Z“fl(L% (%)~ %))) (6.108)

m(ky —21)° /. i - 7 )
= =) (50) g 2 g1 = ) (52— )
1 m

A
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mit geeignet zu wahlenden Reglerparametern ag und a; sowie den Schitzwerten 7, &1
und &2 von 77, x1 und z3. Man beachte, dass unter Berticksichtigung von (6.106) die
eigentliche Stellgrofle i sich zu ¢ = y/u ergibt. Der Zustandsbeobachter zum System
(6.107) erweitert um das Stormodell (6.105) lautet geméaf (6.96)

q T T 0
A 2 k ~ > A
a To| = |—g— % + m U — k(t)(l‘l — .%'1) (6.109&)
& 0 0
~——
Xa fo(Ra) ga(%Xa)
9= ha(Re) = 21 (6.109b)
@ = ly(Re) = 21 (6.109¢)

mit
29(0) = Zg9 (6.109d)

mit dem um den Zustand 7; erweiterten Zustandsvektor x,. Fir den Entwurf der
zeitvariablen Beobachterverstarkung R(t) wird die Formel von Ackermann fiir lineare
zeitvariante Systeme nach Satz B.2 verwendet. Dazu wird geméaf (6.98) - (6.99) eine
Linearisierung um die Solltrajektorie x14 = yg4, 24 = ¥q und 74 = 0 (siehe 6.104)
durchgefithrt und man erhélt die fiir den Beobachterentwurf relevanten Gréfien (vergl.
(6.102)) zu

0
AG,QQ(t) - = (fa(ia + ia) + ga(ia + ﬁzz)'a) (6.110&)
8Xa })\(g‘:xa!d7 Xq=0
T 0~ s
o (t) = 7—1a(Xa +%a) (6.110b)
8 a ﬁa:xa,dy Xq=0
mit
0 1 0 1
Auoa(t) = | gt W) +9) 0 1|, ca(t)= {0 (6.110¢)
0 0 0 0

Man iiberzeugt sich leicht, dass das Paar (caT(t), A2 (t)) nach Definition B.2 gleich-
méflig beobachtbar ist, denn der Rang der Beobachtbarkeitsmatrix

1 0 0
O(CE(t),Aa,zz(t)) = 0 10 (6.111)
Ty Gat) +9) 0 T3
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ist fir alle Zeiten t > ¢ gleich 3. Die zeitvariable Beobachterverstiarkung 1A<(t) folgt
dann direkt aus der Formel von Ackermann nach Satz B.2 fiir ein geeignet gewéhltes
charakteristisches Polynom s3 + pas? + p1s + po.

Aufgabe 6.7. Die bisher vorgestellte Theorie soll an dem Laborversuch Ball-on-Wheel
von Abbildung 6.7 angewandt werden. Dieser Laborversuch besteht im Wesentlichen
aus einem Rad (Radius r,, Triagheitsmoment um die z-Achse I, Drehwinkel (,,,
Drehwinkelgeschwindigkeit w,,) auf dem ein Ball (Radius ry, Masse my, Tragheitsmo-
ment um die z-Achse Ij,, Drehwinkel ¢, Drehwinkelgeschwindigkeit wy) balanciert
wird. Der Stelleingang des Systems ist dabei das Moment M am Rad.

yo A

Sy

Abbildung 6.7: Schematische Darstellung des Laborversuchs Ball-on-Wheel.

Nehmen Sie bei der Modellierung des Balls an, dass dieser in Form einer Vollkugel
mit Radius 7, und Masse m; gegeben ist, d.h. es gilt

2
I, = gmbrg (6.112)

Lésen Sie nachfolgende Teilaufgaben:

o Berechnen Sie das mathematische Modell dieses Systems mithilfe des Lagrange-
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Formalismus. Geben Sie anschliefend das System in der Form
x =f(x) + g(x)u (6.113)

mit dem Zustand x = [0y, ©r, Ww, w,;]T und dem Eingang u = M an. Imple-
mentieren Sie das System (in Form einer s-function) in MATLAB/SIMULINK.

e Berechnen Sie alle Ruhelagen des Systems und linearisieren Sie das System
um eine physikalisch sinnvolle Ruhelage. Welche Aussagen kénnen Sie tiber die
Stabilitdt und die Erreichbarkeit des linearisierten Systems treffen?

o Berechnen Sie den relativen Grad der Ausgénge y1 = @w, Y2 = ©r, Y3 = Wy und
Y4 = w,. Priifen Sie anschlieflend, ob fiir dieses System eine exakte Eingangs-
Zustandslinearisierung durchfiihrbar ist.

o Zeigen Sie, dass das System differenziell flach ist und berechnen Sie allgemein
einen flachen Ausgang y.

Benennnung Wert
Radius Wheel Tw 269 mm
Radius Ball rp,  68.3 mm
Triagheitsmoment Wheel I, 0.156 kgm?
Masse Ball mp  0.197 kg
Gravitationskonstante g 9.81m/s?

Tabelle 6.1: Parameter des Laborversuchs Ball-on-Wheel.

Wihlen Sie fiir den flachen Ausgang

17(rw +75)0r

y=pu-3 (6.114)

Tw

und berechnen Sie die Zustands- und StellgréBentransformation auf Brunovsky-
Normalform. Erweitern Sie anschliefend das Stellgesetz um geeignete Terme, so-
dass die Eigenwerte des geschlossenen transformierten Kreises bei {71, v2,v3, v4}
zu liegen kommen. Wihlen Sie geeignete Figenwerte und testen Sie den so ent-
worfenen nichtlinearen Regler durch Simulation in MATLAB/SIMULINK mithilfe
der Parameter von Tabelle 6.1.

6.4.3 Trajektorienfolgeregelung fiir einen nichtflachen Ausgang

Im ersten Schritt betrachte man das System (6.95) und man nehme an, dass y einen
flachen Ausgang des Systems reprasentiert. Gemafl (6.70) und (6.71) ist es dann moglich,
samtliche Systemgrofien (Zustand x und Eingang u) durch den flachen Ausgang y und
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dessen Zeitableitungen zu parametrieren, namlich

x = (4,3, 4" ) = &7 (2), 2" = [y.9,....s" V] (6.1150)

y(n)) _ y" — LEh(®71(2))
7 LgLi ™ 'h(®~1(2))

u= ¢2(y,y, .. (6.115b)

Im Folgenden nimmt man nun an, dass die Trajektorienfolgeregelung nicht fiir den flachen
Ausgang y sondern fiir eine Groéfie

X = m(x) , (6.116)

die den relativen Grad r < n besitzt, entworfen werden soll. Zufolge von (6.115) ist es
naheliegend, dass auch y durch den flachen Ausgang y parametriert werden kann. Man
iiberzeugt sich nun leicht, dass die Parametrierung von x nur Ableitungen von y bis zur
Ordnung (n — r) beinhaltet, d.h.

x=vs(y. 9,y ) (6.117)

Der Grund dafiir liegt darin, dass x den relativen Grad r < n und der flache Ausgang
y den relativen Grad n besitzt. Ruft man sich in Erinnerung, dass der relative Grad
exakt der Anzahl an zeitlichen Differenziationen entspricht, die auf die jeweilige Grofie
angewandt werden muss, damit erstmalig der Eingang u explizit erscheint, dann erkennt
man aus (6.117), dass r-faches Differenzieren von x erstmalig (™ und damit u erscheinen
lasst. Wiirde x bis zu einer hoheren (niedrigeren) Ableitung von y abhéngen, dann miisste
x weniger oft (6fter) als r differenziert werden, damit erstmalig y™ und u erscheint, was
einem anderen relativen Grad entsprechen wiirde.

Wenn man nun eine Solltrajektorie y4(t) fiir x vorgibt, dann miisste man die Diffe-
renzialgleichung (6.117) nach y 16sen, um die zugehorige Solltrajektorie y4(¢) des flachen
Ausgangs zu bekommen. Man kann nun zeigen, dass die Differenzialgleichung (6.117)
gerade der Nulldynamik bzw. internen Dynamik (6.34) des Systems (6.95) beziiglich des
Ausgangs x von (6.116) entspricht. Dabei unterscheidet man folgende Félle:

o Wenn die Nulldynamik stabil ist (phasenminimales System nach Definition 6.2),
dann kann die Solltrajektorie y4(t) des flachen Ausgangs direkt aus der Vorgabe einer
hinreichend oft stetig differenzierbaren Solltrajektorie x4(t) fiir den gewiinschten
Ausgang x = m(x) durch numerische Integration der internen Dynamik

Xa = s (YarGar- 05" (6.118)

fiir die Anfangswerte y4(0), 74(0), . .. ,yénir) (0) bestimmt werden.

o Im Fall, dass die Nulldynamik instabil (nicht-phasenminimales System nach Definition
6.2) ist, kann die Differenzialgleichung (6.118) mithilfe spezieller Integrationsalgo-
rithmen stabil gelost werden. Fiir ndhere Details dazu sei auf die am Ende des
Kapitels angefiihrte Literatur verwiesen.
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o Wenn man lediglich an einem Arbeitspunktwechsel interessiert und der genaue Verlauf
der Trajektorie zwischen den beiden Arbeitspunkten nicht relevant ist, dann kann
die Trajektorienplanung immer direkt im flachen Ausgang unter Beriicksichtigung
des Zusammenhangs zwischen den stationdren Werten von y und y fiir die jeweiligen
Arbeitspunkte vorgenommen werden.

Ist die Trajektorienplanung abgeschlossen und liegt eine flachheitsbasierte Parametrie-
rung der Systemgrofien vor, dann kénnen sdmtliche bisher in diesem Abschnitt besproche-
nen Methoden der Trajektorienfolgeregelung direkt angewandt werden. Natiirlich kann
die vorgestellte Theorie auch dann noch fiir den Entwurf einer Trajektorienfolgeregelung
herangezogen werden, wenn das System nicht differenziell flach ist. Um dies zu zeigen, soll
im Folgenden eine Steuerung im Sinne des exakten Feedforward-Entwurfes von Abschnitt
6.4.1 fiir das System (vergl.(6.72))

d

X= f(x) + g(x)u, x(0) = xq (6.119)
entworfen werden. Dazu sei angenommen, dass das System (6.119) nicht differenziell flach
ist und die Regelgrofle fiir den Trajektorienfolgereglerentwurf y = m(x) nach (6.116)
den relativen Grad r < n besitzt. Transformiert man das System (6.119), (6.116) auf
Byrnes-Isidori Normalform geméf (6.31) und Lemma 6.1, so erhélt man

21 = 22
22 = Z3
S (6.120a)
Zr = L?m(q)_l(z)) + LgL;_lm(q)_l(zD u
b(&,m) a(&m)
X2 !{7'7 =q(&m) (6.120b)
x=m(®(z)) == (6.120c)
mit dem neuen Zustand
T [ m(x) ] [ X 1
' Lgm(x) X
2= |7 | = & = ®(x)= Ly 'mx)| = | x| . (6.121)
Zr
N 1) | | b1 ()
. : :
) ) L Pn(x) ] L Pn(x) ]

Gibt man nun eine Solltrajektorie x4() fiir den gewiinschten Ausgang hinreichend oft stetig
differenzierbar vor, so lautet die Steuerung im Sinne des exakten Feedforward-Entwurfes
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(vergl. (6.77)) auf Basis des Teilsystems ¥; von (6.120)

X (8) = b(€a(t), na(t) (6.122)

ua(t) =
a(&4(t),ma(t))
mit
10 =[xa®) ) ... x5 Vo) (6.123)
und n,4(t) als Losung des Differenzialgleichungssystems (Teilsystems Y9 von (6.120))

Mg = d(&4:M4) (6.124)

mit der Eingangsgréle §,(t) zufolge von (6.123) und dem Anfangswert 1,4(0) = 1,4, aus
der Beziehung

xa(0)
Sd’O]:‘I’(Xo), §i0= Xd.(O) : (6.125)
M40 :

()

Man beachte, dass das Differenzialgleichungssystem (6.124) der internen Dynamik bzw.
Nulldynamik von (6.120) mit dem Zustand n,; und dem Eingang &, entspricht und dement-
sprechend die zuvor getétigten Aussagen beziiglich stabiler und instabiler Nulldynamik
sowie Arbeitspunktwechsel auch hier zutreffen.

Aufgabe 6.8. Uberlegen Sie, wie Sie die Methode der exakten Eingangs-Zustands-
linearisierung mit Regler-Beobachterstruktur von Abschnitt 6.4.2 auf die Trajektori-
enfolgeregelung von nicht flachen Eingréffensystemen tibertragen kénnen.

Hinweis: Verwenden Sie als Grundlage das Regelgesetz von (6.49).

Beispiel 6.7. Als Beispiel betrachte man ein Teilsystem einer eigenversorgten verstell-
baren Axialkolbenpumpe in Schragscheibenbauweise nach Abbildung 6.8 mit dem
hydraulischen Ersatzschaltbild nach Abbildung 6.9. Das zu untersuchende System
wird dabei durch die beiden Differenzialgleichungen

aqrA

p=——— 2 6.126a
¢ Aparpa ( )
. _ B
PL =1~ kpo —qpa — kr\/pL (6.126b)
L ——

qr

mit dem Winkel der Schwenkscheibe ¢ und dem Lastdruck py, als Zustandsgréfien sowie
dem Volumenstrom gp 4 in den Verstellzylinder der Schwenkscheibe als Eingangsgrifie
beschrieben.

Die Grofien Apy und rpy bezeichnen die Kolbenfliche und den effektiven Hebelarm
des Verstellzylinders, 3 ist der Kompressionsmodul von Ol, kp¢ der Férdervolumen-
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strom der Pumpe, V}, das Lastvolumen und kj der Drosselkoeffizient der Last. Im
Weiteren soll eine Trajektorienfolgeregelung fiir den Lastdruck py entworfen werden.

fest verbunden \.’ , ﬂ’ g q m ‘I g ‘I (X‘m 1 Verstellzylinder

/UV

Schwenkscheibe

Saugniere

TPA

[

\\ Drehung von Trommel und
Kolben

Gleitschuh \ Druckniere

Kolben Trommel  Steuerspiegel

Abbildung 6.8: Schematische Darstellung des grundsétzlichen Aufbaus einer Axial-
kolbenpumpe in Schrigscheibenbauweise.

Lastvolumen Drossel (Last)
qrA
e}

Steuerventil P
T |

)
~

—&

qrL

Axialkolbenpumpe
= e L L
Verstellzylinder

Abbildung 6.9: Hydraulisches Ersatzschaltbild der Axialkolbenpumpe mit Last.
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Aufgabe 6.9. Zeigen Sie, dass das System (6.126) differenziell flach ist und bestimmen
Sie einen flachen Ausgang. Zeigen Sie, dass der Lastdruck py, einen relativen Grad
r =1 hat.

Um nun das System (6.126) auf Byrnes-Isidori Normalform (6.120) zu transformieren,
fithrt man folgende Zustandstransformation geméaf (6.121)

[le - [ pL— ] (6.127)
22 PApaTPA — “FDL

durch. Die Byrnes-Isidori Normalform von (6.126) lautet dann

S1{a = (22 (e + %a) —apa — k) (6.128a)
o fir = k2 (2 + %) + krya (6.128b)
Y=L == (6.128¢)

Man erkennt, dass die Nulldynamik (Teilsystem 3 fiir z; = 0)

kp

e 6.129
Aparpa ( )

Zo =
stabil ist. Gibt man eine zumindest einfach stetig differenzierbare Solltrajektorie
21,4(t) = pr,qa(t) vor, dann errechnen sich die Solltrajektorien fiir zo bzw. ¢ aus der
Differenzialgleichung

. kp \%3
= — t k t 1
o == (saat FoLa®)) Fhufpralt)  (61300)
Pa =

1 Vi )
— | 2940+ — 6.130b
Aparpa < 2473 PLd ( )

mit dem Anfangswert z; 4(0) = ¢(0)Aparpa — %pL7d(0). Eine Steuerung im Sinne
des exakten Feedforward-Entwurfes nach (6.122) lautet dann

Vi . kp ( Vi >
t)=——F21 g+ ——— 224+ —= —ki/Z14d - 6.131
qra,d(t) 5 At g\ 2t g L\/Z1.d ( )

Aufgabe 6.10. Erweitern Sie die Steuerung (6.131) um einen Regelungsanteil im Sinne
der Zwei-Freiheitsgrad-Regelkreisstruktur nach Abschnitt 6.4.1.

Aufgabe 6.11. Entwerfen Sie fiir das System (6.126) einen Trajektorienfolgeregler mit
Regler-Beobachterstruktur nach Abschnitt 6.4.2.
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6.5 MehrgroBenfall

6.5.1 Exakte Linearisierung

Fiir das Folgende betrachte man das Al(affine input)-Mehrgroflensystem

m
x=f(x)+ > gj(x)u;
j=1
y1 = hi(x) (6.132)
Ym = hm(x)
mit dem Zustand x € R", dem Eingang u® = [uy,...,u,] € R™, dem Ausgang y' =
W1,---,Ym] € R™, den glatten Vektorfeldern f(x) und g;(x), j = 1,...,m sowie den
glatten Funktionen hj;(x), 7 = 1,...,m. Analog zu Definition 6.1 ldsst sich nun fiir
das Mehrgrofiensystem (6.132) ein wvektorieller relativer Grad {ri,ra,...,ry} mit r =

> j=q 7 < n definieren:

Definition 6.3 (Relativer Grad eines Mehrgroiensystems). Das System (6.132) hat
den vektoriellen relativen Grad {ry,ra,...,rp} mit r = Z;-n:l rj < n an der Stelle
X € U, wenn

(A) ngL’f“hi(x) =0,7=1,....m,i=1,...,m, k=0,...,r; — 2 fiir alle x in der
Umgebung U von X und

(B) die (m x m)-Entkopplungsmatrix

Lg, Li 'hi(x)  LgLf 'hi(x) -+ Lg,Li 'hi(x)
Lg, L2 ho(x)  Lg, L2 'ho(x) -+ Lg, LR 'ho(x

Dx)=| - ' & s (&) o e ) (6.133)
L, Li" him(x) Lg,Lim 'hin(x) -+ Lg, L™ hp(x)

fiir x = X regular ist.

Besitzt das System (6.132) den vektoriellen relativen Grad {r1,r2,...,n}, dann folgt
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fiir die zeitliche Ableitung des Ausgangs y; = h;(x) in einer Umgebung von X

yj = h;(x)
y; = Leh;(x) + Lg, hj(x) ur + ... + Lg,, hji(x) um
=0 =0
i; = L#hj(x) + Lg, Lehj(x) ug + . . . 4+ Lg, Leh;(X)
N——— N———

=0 =0 (6.134)
y§rj71) = L;jilhj (X) + Lgl L;j72hj (X) Ul + ttt + LgmL;j72hj (X) Um
—_—
=0 =0
gy = L hi(x) + Lig Lg ™~ hy(x)us + -+ L, L' Byt
Fiithrt man dies fiir alle Ausgénge y; = h;(x), j = 1,...,m, durch, so erhilt man
yyl) L;l h1 (X) Ui
— 3 +D(x)| | . (6.135)
yng_l) L?rhl hm—1 (X) Um—1
yr L™ him (%) U
——
b(x) u

Offensichtlich kann man zumindest in einer Umgebung von X mit Hilfe des Zustandsregel-
gesetzes

u=D"!(x)(v—-bx)) (6.136)
ein exakt lineares Bingangs-Ausgangsverhalten vom neuen Eingang vT = [vy,...,vy,] zum
Ausgang y' = [y1,...,¥m] in Form von m Integratorketten der Linge ri,j=1,...,m,
erzeugen

le’ U1
(7"7;171) = ' . (6.137)
Ym—1 Um—1
(rm) v
Ym

Man erkennt, dass im Vergleich zum Eingréflenfall im Mehrgréflenfall zusatzlich die
Bedingung der Regularitidt der Entkopplungsmatrix D(x) von (6.133) eine entscheidende
Rolle spielt. Durch die Wahl von v; in der Form

j A
vj = — Z ajVi_le-_lhj (X) + 1~)j (6138)
=1
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mit den geeignet zu wéihlenden Koeffizienten a;;, j =1,...,m,¢=0,...,r; — 1, erhalt
man m entkoppelte Ubertragungsfunktionen G(s) vom neuen Eingang @; zum Ausgang
Yj

- 1

e ' 6.139
i(9) s + aj,rj—lsrj_l +...tajis+ajo | )

Analog zu Lemma 6.1 kann man unter der Annahme, dass das System (6.132) den

vektoriellen relativen Grad {ri,r2,...,rn} mit 7 =377, r; < n an der Stelle X besitzt,
zeigen, dass immer (n — r) Funktionen N1 = [¢,11(X), ..., #,(X)] so existieren, dass mit
[ ] [ (x)
€12 Leha (x)
51,7“1 Lgl_lhl (X)
€21 ha(x)
21 ' T —1.
52,7” L:2 hQ X
n : :
Zn
Sm 1 hm(X)
Em,rm L7f”M71hm(x)
Pri1(x) Pri1(x)
Pn (%) Pn(X)

ein lokaler Diffeomorphismus in einer Umgebung U von X gegeben ist. Im Gegensatz zum
Eingroenfall konnen die Funktionen ¢,11(x), ..., ¢,(x) im Allgemeinen nicht so gewéahlt
werden, dass gilt Lg ¢p(x) =0, j=1,...,m, k=r+1,...,n, fiir alle x € U, es sei denn
die Distribution

Go = span{g1,82,...,8m} (6.141)

ist in einer Umgebung U des Punktes X involutiv. Wendet man die Zustandstransformation
(6.140) auf das System (6.132) an, dann erhélt man das transformierte System in Byrnes-
Isidori Normalform (vergl. (6.16))
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51,1 =812
§12="E13
él,m B (&mn) Z 1;(&nu
o1 = &2
52,2 =823
21 : 52,7“2 = 62(5’ 77) + ZBQ,j(sv 77)“] (6142a)
j=1
é:-m,l = ém,Q
gm,Q - fm,?)
gm Tm :B 5 77 Z m,j S 77
=qQ (57 77) + Zplaj(€7 77)“
j=1
Yo : (6.142Db)
ﬁn—r = Qn—r(év 77) + an—r,j (57 77)“3
j=1
mit dem Ausgang
=[&11,81,- -, &m] (6.142¢)
und
bi(&m) =b; (@7 (&m) =Lyh (@71 (€ m)), J=1,....m
Dij(&m) = Diy (@71 &) = L, L hi(@7(€m), Gl =1,...om 6420
ai(&:m) = Lf¢r+z( _1(5,17)), i=1,....,n—r ‘
( ) g]¢7‘+’b( 71(57”))7 izla"'vn_ralzlv"'am
Die Methode der exakten Eingangs-Ausgangslinearisierung gemafl (6.136), (6.138)
3 n)(—B(E,n) + v) (6.143)
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fihrt fiir das Mehrgrofilensystem (6.132) analog zum Eingréfienfall nur dann zu einem
stabilen geschlossenen Kreis, wenn die Nulldynamik

1= a(0,7) + P(0,7)D""(0,7)(~5(0,m)) (6.144)

asymptotisch bzw. exponentiell stabil also phasenminimal ist, vergl. Definition 6.2. Man
beachte, dass die Komponenten von b, D, q und P bereits in (6.142d) definiert wurden.

Offensichtlich ist die Dimension der Nulldynamik gleich Null, wenn der vektorielle
relative Grad {ri,r2,...,7ry} die Bedingung r = > j=y rj = n erfiillt. Der nachfolgende
Satz gibt nun notwendige und hinreichende Bedingungen dafiir an, dass man fir das
System (6.132) (fiktive) Ausgangsgrofen Aj(x),..., Ay (x) so finden kann, dass fiir den
zugehérigen vektoriellen relativen Grad {r1,72,..., 7} gilt r = 370 r; = n. Geméa
Definition 6.3 muss dann eine Losung des Systems von partiellen Differenzialgleichungen

Lg LENi(x) =0, j=1,....,m, i=1,....m, k=0,...,r;—2 (6.145)

mit einer reguldren Entkopplungsmatrix D(x) nach (6.133) und der Nebenbedingung
Z;ﬁ:l r; = n existieren.

Aufgabe 6.12. Zeigen Sie, dass das System von partiellen Differenzialgleichungen
hoherer Ordnung (6.145) dquivalent zum System von partiellen Differenzialgleichungen
erster Ordnung vom Frobenius-Typ

Lpatg,0N(¥) =0, j=1,...,m, i=1...om, k=0...m—2 (6.146)

ist.

Hinweis: Verwenden Sie die Beziehungen (6.59) und (6.60).

Satz 6.4 (Existenz von Ausgangsgrofien mit vektoriellem relativen Grad r = n). Es
existiert in einer Umgebung U des Punktes X genau dann eine Losung A1(X),. .., Am(X)
des Systems von pDGlen erster Ordnung (6.146) mit den Nebenbedingungen, dass die
Entkopplungsmatriz D(X) nach (6.133) requldr ist und fir den vektoriellen relativen
Grad {r1,79,...,rm} gilt r =37 v; = n, wenn die Distributionen

Gi(x) = span{adlﬁgj(x) 0<k<i, 1<j< m} (6.147)
folgende Bedingungen erfiillen:
(A) Go(X) hat den Rang m,
(B) Gi(x) hat konstanten Rang in einer Umgebung U von X fir allei=1,...,n—1

(C) Gp—1(X) hat den Rang n und

(D) G;(x) ist involutiv in einer Umgebung U von X fir alle i =0,...,n — 2.
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In diesem Fall nennt man das System (6.132) auch exakt eingangs-zustands-linearisierbar
in der Umgebung des Punktes X.
Der vektorielle relative Grad {r1,r2,...,rm} errechnet sich dann, indem man zuerst

die Gréfien
9; = rang(G;(X)) — rang(Gi—1(X)), i=1,...,n—1 (6.148)

mit der Eigenschaft 0 < ;41 < 9; konstruiert. Die Komponente rj, j =1,...,m, des
vektoriellen relativen Grades {ry,ra,...,rm} ergibt sich als die um 1 erhohte Anzahl
der Grifien 6;, t = 1,...,n — 1, die gréfier oder gleich j sind. Die Reihenfolge der
rj ist zwar prinzipiell willkirlich, doch bedingt die obige Definition, dass immer gilt
rj > Tjp1 und Z’J-"Zl T = i

Der Beweis dieses Satzes kann in der am Ende angefiihrten Literatur nachgelesen
werden.

Ist das System (6.132) exakt eingangs-zustandslinearisierbar, dann gilt fiir die Zustands-
transformation (6.140) dim(n) = 0 und man nennt den transformierten Zustand z = £ den
Brunovsky Zustand des Systems (6.132). Mit Hilfe der Zustandstransformation (6.140) und
der StellgroBentransformation (6.143) wird das System (6.132) im neuen Zustand z mit
der neuen Eingangsgréfie v in ein exakt lineares System bestehend aus m Integratorketten
der Lange {r1,r2,...,ry,} tiberfithrt. Dieses transformierte System ist auch unter dem
Namen Brunovsky Normalform bekannt (vergl. (6.54)-(6.56)) und die Komponenten r;
des vektoriellen relativen Grades {ri,ro,..., y,} werden in diesem Zusammenhang auch
als Kronecker-Indizes bezeichnet.

Beispiel 6.8. Als Beispiel betrachte man das System
_ ) - .
To + 5 0 1
T3 — T1T4 + T4T5 0 0
X = |Toxg + 1125 — m% + [cos(zy —x5) | w1 + 1| uz . (6.149)
T5 0 0
I 73 Lo 1
—~
f£(x) g1(x) g2(x)
Die Distribution Gp(x) gemafl (6.147) lautet
0 1]
0 0
Go(x) = spanq [cos(z; —x5) |, |1 (6.150)
0 0
(. O - ._1_.
—_—
g1(x) g2(%)
Man iiberzeugt sich leicht, dass an einem generischen Punkt x = X der Rang von Go(x)
gleich 2 ist und wegen [g1, g2](x) = 0 die Distribution Gy(x) in einer Umgebung von
X involutiv ist.

Vorlesung Regelungssysteme 2 (SS 2020)
©A. Kugi, Institut fiir Automatisierungs- und Regelungstechnik, TU Wien



6.5 Mehrgrofenfall Seite 168
Analog dazu kann man zeigen, dass die Distribution
[ 0 1 171 0 11 o
0 0 —cos(x1 — x5) -1
G1(x) = spang |cos(xy —x5) |, [1], | —sin(z; — z5)x2|, |—21 + 25 (6.151)
0 0 0 -1
i 0 111 L 0 11 0
—~—
g1(x) g2(x) adegi (x) adega(x)

involutiv ist, da gilt

[g1,adeg1](x) =
(g1, adega](x) =
(g2, adegi](x) =
(g2, adega](x) =
[adegi, adega](x) =

pDGlen erster Ordnung vom Frobenius-Typ (siehe (6.146))

gl (x Al (X

yA1(

yAL(x
(

Y

X

Lgs(x)

Y

adfgl (%)

)=0
)=0,
)=0
)=0

adfg2 (%) Ar(x

0,0, —sin(z; — ;1:5),(),()]T = —tan(x; — x5)g1(x) .

eingangs-zustandslinearisierbar. Die Hilfsgrofien é;, 1 = 1,...,n
lauten

01 = rang(G1(x)) — rang(Go(x)) =4 —2 =

Jy = rang(Ga(x)) —rang(G1(x)) =5 —4 =

d3 = rang(G'3(x)) — rang(Gz(x)) =5 -5 =

04 = rang(G4(x)) — rang(Gs(x)) =5-5=0,

an einem generischen Punkt x = X den Rang 4 hat und in einer Umgebung von X

Ohne die Distributionen Ga(x), G3(x) und G4(x) explizit zu berechnen, sei erwéhnt,
dass diese den Rang n = 5 haben und dementsprechend auch involutiv sind. Somit
sind die Bedingungen (A) - (D) von Satz 6.4 erfiillt und das System (6.149) ist exakt
— 1, geméaB (6.148)

woraus sich unmittelbar der vektorielle relative Grad zu {ry,r2} = {3,2} ergibt. Um
nun die zugehorigen Ausgangsgrofen Aj(x) und Aa(x) zu bestimmen, miissen die

(6.154a)
(6.154b)
(6.154c)
(6.154d)

Vorlesung Regelungssysteme 2 (SS 2020)

©A. Kugi, Institut fiir Automatisierungs- und Regelungstechnik, TU Wien



6.5 Mehrgrofenfall Seite 169

sowie

(6.154e)
(6.154f)

Lg1 (%) >\2 (X)
L )\2 (X)

fir funktional unabhangige A; (x) und A2(x) gelost werden. Offensichtlich liegt %Al(x)

0,
0

g2(x)

im Kern von G (x) und a%/\g(x) im Kern von Go(x). Da sich der Kern von G1(x) in
der Form [—1,0,0,0, 1] errechnet, folgt unmittelbar eine mégliche Losung fiir Aj (x)
zZu

AM(x) =21 — 25 . (6.155)
Analog kann man zeigen, dass
Ao(x) =x9 oder MNo(x)= x4 (6.156)

mogliche Ausginge mit relativem Grad ro = 2 sind.

Aufgabe 6.13. Zeigen Sie, dass die Entkopplungsmatrix D(x) nach (6.133) bei der
Wahl A\ (x) = 21 —25 und \2(x) = x9 singuldr und fiir A;(x) = 21 —25 und A\2(x) = x4
regulér ist.

Samtliche fiir den Eingroflenfall diskutierten Methoden der Trajektorienfolgeregelung
lassen sich nun direkt auf den Mehrgréfienfall iibertragen.

Beispiel 6.9. Als weiteres Beispiel betrachte man den Laborhelikopter nach Abbil-
dung 6.10.

Abbildung 6.10: Schematische Darstellung des Laborhelikopters.
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Der Helikopter besteht aus dem Mast, welcher sich um den Winkel g; frei drehen
kann, dem Arm mit der Drehung um den Winkel g2 und der Aufhdngung mit der Dre-
hung um den Winkel ¢3. An den beiden Enden dieser Authdngung sind zwei Rotoren
angebracht, die durch Gleichstrommotoren angetrieben werden. Durch Anlegen einer
elektrischen Spannung an die Motoren ergibt sich eine Drehung der Rotorblétter,
die dadurch entstehenden Auftriebskréifte Fy und Fj, dienen als Stellgroflen fiir das
System. Mit Hilfe dieser beiden Stellgréfien sollen nun die drei Freiheitsgrade ¢,
g2 und g3 geregelt werden. In der englischsprachigen Literatur werden solche me-
chanische Systeme, die weniger Stelleingdnge als Freiheitsgrade besitzen, auch als
,underactuated mechanical systems” bezeichnet. Es ist hinlédnglich bekannt, dass die
nichtlineare Regelung dieser Klasse mechanischer Starrkérpersysteme um Gréflen-
ordnungen schwieriger ist verglichen mit dem Fall, dass fiir jeden Freiheitsgrad ein
Stelleingang zur Verfiigung steht. Unter der Annahme, dass die Reibungen in den
Drehachsen vernachléssigbar sind und sin(g2) ~ 0 gilt, ldsst sich das mathematische
Modell in der Form

q1 (g 0 0
U1 0 —% sin(g3) cos(gq2) 0
q2 V2 0 0
i ooy Sin(qz) + 72 cos(qz) i —% cos(q3) “r " (6.157)
3 U3 0 0
03] | —gicos(ge)sin(gs) | | 0 | _%_
= £(x) g1(x) g2(x)

mit den konstanten masse- und geometrieabhédngigen Parametern «q, as und asg, den
konstanten Eintrdgen der Massenmatrix di1, deo und dgz, den Abstdnden a%; und a§4
sowie den transformierten Eingangsgrofien u1 = Fy, + Fy und ug = F, — Fy darstellen.

Aufgabe 6.14. Leiten Sie das mathematische Modell des Laborhelikopters von Abbil-
dung 6.10 mithilfe des Lagrange-Formalismus her.

Hinweis: Nehmen Sie sich hierzu etwas Zeit!

Im Folgenden besteht die Aufgabe nun darin, eine Trajektorienfolgeregelung fiir den
Laborhelikopter zu entwickeln. Berechnet man fiir das vereinfachte mathematische Modell
des Laborhelikopters (6.157) mit y; = ¢1 und y2 = g2 als Ausgangsgrofien den vektoriellen
relativen Grad geméfl Definition 6.3, so stellt man fest, dass die Entkopplungsmatrix

—% sin(gs) cos(g2) 0
_ajs cos(g3) 0
d22

D(x) = (6.158)
an einem generischen Punkt singulér ist. Offensichtlich kann damit das Zustandsregelgesetz
nach (6.136), (6.138) nicht realisiert werden. Ohne darauf nidher einzugehen, sei an dieser
Stelle lediglich erwéhnt, dass zur Losung dieses Problems in der Literatur unter anderem
der so genannte Dynamic Extension Algorithmus vorgeschlagen wird.
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Betrachtet man andererseits das System (6.157) etwas genauer, dann erkennt man, dass
sdmtliche Systemgréfien (Zustands- und StellgréBen) durch den Ausgang y* = [y1,y2] =
[q1, ¢2] und dessen zeitliche Ableitungen parametriert werden kénnen. Multipliziert man die
zweite Zeile von (6.157) mit —é und die vierte Zeile von (6.157) mit ﬁ cos(qz) tan(gs),
g3 # 0, und addiert diese, so erhélt man

L1 . al . o 1
—j— + (q2 — Lsin(ga) — — cos<q2>) — cos(ga) tan(gz) = 0 (6.159)
da9 doo daa di1

und damit unmittelbar die Parametrierung von g3

dur
g3 = arctan ua . (6.160)
dag (c’jg — gosin(ge) — 72 cos(qg)) cos(q2)

Man iiberzeugt sich leicht, dass (6.160) auch fur g3 = 0 giiltig ist. Im Weiteren folgt die
Parametrierung der Stellgrofien u; und wy direkt aus der zweiten und letzten Zeile von
(6.157) in der Form

—di1¢1

U = - 6.161a
1= 2, sin(gs) cos(gz) (6.1612)
= d33G3 + a3 cos(qz) sin(q3)

0]
a3y

(6.161D)

mit g3 geméf (6.160).

Aufgabe 6.15. Zeigen Sie, dass die parametrierte Stellgrofie u; von (6.161) fir g3 — 0
einen endlichen Wert annimmt.

Diese flachheitsbasierte Parametrierung erlaubt es nun, auf einfache Art und Weise
eine Trajektorienfolgeregelung nach Abschnitt 6.4.1 bzw. Abschnitt 6.4.2 aufzubauen.
Die flachheitsbasierte Steuerung u} (t) = [u 4(t), ug,q(t)] beispielsweise ergibt sich direkt
durch Einsetzen der hinreichend oft stetig differenzierbaren Solltrajektorien ydT(t) =
[y1,a(t), y2,a(t)] = lg1,a(t), g2,a(t)] in (6.160),(6.161).

Anhand des vorigen Beispiels erkennt man sehr schén, dass das System zwar nicht exakt
eingangs-zustandslinearisierbar ist (singuldre Entkopplungsmatrix), aber sehr wohl eine
flachheitsbasierte Parametrierung samtlicher Systemgrofen (Zustands- und Stellgrofien)
existiert. In der Tat gilt im Mehrgroflenfall lediglich die Umkehrung, ndmlich ein exakt
eingangs-zustandslinearisierbares System ist auch differenziell flach, d.h. die notwendige
und hinreichende Bedingung fiir die exakte Eingangs-Zustandslinearisierbarkeit von Satz
6.4 ist lediglich eine hinreichende Bedingung fiir die Flachheit des Systems. Im Folgenden
soll der Begriff der differenziellen Flachheit etwas detaillierter formuliert werden.

6.5.2 Flachheit

Zur Definition der differenziellen Flachheit betrachte man eine moglichst allgemeine
Darstellung eines finit-dimensionalen dynamischen Systems der Form

Ei(w,v'v,...,w(p)):0, i=1,....n, (6.162)
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wobei in w € R® sdmtliche SystemgroBen (Zustands- und Deskriptorgrofien, Eingangsgro-
Ben, Stellgrofen) zusammengefasst werden.

Definition 6.4 (Flachheit). Man nennt das System (6.162) differenziell flach, wenn
Funktionen y* = [y1, 42, ..., ¥ym| der SystemgroBen wj, j =1,...,s und deren zeitli-
chen Ableitungen, d.h.

yk:gi)k(W,v’v,...,w(“’“)), k=1,...,m, (6.163)

so existieren, dass nachfolgende zwei Bedingungen erfiillt sind:

(A) Die Funktionen yi,y2,...,yn sind differenziell unabhéngig, d.h. es existiert
keine Differenzialgleichung der Form

xX(y.3,y®) =0. (6.164)

Diese Bedingung ist dquivalent dazu, dass fiir ein System mit m linear unabhan-
gigen Stellgréfen m funktional unabhéngige Gréflen y;, j = 1,...,m gefunden
werden konnen.

(B) Samtliche SystemgroBlen w lassen sich zumindest lokal durch y und deren
zeitliche Ableitungen parametrieren, d.h.

wj:qu(y,y,...,y("ﬂ), j=1,...,s. (6.165)
In diesem Fall wird y als flacher Ausgang bezeichnet.

Beispiel 6.10. Als Beispiel betrachte man den Briickenkran von Abbildung 6.11.
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Trommel Jr, Ry

YL

Y

Abbildung 6.11: Schematische Darstellung eines Briickenkrans.

Es wird angenommen, dass das Seil masselos und undehnbar ist und wahrend der
Bewegung stets vollstéindig gerade bleibt. Bezeichnet man mit Fig die Seilkraft und mit
f den Winkel des Seiles beziiglich der y-Achse, dann lautet der Impulserhaltungssatz
fiir den Wagen

mwiw = F —dwaiw + Fg sin(@) (6166)

mit der Wagenmasse myy, der geschwindigkeitsproportionalen Reibungskraft dyy iy
und der externen Kraft F' als Stellgrofle. Die Dynamik der Last mit der Masse mp,
errechnet sich ebenfalls aus dem Impulserhaltungssatz in z- und y-Richtung zu

mLiL = —FS sin(@) (6.167&)
mryr = —Fg COS(@) +mrg . (6167b)

Die Last kann nun iiber eine Trommel mit dem Tragheitsmoment Jr aufgewickelt
werden. Unter der Annahme, dass sich weder der Trommelradius R noch das
Tragheitsmoment Jr durch das Aufwickeln des Seiles &ndern, lautet die Bewegungs-
gleichung

Jr—— = M — dp——

FeR 6.168
Ry RT+ sRr ( )
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mit dem durch einen Motor aufgebrachten Drehmoment M als Stellgréfle und dem
drehwinkelgeschwindigkeitsproportionalen Reibungskoeffizienten dp. Zuséatzlich zu
den Differenzialgleichungen (6.166) - (6.168) gelten noch folgende algebraische Re-
striktionsgleichungen

xp = rsin(0) + zw (6.169a)
und
yr, = rcos(f) . (6.169b)
Das mathematische Modell des Briickenkrans (6.166) - (6.169) liegt somit in der Form
von (6.162) mit den Systemgréfen w' = [xw,zp,yr, 7,0, Fs, F, M] vor.

Eine einfache Rechnung zeigt nun, dass sich sdmtliche SystemgréBen w durch den
flachen Ausgang y' = [xr,yr] (Position der Last) parametrieren lassen. Aus (6.167)

errechnen sich Fg und 6 zu
Fs = mpy\/#2 + (i1 — 9)° (6.170a)

9:arctan( L ) (6.170b)

Yy — g
und aus (6.169) folgt die Parametrierung von r und zy zu

vy _ ey + (r —9) (6.171a)

cos(f) 9—iiL

xw =xp —rsin(f) = — yr— TL (6.171Db)

L —g

Die verbleibende Parametrierung der beiden Stellgréflen F' und M erhilt man direkt
aus (6.166) und (6.168) in der Form

F=mwiw +dwiw — Fs sin(ﬁ) (6.172&)
7 7

M = Jp—— 4+ dp—— — FyR 6.172b

TRT+ TRT siir ( )

mit 7, zy, Fs und 6 geméB (6.170) und (6.171). Auf Basis dieser flachheitsbasierten
Parametrierung ist es nun relativ einfach moglich, eine flachheitsbasierte Trajektori-
enfolgeregelung fiir die Last aufzubauen.

Man beachte, dass im soeben gezeigten Beispiel die flachheitsbasierte Analyse ohne
explizite Herleitung einer Zustandsdarstellung des mathematischen Modells durchgefiihrt
wurde. In vielen Féllen fiihrt dies zu einer drastischen Vereinfachung der Berechnung
des (nichtlinearen) Regelgesetzes. Abschliefiend sei noch angemerkt, dass die Theorie der
flachheitsbasierten Regelung in den letzten Jahren erfolgreich auf gewisse Klassen verteilt-
parametrischer Systeme, also Systeme beschrieben durch partielle Differenzialgleichungen,
erweitert werden konnte.
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