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1 Iterativ Lernende Regelung

Iterativ Lernende Regelung (ILR) (engl. Iterative Learning Control (ILC)) basiert auf
der Idee, dass die Performance eines sich wiederholenden Prozesses verbessert werden
kann, indem aus vorangegangenen Versuchen (Iterationen) gelernt wird. Die ILR nutzt
Information vorangegangener Iterationen gezielt aus, um den Ausgang eines System einer
vorgegebenen Trajektorie folgen zu lassen. Fiir diese Art von Prozessen wiirde ein nicht-
lernender Regler in jeder Iteration immer den gleichen Regelfehler aufweisen.

Um die ILR anzuwenden, muss ein Prozess folgende Bedingungen erfiillen:
(i.) Jede Iteration endet innerhalb einer festen Iterationsdauer, d. h. ¢t € [0,].
(ii.) Jede Iteration startet vom (nahezu) gleichen Anfangszustand.
(iii.) Fir einen gegebenen Sollausgang y,4(t) existiert eine eindeutige Steuerung ug(t).

Bei der ILR wird in jeder Iteration j = 0,1,... eine Steuerung wu;;1(t) auf Basis des
Ausgangsfehlers e;(t) = yq(t) — y;(t) berechnet und auf das System geschaltet. Ein zur
Berechnung der Steuerung vielfach eingesetztes ILR-Gesetz lautet fiir L > 0

uj1(t) = u;(t) + L(ya(t) — y;(t)) - (1.1)

Das ILR-Gesetz (1.1) stellt eine Fixpunktiteration fiir die Steuerung w;(t) dar. Fiir j — oo
resultiert eine Steuerung uo(t), die den Ausgangsfehler e (t) = ya(t) — Yoo(t) = 0 zu Null
regelt.

Die ILR zeichnet sich insbesondere dadurch aus, dass eine hohe Regelgiite erreicht
werden kann, sie robust gegentiiber Modellunsicherheiten ist und sich wiederholende Sté-
rungen unterdriicken lassen. Die ILR unterscheidet sich von anderen lernenden Regler
Algorithmen, wie z. B. der Adaptiven Regelung. Bei der Adaptiven Regelung werden zum
Erreichen der Regelgiite die Regelparameter modifiziert - bei der ILR wird eine Steuerung
modifiziert. Man kann die ILR daher auch als ein Verfahren zur Adaption einer Steuerung
auffassen. Die ILR weist einige Vorteile gegeniiber einer klassischen Regelung auf. Mithilfe
einer Regelung ist es im Allgemeinen schwierig Totzeiten zu kompensieren. Im Rahmen
der ILR ist dies einfach moglich, da sie von Iteration zu Iteration arbeitet. Aus diesem
Grund ist es auch moglich, akausale Filter fiir den ILR-Entwurf einzusetzen.
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1.1 Fixpunktiterationen Seite 2

In der Literatur [1.1-1.5] werden zwei Arten der Lernenden Regelung unterschieden:
Repetitive Regelung und Iterativ Lernende Regelung. Prinzipiell sind die Verfahren gleich,
allerdings mit einem Unterschied.

o Bei der Iterativ Lernenden Regelung sind alle Iterationen vollstdndig unabhingig
voneinander. Der Anfangszustand ist in jeder Iteration gleich.

e Bei der Repetitiven Regelung sind die Iteration abhéngig voneinander. Der Endzu-
stand des Systems am Ende einer Iteration bildet den Anfangszustand des Systems
fir die néchste Iteration. Der Anfangszustand der Iterationen variiert also von
Iteration zu Iteration.

1.1 Fixpunktiterationen

Die Nullstellensuche einer Funktion

~(z) =0 (12)
mit y(z) : RN — RN und z* = [zl e ZN} kann in der Form
$() =2 (13

angeschrieben werden. In dieser Formulierung sucht man nach einem Fizpunkt, d. h. einem
Vektor z,, der

P(2Zoo) = 2o (1.4)
erfiilllt. Bei einer Fixpunktiteration definiert man eine Folge zg,z1,... durch die Vor-
schrift

Zji1 :’l,b(Zj) > ] =0,1,2,... . (1.5)

Die Konvergenzeigenschaften der Folge hingen von der Wahl der Funktion v ab. Es ist
wichtig zu verstehen, dass fiir ein gegebenes Problem ~(z) = 0 mehrere Funktionen
definiert werden kénnen. Z. B. kénnen die Funktionen

e P(z) =2 (Z7)  (2)7(2)

gewéhlt werden. Die Wahl der Funktion 1) ist entscheidend fiir die Konvergenzeigenschaften
der Fixpunktiteration. Um diese darzustellen, sind einige Definitionen notwendig.

Definition 1.1 (Konvergenz). Die Iteration (1.5) ist

o lokal konvergent (LK) gegen z, falls es ein § > 0 gibt, so dass wenn ||zg— 2o || <
0 gilt, die Iteration (1.5) existiert und gegen zo, konvergiert,
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1.1 Fixpunktiterationen Seite 3

o global konvergent (GK), falls die Iteration (1.5) fiir alle zy gegen z, konvergiert.

Definition 1.2 (Stabilitdt). Der Fixpunkt (1.4) ist

o stabil (im Sinne von Lyapunov), falls es fiir jedes € > 0 ein 6 > 0 gibt, so dass
wenn ||zg — zo|| < 6 gilt, die Folge {z;} von (1.5) existiert und ||z; — z|| < €
fiir alle j > 1 gilt,

o attraktiv (A), falls es ein ¢ > 0 gibt, so dass wenn ||zp — z|| < J gilt, die Folge
{z;} von (1.5) existiert und lim; o 2; = 2o, global attraktiv (GA) falls § = oo,

o asymptotisch stabil (AS), falls er stabil und attraktiv ist und global asymptotisch
stabil (GAS), falls er stabil und global attraktiv ist.

Attraktivitit und Konvergenz sind dquivalente Konzepte. Die folgenden Aquivalenzen
gelten [1.0]

GAS = GA <= GK = A== AS . (1.6)
Fir eine lineare Iteration
Zj+1 :‘I’Zj y j:0,1,2,... (1.7)

koénnen zuséatzlich folgende Aussagen getroffen werden.

Definition 1.3 (Stabilitdt und asymptotische Stabilitéat einer linearen Iteration).
Eine lineare Iteration (1.7) heifit stabil, falls

sup [ 7| < oo , (1.8)
j>1

sie heif3t asymptotisch stabil, falls

lim || @7 =0. (1.9)
j—o00

Definition 1.4 (Spektralradius). Als Spektrum einer Matrix I' bezeichnet man die
Menge aller Eigenwerte von I'', d. h.

o(T)={ e C|det(\E—-T) =0} (1.10)
und
p(T) = s Al (1.11)

ist der Spektralradius von T'.
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1.1 Fixpunktiterationen Seite 4

Satz 1.1. Fine lineare Iteration (1.7) ist genau dann stabil, wenn fir den Spektralra-
dius p(¥) < 1 gilt und alle Eigenwerte bei 1 nur einfach vorkommen. Sie ist genau
dann asymptotisch stabil, wenn fir den Spektralradius p(¥) < 1 gilt.

Fiir den Beweis sei auf die angefiihrte Literatur verwiesen.

Definition 1.5 (BIBO-Stabilitdt). Eine lineare Iteration
Zjy1 = ‘I’Zj + AV]' , Zo = 0 (112)

heifit BIBO-stabil, wenn zu jeder beschrankten Eingangsfolge {v;} eine beschrénkte
Ausgangsfolge {z;} gehort.

Satz 1.2. Eine lineare Iteration z;11 = Wz; + Av; , zg = 0 ist genau dann BIBO-
stabil, wenn fir den Spektralradius p(¥) < 1 gilt.

Lemma 1.1. Ist {z;} eine beschrinkte Folge reeller Vektoren mit p > 0,e >0 € R
fir die

lasall < pllzgll+2, 0<p<1 (1.13)
gilt, dann folgt
. 1
limsup ||z;|| < €. (1.14)
Jj—00 1- P

Beweis. Die Tteration (1.13) lasst auf

1z1]| < pllzoll + ¢
1Z2]| < p?||zol| + (1 + p)e

i1 ;
. : . 1—p
||| < o7 llzoll + > ple = p7 |20l T, (1.15)
§=0
schlieen. Fiir j — oo folgt p/ — 0 fiir 0 < p < 1 und damit (1.14). O

AuBerdem konnen die Monotonieeigenschaften der linearen Iteration (1.7) charakterisiert
werden.
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1.2 Lifted-System-Darstellung Seite 5

Definition 1.6 (Maximaler Singuldrwert). Als maximalen Singuldrwert einer Matrix

¥ bezeichnet man
a(P) = /p(PTW) . (1.16)

Der maximale Singuldrwert o(W) gibt eine obere Schranke fiir die Verstédrkung einer
Abbildung ¥ an, denn es gilt

1®z[2 < [[®]2]|z;lls = o (¥)l|z)]2 - (1.17)

Satz 1.3 (Monotone Konvergenz einer linearen Iteration). Die lineare Iteration
zj+1 = Wz; ist monoton konvergent gegen 0 in der lo-Norm, d. h. es gilt

lz5s1lls < Blizgllz baw.  llzjs1ll < Bllzolla (1.18)
fir 0 < B <1, falls
(W) <1. (1.19)

Fiir den Beweis wird auf die angefiihrte Literatur verwiesen. Da p(¥) < g(¥) gilt, ist
jede monoton konvergente Iteration auch konvergent.

1.2 Lifted-System-Darstellung

Betrachtet wird ein lineares, zeitinvariantes SISO-System der Form

x;j(t) = Ax;(t) + bu;(t) , x;(0) =x¢ (1.20a)
y;(t) = cTx;(t) + duj(t) +v;(t) . (1.20b)
Es bezeichnet dabei t die Zeit und 7 = 0,1,... den Iterationsindex. Ferner ist mit
ij(t) = [acl(t) xn(t)} € R"™ der Zustandsvektor der Dimension n, mit xg die An-

fangsbedingung, mit u(t) der Eingang , mit y(¢) der Ausgang und mit v(¢) das Messrauschen
gegeben. AuBerdem ist A die Systemmatrix, b der Eingangsvektor, ¢* der Ausgangsvektor
und d der Durchgriffsparameter.

Verwendet man ein Abtast/Halteglied Nullter Ordnung, um (1.20) zu diskretisieren
(ZOH-Diskretisierung (engl. Zero-Order-Hold-Discretization)), so ergibt sich mit dem
Zeitindex k = 0,1, ... und dem Zustandsvektor x;[k] = x;(kT,) = x;(t), dem Eingang
ujlk] = uj(kT,) = u;(t) und dem Ausgang y; (k] = y; (k1) = y;(t) fir kT, <t < (k+1)T,

xjlk + 1] = &x;[k] + vu;[k] , x;[0] = %o (1.21a)
yilk] = cTx;[k] + duj[k] + v;[k] (1.21Db)

Vorlesung und Ubung Fortgeschrittene Methoden der nichtlinearen Regelung (Wintersemester 2020,/2021)
© T. Gliick, A. Kugi, A. Steinbéck, Institut fiir Automatisierungs- und Regelungstechnik, TU Wien



1.2 Lifted-System-Darstellung Seite 6

mit
Ta
® = exp(AT,) und ~= /0 exp(AT)drb = (exp(AT,) —E)A™'b . (1.22)
Die dquivalente Eingangs-Ausgangs-Darstellung lautet
Yj [O] = CTXO + d’LL]' [0] + v [0] , (1.23&)
k—1
yilk] = cT® %o +cT (@’f*mflyuj [m]) + dujk] +v;[k] , k=1,2,... . (1.23b)
m=0

Definiert man die Markov-Parameter!

d fir k=0
k] = , 1.24
9l {ch)k—ly fir k=1,2,... (124)
so findet man eine weitere Darstellung von (1.23)
y;[0] = ¢ xo + du;[0 ] +v;[0] , (1.25a)
yik] = cT®Fxq + Z mlujlk —m]) +v;lk], k=1,2,... . (1.25b)

Anzumerken ist, dass der zweite Term in (1.25b) die diskrete Faltung wu;[k] * g[k] =
> m=p glm|u;[k — m] darstellt, wobei D der diskrete Definitionsbereich ist. Definiert man
den Schiebeoperator d : 6(z;[k]) = z;j[k+1], dann kann fiir xg = 0 die Ubertragungsoperator

¢0) = zj[[i]] =d+c'OE-®) 'y =d+5 " (B 5—1@)’17

=d+5 ' (B4+0710 45722 4 )y =d+ 57! TZ 5h @k )y
k=0

=d+ Y @y TF = glk]o*
k=1 k=0

(1.26)
eingefiihrt werden.

Bemerkung 1.1. In der Herleitung eines ILC-Gesetzes spielt der relative Grad des
Systems eine wichtige Rolle. Dieser ist fiir ein kontinuierliches System wie folgt
definiert:

Definition 1.7. Das kontinuierliche System (1.20) fiir d = 0 und v;(t) = 0 besitzt
den relativen Grad r, wenn

(A) cTA*b =0, k=0,1,...7—2
(B) cTA™ b #0 .

! Aus der Vorlesung Automatisierung ist bekannt, dass die Markov-Parameter direkt die Impulsantwortfolge
darstellen.
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1.2 Lifted-System-Darstellung Seite 7

Man iiberzeugt sich leicht, dass der relative Grad eines kontinuierlichen Systems der
Anzahl an Zeitableitungen des Ausgangs y;(t) entspricht, bis erstmalig der Eingang
u;(t) auftritt. Dies wird deutlich, wenn man fortlaufend die Zeitableitung des Ausgangs
bildet:

y;(t) = cTx;(t) (1.27a)
9i(t) = " Ax; () + b u; (1) (1.27b)
=0

i;(t) = cTA%x;(t) + cTAbuj(t) (1.27¢)

j j ¢ Aby;

=0

r—1 r— r—

y](, () = c"AT k(1) + cTAT b (t) (1.27d)
=0
yy (1) = <A (1) + TAT by (1) (1.27e)
#0

Ist r = n, dann besitzt das System vollen relativen Grad. Fiir ein diskretes System
gilt folgende Definition fiir den relativen Grad:

Definition 1.8. Das diskrete System (1.21) fiir d = 0 und v;[k] = 0 besitzt den
relativen Grad r, wenn

(A) T"®*y=0, kE=0,1,...7—2
(B) cT® 1y #£0.

Der relative Grad eines diskreten Systems entspricht dem Zeitindex k des Ausgangs
yj|k] fur den erstmalig der Eingang u;[0] auftritt. Dies wird deutlich, wenn man in
Analogie zu (1.27) die Ausgangsfolge betrachtet:

y;[0] = ¢ xg (1.28a)
y;[1] = T ®x0 + Ty u, (0] (1.28Db)
=0
y;[2] = T ®%xp + T @y u;[0] + Ty uy[l] (1.28¢)
S~—— ~—~
=0 =0
r—2
yilr =1 =c"® 'xo+c" Y " Ly uyim] (1.28d)
m=0
=0
r—1
y;[r] = cT®"xo + ¢t Z " Ly [ml] (1.28e)
m=0
£0
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1.2 Lifted-System-Darstellung Seite 8

Es stellt sich die Frage, ob das diskrete System (1.21) dann ebenso einen vollen
relativen Grad besitzt. Diese Frage kann beantwortet werden, indem in (1.22) die
Exponentialmatrix exp(A7) durch ihre Reihendarstellung ersetzt, mit ¢ multipliziert
und die Integration explizit ausgefithrt wird:

T ® m
T T [°° (A7)
= bd 1.29
N /0 mzjo m! i (1.29)
Ta 1
— T / b+ Abr+... 4 A" bl O(TMdr (1.29b)
0 (n—1)!
1 1
=c'bT, + 5cTAij +...+ e AT+ O(T ) (1.29¢)
. mn.

Dies zeigt, dass unter Verwendung einer ZOH-Diskretisierung fiir (1.20) (mit d = 0
und v;(t) = 0) das diskrete System (1.21) immer einen relativen Grad von r = 1
aufweist, da ¢ty # 0, vgl. (1.28b).

Der relative Grad eines diskreten Systems entspricht dem Zeitindex r fiir den der Ein-
gang u;[0] erstmalig direkt auf den Ausgang y;[r] wirkt. Der relative Grad kann daher
auch als Verzogerung verstanden werden. In einer realen Anwendung kann zusétzlich zur
Verzogerung durch den relativen Grad r eine Verzogerung durch die Digital-Analog- bzw.
Analog-Digital-Wandlung auftreten. Benotigt die Wandlung w Abtastschritte, dann kann
eine Gesamtverzogerung m = w + r eingefithrt und die Wandlungszeit in den Modellglei-
chungen mitberiicksichtigt werden. Es wird nun eine Eingangs- und Ausgangsfolge fiir N
Zeitschritte

wilk], k=0,1,...,N—1 (1.30a)
vlk], k=01,...,N—1 (1.30b)
yilk] , k=mm+1,....N+m—1 (1.30c)
yolk] = cT® g, k=m,m+1,...,.N+m—1 (1.30d)

als auch eine Sollausgangsfolge
yalk], k=mm+1,...,N+m—1 (1.31a)
betrachtet. Der Ausgangsfehler lautet sinngeméf

ej[k}:yd[k]—yj[k], k:m,m+1,...,N+m—1. (1.32)
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Definiert man die Vektoren

uf = [w[0] wll] ... w[N-1)] RN (1.33a)
vi=[ol0] ] ... oV -1 eRY (1.33b)
v} = [wlm] wim+1 ... ylm+ N -1]] € RN (1.33¢)
vi = |yalm] yalm+1] ... yalm+ N —1]| € RN (1.33d)
v = [wolml wlm+1] ... wolm+N -1 € RN (1.33¢)
el =y, -y, = [ej[m] ejlm+1] ... ej[m+N—1]} cRY, (1.33f)
so ergibt sich aus (1.25) die sogenannte Lifted-System-Darstellung
y;i =yo+ Gu; +v; (1.34)
mit der Matrix
G = g[m_+ ! g[@] SR e (1.35)
: : o0
gim+N—-1] gm+N-2] --- g[m]

Zu beachten ist, dass zum einen stets g[m] # 0 gilt und zum anderen die Matrix G
Toeplitz ist. Eine Matrix G wird Toeplitz-Matrix genannt wenn die Eintrdge G;; nur
von der Differenz i — j der Indizes abhéngen. Es sei angemerkt, dass lineare, zeitvariante
Systeme ebenso in einer Lifted-System-Darstellung darstellbar sind, siehe z. B. [1.7].

1.3 Grundidee der ILR

Die Grundidee der ILR besteht darin, in jeder Iteration j = 0,1,2,... eine Steuerung u;4q
mithilfe einer Iteration

W1 = ¢(uj, ej(uj)) 5 ] = 0, 1, 2, ce (136)

zu berechnen. Dazu muss in jeder Iteration j = 0,1, 2, ... der Ausgang y; und die Steuerung
u; zwischengespeichert, der Ausgangsfehler e; gebildet und eine Steuerung u;; berechnet
werden. Abbildung 1.1 veranschaulicht die Grundidee der ILR. Um die Gestalt von (1.36)
zu motivieren und naher zu spezifizieren, wird die Minimierungsaufgabe

1 1
min ieTPe + iuTWu +u'Fe (1.37a)
uBv.e=y;— Gu, (1.37b)

mit den symmetrischen, positiv (semi-) definiten Gewichtungsmatrizen P und W betrach-
tet. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit wird angenommen, dass FG schiefsymmetrisch
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Abbildung 1.1: Grundidee der ILR.

ist. Dies ist zuléssig, da der symmetrische Anteil von FG immer in die Gewichtungsmatrix
W verschoben werden kann. Deutlich wird das, wenn (1.37b) in der Zielfunktion (1.37a)
substituiert wird, wodurch sich die dquivalente Minimierungsaufgabe

min J(u) = %uTAu +ulb+c (1.38)
mit
A=G"PG+W (1.39a)
b= (F-G"P)y, (1.39b)
c= %ydTPyd (1.39¢)

ergibt. Die quadratische Form uTFGu verschwindet, da angenommen wurde, dass FG
schiefsymmetrisch ist. Zudem wurde angenommen, dass P und W symmetrische, positiv
(semi-) definite Matrizen sind. Daher ist auch A symmetrisch, positiv (semi-) definit.

Der Gradient der Zielfunktion J(u) in (1.38) lautet V.J(u) = Au + b. Falls A symme-
trisch, positiv definit ist, ist J(u) in (1.38) strikt konvex und weist ein eindeutiges globales
Minimum bei us = —A~'b auf, welches die notwendige und hinreichende Bedingung
fiir Optimalitdt VJ(us) = 0 erfiillt. Die Minimierungsaufgabe (1.38) kann numerisch
mithilfe des Gradientenverfahrens mit konstanter Schrittweite o der Form

w11 =u; —aVJ(u;) = (E — aA)u; — ab, (1.40)

gelost werden, wobei 0 < a < 2/||Al|2 (monotone) Konvergenz garantiert, vgl. Theo-
rem 2.1.13 in [1.8]. Ersetzen von y4 in (1.39b) anhand der Nebenbedingung (1.37b) im
Gradientenverfahren (1.40) liefert das ILR-Gesetz

U1 = Q(u]' + Lej) (141)
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mit den Matrizen

Q=E-o(W+FG) (1.42a)
QL =a(G"P-F). (1.42b)
Im Allgemeinen ist die Q-Filtermatrix Q gegeben durch
q[0] g1 -+ g[=(N —1)]
Q- q[.l] q[.O] Q[—(JY— 2)] « RNAN (1.43)
gIN—1] ¢[N-2] -- q[0]
und die Verstéirkungsmatrix L durch
1[0] 1[-1] [=(N—=1)]
L l[}] l[@ l[—(ZY—2)] < RNV (1.44)
l[N.— 1] l[N‘— 2] l[b]
Das ILR-Gesetz (1.41) kann auch in der Form
ujy1[k] = Q(6) (u;[K] + L(d)e;[k + m]) (1.45)
bzw.
ujyr[k] = qlk] = (u;[k] + U[K] * €[k + m]) (1.46)

angegeben werden. Damit entsprechen die Q-Filterung und die Multiplikation mit der
Verstirkungsmatrix nicht-kausalen Filterungen mit den Ubertragungsoperatoren

Q(0) =+ + q[-2]0° + q[—1]6" + q[0] + q[1]6 " + ¢q[2]6 7 + - - (1.47a)
L(8) = -+ +1[=2]6% + 1[—1]6" +1{0] + 1[1]6 "  +1[2]62 + - -- (1.47b)
und den Impulsantwortfolgen
qlk] fir k=—-(N-1),—(N—-2),...,(N—2),(N—1) (1.48a)
l[k] fir k=—-(N-1),—-(N-=2),...,(N—=2),(N—-1). (1.48b)

Das ILR-Gesetz (1.45) kann unterschiedlich interpretiert werden. Zum einen stellt fiir
Q(9) = L(6) = 1 das ILR-Gesetz (1.41) einen Integrator im Iterationsbereich dar. Aus der
Vorlesung Automatisierung ist bekannt, dass ein Integrator einen konstanten Ausgangs-
fehler e; zu Null regeln kann. Zum anderen kann (1.41) als eine Fixpunktiteration fiir
die Nullstellensuche der Funktion e;(u;) verstanden werden. Eine weitere Interpretation
der ILR ergibt sich, wenn man die ILR als das Online-Lésen der Optimierungsaufgabe
(1.111) mit einem Einfachschieverfahren interpretiert. Das Aufschalten der Steuerung
entspricht einem EinfachschieBen (Losen der Anfangswertaufgabe) und das ILR-Gesetz
(1.41) einer iiberlagerten Nullstellensuche. Im Unterschied zu einem Offline-Verfahren muss
ein Online-Verfahren robust gegeniiber Messrauschen und Variation der Anfangsbedingung
sein. Wie spéter gezeigt wird, unterdriickt die @-Filterung den Einfluss des Messrauschens
und den von sich nicht wiederholenden Stérungen.
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1.4 Stabilitats- und Konvergenzanalyse
Es soll nun die Stabilitat des ILR-Gesetzes (1.41)
uj11 = Q(u; + Le;) | (1.49)
angewendet auf die Lifted-System-Darstellung (1.34)
yi =Yyo+ Gu; +vj, (1.50)
gezeigt werden. Dazu sind folgende Annahmen zu treffen:
(i.) Jede Iteration endet innerhalb einer festen Iterationsdauer ty = NTj,.

(ii.) Der Prozess startet immer von der gleichen Anfangsbedingung, d. h. yo = konst..

(iii.) Fiir einen gegebenen Sollausgang y, existiert eine eindeutige Steuerung ug, d. h. es
gilt ya = yo + Gug.

(iv.) Die Messung y; ist ideal, das heift, dass v; = 0 gilt.

Mit dem Ausgangsfehler e; =y, — y; nach (1.33f), der Lifted-System-Darstellung (1.34)
und ¥4 = ygq — Yo, findet man mit

€; = S/d — GLIj (1.51)
anhand von (1.41) und die lineare Iteration
uj = %Yu; + Ay, , (1.52)

wobei ¥ = Q(E — LG) und A = QL gilt. Der Fixpunkt uj;; = uj = u der Iteration
errechnet sich zu

U = (E— ) 'Ay, . (1.53)
Fithrt man den Eingangsfehler i1; = u; —u ein, so ergibt sich die Eingangsfehleriteration
a1 = Pa; , (1.54)

fiir welche Satz 1.1 folgende Stabilitétsaussage liefert:

Satz 1.4 (Asymptotische Stabilitat des ILR-Gesetzes). Die Eingangsfehleriteration
(1.54) des ILR-Gesetzes (1.41), angewendet auf die Lifted-System-Darstellung (1.34),
ist asymptotisch stabil, falls

P(QE-LG)) <1. (1.55)
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Anhand von u; = G™(y4 — e;) gemé$ (1.51) folgt aus der Eingangsiteration (1.52) die
Ausgangsiteration

ej+1 = GPG le; + (E- GQG Ny, . (1.56)
Fiir dessen Fixpunkt ej;1 = e; = e gilt

€ = S’d - Guoo

= (E-GE-9)A)5,. (1.57)

Man erkennt anhand von (1.56), dass nur fir Q = E der Ausgangsfehler verschwindet,
d. h.
e =0 . (1.58)
Mit e; = e; — e ergibt sich
éj+1 = GQ(E -LG)G 'e; . (1.59)

Mit dem Satz 1.1 folgt somit fiir die Ausgangsfehlerdynamik:

Satz 1.5 (Stabilitdt der Ausgangsfehlerdynamik). Die Ausgangsfehlerdynamik (1.59)
der Lifted-System-Darstellung (1.34), (1.41) ist asymptotisch stabil, falls

p(GPG!) < 1. (1.60)

Ein Vergleich der Eingangsiteration (1.52) und der Ausgangsiteration (1.56) zeigt, dass
die Dynamikmatrizen die selben Eigenwerte aufweisen, d. h.

p(GQE-LG)G™) = p(QE-LG)) (1.61)

gilt. Damit folgt aus der asymptotischen Stabilitdt der Eingangsiteration automatisch die
asymptotischen Stabilitdt der Ausgangsiteration und umgekehrt. In einer Norm lautet
(1.56)

lejaill < [GQE —LG)G | fle]l + |E -~ GQG || gl , 0<o<1. (162)
—_————
=0 =7y =€

Lemma 1.1 liefert dann die asymptotische Aussage

1
lim sup ||e;]| < YE . (1.63)
; -0

Jam 1
In der Literatur findet man h&ufig ILR-Gesetze, die kein Q-Filter verwenden, d. h.
Q = E. Die vorangegangenen Uberlegungen zeigen, dass dies notwendig ist, um perfektes
Folgeverhalten (e., = 0) zu gewéhrleisten. Die Verwendung eines @Q-Filters verbessert
allerdings die Robustheit gegeniiber Variationen der Anfangsbedingungen yg und gegeniiber
Messrauschen v;. Um dies zu plausibilisieren, nimmt man an, dass die Anfangsbedingung
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nicht in jeder Iteration gleich ist, d. h. yo = yo ;, und dass die Messung nicht ideal ist,
d. h. ein Rauschprozess v; wirkt. Dann lautet (1.52)

w11 = Q(E - LG)u; + QL(ya — yo,; — v;) - (1.64)

Ohne die Verwendung eines Q-Filters (Q = E) wiirden das Messrauschen und Variationen
der Anfangsbedingung direkt verstdrkt und in die Steuerung fiir die nichste Iteration
eingehen. Es ist unmittelbar einsichtig, dass z. B. ein Tiefpassfilter hochfrequentes Rau-
schen unterdriicken kann. Da das @Q-Filter auf der ganzen rechten Seite von (1.64) wirkt,
schaltet man damit das Lernen fiir hochfrequente Signalanteile aus.

Um grofle Transienten wahrend der Iterationen zu vermeiden, muss monotone Konver-
genz sichergestellt werden. Satz 1.3 liefert nunmehr die Aussagen:

Satz 1.6 (Monotone Konvergenz der Eingangsfehleriteration). Die Fingangsfehleri-
teration (1.54) der Lifted-System-Darstellung (1.34), (1.41) ist monoton konvergent
gegen Uy, tn der la-Norm, d. h. es gilt

041 — Usol2 < afjuj — 2 (1.65)
fir0 <a <1, falls

7(QE-LG))=a<1. (1.66)

Satz 1.7 (Monotone Konvergenz der Ausgangsfehleriteration). Die Ausgangsfehleri-
teration (1.59) der Lifted-System-Darstellung (1.34), (1.41) ist monoton konvergent
gegen e, in der lo-Norm, d. h. es gilt

lej+1 — ecoll2 < Bllej — esoll2 (1.67)
fir0 < B <1, falls
7(GQE-LG)G) =<1, (1.68)

Das ILR-Gesetz (1.41) mit (1.42) ist monoton konvergent, falls [|[Q(E — LG)|l2 =
|E — aA|s < 1 gilt. Dies ist in Einklang mit dem Konvergenzkriterium 0 < o <
2/||Allz des Gradientverfahrens mit fester Schrittweite, da anhand der umgekehrten
Dreiecksungleichung |1 — ||aAl2| < [T — aA|s < 1 gilt.
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1.5 ILR Entwurfsverfahren

Bisher wurde lediglich die Stabilitdt und Konvergenz des ILR-Gesetzes (1.41) untersucht.
Offen ist die Frage, wie das Q-Filter Q und die Verstarkungsmatrix L entworfen werden.
Aus der Vielzahl von Entwurfsverfahren sollen drei vorgestellt werden:

(i.) P-Type und PD-Type ILR
(ii.) Inversionsbasierte ILR

(iii.) Normoptimale ILR

1.5.1 P-Type und PD-Type ILR

Bei der P-Type und PD-Type ILR [1.9, 1.10] bedient man sich bekannter Konzepte der
PID-Ausgangsregelung. Die Riickfiihrung beinhaltet also je nach Typ einen Proportional-
und/ oder einen Differentialanteil des Ausgangsfehlers e;. Anzumerken ist, dass meist
kein Integralterm verwendet wird, da das ILR-Gesetz (1.41) ohnehin schon integrierendes
Verhalten aufweist. Das Verfahren ist ein Trial-and-Error Verfahren, das in zwei Schritten
erfolgt. Im ersten Schritt wird eine Verstarkungsmatrix L entworfen und die Einstell-
parameter so eingestellt, dass die Stabilitdt nach Satz 1.5 gewéhrleistet wird und sich
eine hinreichend gute Regelgiite einstellt. Im zweiten Schritt wird das ILR-Gesetz um ein
Q-Filter erweitert um Robustheit gegeniiber Messrauschen zu sichern. Um das Konzept der
P-Type und PD-Type ILR zu erklaren, wird zunichst der Entwurf der Verstarkungsmatrix
L aufgezeigt (L-Filterentwurf).

L-Filterentwurf

Die einfachste Moglichkeit die Verstarkungsmatrix L zu entwerfen, besteht in der Wahl
einer diagonalen Verstarkungsmatrix mit einem Freiheitsgrad, d. h. einem P-Type ILR-
Gesetz in der Form

U] = Q(u]' + k:pEej) . (169)

Dabei bezeichnet k;, > 0 einen Einstellparameter. Bei der PD-Type ILR wird der Ausgangs-
fehler und zusétzlich eine numerische Approximation der Zeitableitung des Ausgangsfehlers
verwendet. Ein PD-Type ILR-Gesetz, welches den Zentralen Differenzenquotienten nutzt,
lautet fir k=1,2,...N —2

Uj+1[k] = q[k] * (uj[k] + kpej[k‘ + 7“} + 2];2(6]'[% +r+ 1] — 6]'[]6‘ +r— 1])) . (1.70)

k, > 0 und kg > 0 sind wiederum Einstellparameter. Fiir die Randiteration bei £ = 0 und
k=N — 1 kann z. B. ein Vorwirts- bzw. ein Riickwérts-Differenzenquotienten angesetzt
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werden. Fiithrt man die Ableitungsfiltermatrix
-1 1 0 0 |
-1/2 0 1/2 0
1
D=— : 1.71
7| : .0 (1.71)
0 0 —-1/2 0 1/2
i 0 0 -1 1]

ein, so folgt fiir den PD-Type die zu (1.70) dquivalente Lifted-System-Darstellung
U1 = Q(Uj + (ka + de) ej) . (1.72)
—_————
L

Die Gleichung (1.72) verdeutlicht, dass die Stabilitat des PD-Typs wieder anhand von
Satz 1.5 charakterisiert werden kann.

Q-Filterentwurf

Der Einsatz eines @Q-Filters verhindert das Lernen von sich nicht wiederholenden Stérungen
und Messrauschen. Da eine akausale Filterung im Rahmen der ILR moglich ist, bietet
es sich an, einen gleitenden Mittelwert zu verwenden. Es werden im Folgenden zwei
Entwurfsmethoden vorgestellt:

(i.) GauB-Filter
(ii.) Savitzky-Golay-Filter

Der Entwurf eines Savitzky-Golay-Filters erlaubt es zusédtzlich Ableitungsfilter hohe-
rer Ordnung zu entwerfen. Diese Ableitungsfilter, die im Grunde Differenzenquotienten
darstellen, konnen zur Konstruktion einer Ableitungsfiltermatrix D verwendet werden,
vgl. (1.71).

GauB-Filter

Ein einfacher Entwurf eines akausalen Glattungsfilters (Tiefpassfilters) ist mithilfe eines
GauB-Filters [1.11] moglich. Dazu betrachtet man die Gauf-Verteilung

1 t2
qa(t) = Uq\/%exp <%‘3> (1.73)

mit der Standardabweichung o, die mit der 3-dB Bandbreite f. tiber

(1.74)

9a = 27 fe

Vorlesung und Ubung Fortgeschrittene Methoden der nichtlinearen Regelung (Wintersemester 2020,/2021)
© T. Gliick, A. Kugi, A. Steinbéck, Institut fiir Automatisierungs- und Regelungstechnik, TU Wien



1.5 ILR Entwurfsverfahren Seite 17

im Zusammenhang steht. Mit gg[k] = qa(kTn) = qa(t) fir kT, < t < (k + 1)1, findet

man
1 (kT,)?
= — , keZ 1.75

QG[ ] quexp< 20_3 ) ( )

und eine Fensterung mit einem Rechteckfenster der Léinge M, = 2N, + 1 und Normierung
Z,]Xi_Nq qlm] = 1 ergibt

glk] = — 46H . keTZ. (1.76)
mq:—Nq QG[m]

Fir M, = 2N, + 1 Datenpunkte y[k + m|, m = —N,, ..., N, erhilt man das gefilterte
Signal
N‘Z
glk] = qlk] x ylk) = > almlylk —m] . (1.77)

m=—Ny

Bemerkung 1.2. Durch die Verwendung eines Gaufl-Filters erhilt man eine Q-
Filtermatrix, die eine Bandstruktur aufweist. Es stellt sich allerdings die Frage,
wie die @-Filtermatrix an den Réndern aufzubauen ist. Dazu ein Beispiel:

Beispiel 1.1. Einfaches Einsetzen der Filterkoeffizienten (1.76) in (1.43) liefert
fir N =5 und Ny = 1 die Q-Filtermatrix

ql0] ¢[-1] 0 0 0
qll]  ¢[0] ¢[-1]
Q=0 ¢ q[0] ¢-1] 0 |€eR>™. (1.78)
0 0 qll]  q0]  q[-1]
L 0 0 0 gl ¢[0]

Man erkennt, dass die Filterverstarkung in der zweiten, dritten und vierten Zeile
eins ist, d. h. ¢[1] 4+ ¢[0] + ¢[-1] = 1. In den Randzeilen ist sie ungleich eins,
d. h. ¢[0] + ¢[—1] # 1 und ¢[1] + ¢[0] # 1. Um dies zu vermeiden, kann man die
Randzeilen jeweils getrennt normieren. Das Filter wird dann allerdings fiir die
Randpunkte nicht mehr die gewlinschte 3-dB Bandbreite f. einhalten.

Beispiel 1.2 (GauB-Filter). Abbildung 1.2 zeigt die Impulsantwortfolge ¢[k] und
den diskreten Frequenzgang G(exp(jwTy,)) eines GauB-Filters fir T, = 1ms, f. =
20,100,200 Hz und N, = 10. Die Abbildung zeigt deutlich, dass fiir hohe Frequenzen
fe die Impulsantwortfolge g[k] sehr spitz wird und damit im Grenzfall f. = 1/(2T,)
keine Filterung mehr stattfindet. Fiir niedrige Frequenzen (f. < 1/(407,)) wird die
Impulsantwortfolge g[k] immer breiter. In diesem Grenzfall gehen alle Datenpunkte
gleich in die Mittlung ein. Auflerdem verringert sich die Abschneidelédnge, was die
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Ausbildung einer Welligkeit im Sperrband zur Folge hat. Grundséatzlich muss damit
beim Entwurf darauf geachtet werden, dass die Impulsantwortfolge nicht zu spitz und
nicht zu flach gewéahlt wird.

—e— f. = 200 Hz

0.6 -

0.4r

q[k]

0.2 -

—50 +

—100

|G (exp(jwT,))| in dB

10°

B00f T )
200 R ]

wok S e o

0
I I Lol I I Lol I Lol
10° 10! 102 103
w in rad/s

arg (G(exp(jwTy)) in°

Abbildung 1.2: Impulsantwortfolge g[k] und diskreter Frequenzgang G(exp(jwT,)) eines
GauB-Filters fiir 7, = 1ms und N, = 10.

Savitzky-Golay-Filter

Das Savitzky-Golay-Filter [1.12, 1.13] ist ebenso wie das Gau$-Filter ein Glattungsfilter.
Im Wesentlichen wird dazu eine polynomiale Regression iiber eine Folge von Datenpunk-
ten durchgefithrt. Zusétzlich ist es im Rahmen des Entwurfs des Savitzky-Golay-Filters
moglich ein Ableitungsfilter zu erstellen. So ein Ableitungsfilter kann zur numerischen
Approximation der Zeitableitung des Ausgangsfehlers verwendet werden. Im Gegensatz
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zum Entwurf eines Gauf3-Filters ist die 3-dB Bandbreite eines Savitzky-Golay-Filters nicht
direkt vorgebbar und im Unterschied zum Gauf-Filter erhélt das Savitzky-Golay-Filter
hochfrequente Signalanteile des Nutzsignals auf Kosten einer schlechteren Rauschunter-
driickung.

Es werden dazu M, = 2N, + 1 Datenpunkte y[k +m|, m = —N,, ..., N, betrachtet fiir
welche eine polynomiale Regression anhand eines Polynoms d-ten Grades der Form

d
pmlk] = alk](Tam)' (1.79)
i=0
mit den Koeffizienten ¢;[k], i = 0,1,...,d, ausgefiihrt wird. Die Koeffizienten ¢;[k| werden

dementsprechend anhand der Minimierungsaufgabe

Nq
e k+m] = p[k])’ 1.80
colk],c1 k], calk] N, (y[ ] p [ ]) ( )

berechnet. Um die Minimierungsaufgabe zu 16sen, fasst man die Datenpunkte y[k+m|, m =

—Ny, ..., Nq in einem Vektor

vk = [yl — Ng) o ylk—1) k] wlk+1] . ylk+ N (1.81)
zusammen. Auflerdem wird der Parametervektor
k] = [colk] clk] ... calk] (1.82)
und ein Vektor
YUK = [pon, ] - poalk] polk] milk] ... pw,[]] (1.83)
definiert. Die Minimierungsaufgabe (1.80) lautet damit

Igl[gl(y[/f] — y[k]) (y[k] - $1k]) - (1.84)

Da (1.79) linear in den Koeffizienten ¢;[k], i = 0,1,...,d ist, kann die Beziehung zu

y[k] = Sclk] (1.85)
angegeben werden. Dazu definiert man d + 1 Vektoren s;, 7« = 0,1,...,d, welche die
Eintrége

si(m+ N, +1) = (T,m)*, m=—N,,...,N, (1.86)
aufweisen und die Matrix
S = [so S1 ... sd} . (1.87)
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Bekannterweise lautet die Losung der Minimierungsaufgabe

clk] = <STS)_ISTy[I<:} (1.88)
und damit folgt fur (1.85)
§lk = S(STS) 'STylk] . (1.89)
Definiert man die Matrizen
T (STS>_1ST =[hy b ... hd}T (1.90a)
B=SHT = [b N, --- b1 by by ... by, (1.90b)

mit den Spaltenvektoren h;, i =0,1,...,d und b,,, m = —Ng, ..., Ny, dann gilt fiir die
Koeffizienten

clk] = H'y[k] <= ¢[k] = hly[k] , i=0,1,...,d (1.91)
und fiir das gefilterte Signal
§1k] = By[k] <= pmlk] = bLy[k] , m = —Ngy..., N, . (1.92)
D. h., das gefilterte Signal am Mittelpunkt m = mT, = 0 ist durch
jlk] = polk] = by y[k] (1.93)

bzw.
Ny
g = 3 bo(m+ Ny+ Dylk +m] = Z bo(Ny —m + ylk —m] (L)

m=—DNyg

gegeben, wobei bo(m + Ny + 1) der m + N, + 1-te Eintrag von by ist.

Savitzky-Golay-Ableitungsfilter

Anhand der d + 1 Spalten der M, x (d + 1)-dimensionalen Matrix H kann ein Savitzky-
Golay-Ableitungsfilter fiir die i = 1,2, ... d-te Ableitung des Signals §[k] aufgebaut werden.
Differenziert man (1.79) i-mal und setzt m = mT, = 0, erhilt man

dt dt
AR — & — ile k] = W T
dm"y[k] dmipm[k] . ilc;[k] = ith; y[k] (1.95)
bzw.
di Ny
i gkl =i Y hi(m+ Ng+ Dylk +m] (1.96)
m=—Ny

wobei h;(m + Ny + 1) der m 4+ N, + 1-te Eintrag von h; ist.
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Bemerkung 1.3. Die Behandlung der Randpunkte beim Aufbau einer @Q-Filtermatrix
kann auf Basis eines Savitzky-Golay-Filters einfacher als auf Basis eines Gauf-
Filter erfolgen, da fiir jede Zeile mit der gleichen Filterlinge M, gearbeitet werden
kann und lediglich fiir die Randzeilen der Filterpunkt m verschoben werden muss.
Gleiches gilt fiir den Aufbau einer Ableitungsfiltermatrix anhand eines Savitzky-
Golay-Ableitungsfilters.

Beispiel 1.3 (Savitzky-Golay-Filter). Fur d = 2 lautet das Polynom (1.79)
pmlk] = colk] + c1[k]Tum + co[K](T,m)* , (1.97)
und fir Ny =2, d. h. y[k+m], m = —2,...,2 Datenpunkte, lautet der Vektor (1.81)
YR = |ylk —2) wlk—1) ylk] ylk+1) ylk+2)] (1.98)
Der Parametervektor (1.82) schreibt sich folglich als
k] = [colk] cilk] calk] (1.99)
und der Vektor (1.83) ist gegeben durch
VUK = [p-alk] palk] polk] palk] polk] - (1.100)

Die d + 1 Vektoren s;, 1 = 0,1,...,d lauten

ss=[1 111 1] (1.101a)
st=[-2 -1 0 1 2L (1.101b)
s;=[4 1 0 1 4|77 (1.101c)
und koénnen in der Matrix
S=lso s s (1.102)
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angeordnet werden. Die Matrizen (1.90) ergeben sich zu

_ - T
-3 =7/T, 5/T2

12 -35/T, —2.5/T?
T Ta)\ 'aT T_1
H' = (s7S) 'ST=[hy h hy = [17 0 —5/T2 (1.103a)

12 35/T, —2.5/T?
-3 7/T, 5/T2 |
31 9 -3 -5 3
9 13 12 6 -5
B=SH"=|b, by by by by|=o-|-3 12 17 12 -3|. (1.103b)
-5 6 12 13 9
3 -5 -3 9 31

D. h., das gefilterte Signal am Mittelpunkt m = 0 folgt der Rechenvorschrift

g[k] = polk] = by y[k]
1 (1.104)
= g(—&y[lﬁ — 2]+ 12y[k — 1] + 17y[k] + 12y[k + 1] — 3y[k + 2])

und das Savitzky-Golay-Ableitungsfilter fiir die erste und zweite Ableitung am Mit-
telpunkt m = T,m = 0 lautet

d d

— 4 = — (¢ c m 4+ ¢ ﬁl2 —c _ T

iy dqz( oli + el + coltlin?)| = alk] = hTyH .
= 357, (7ylk = 2] = 35ylk — 1) + 3.5ylk + 1] + Tylk +2])

bzw.
2 2
%g)[k] - % (co[k;] +clk]m + 02[k]m2> = 25[k] = 2h] y[k]
m=0

= 3521_,[12(5y[k’ — 2] — 25y[l€ — 1] — 5y[k — 25y[l~c + 1] + 5y[k 4 2]) ‘

(1.106)

Abbildung 1.3 zeigt die Impulsantwortfolgen g[k] und die diskreten Frequenzgéinge
G(exp(jwT,)) eines Savitzky-Golay-Filters (S-G-F), eines Savitzky-Golay-Ableitungs-
filters erster Ordnung (1. S-G-D-F) und eines Savitzky-Golay-Ableitungsfilters zweiter
Ordnung (2. S-G-D-F) fir T, = 1ms, d = 2 und N, = 2.

Vorlesung und Ubung Fortgeschrittene Methoden der nichtlinearen Regelung (Wintersemester 2020,/2021)
© T. Gliick, A. Kugi, A. Steinbéck, Institut fiir Automatisierungs- und Regelungstechnik, TU Wien



1.5 ILR Entwurfsverfahren Seite 23

~2
=
k
% TTT! T T T T T TTT! T T T T T TTTI
—S-G-F :

£ 100

5 50

3

=0

o

5

< 50

&)

10°

T)S 400 »»»» L L L J‘T»L! “““““ T T T 1 T T T! “““““ T 1. T . T 1T T T I? ‘‘‘‘‘‘‘ ;
S 200k b )
3 : :
S - -

50 : ; .
< : :
S : : L
go _200 """ l‘ - 'l‘ ) ‘l‘ ‘l‘ 'l‘ ‘1‘1'1‘. ““““ l‘ - ‘l‘ ) 'l‘ ‘l‘ 'l‘l‘ ‘l l. ““““ l‘ - ‘1‘ ) l ) ‘1‘ l ‘l‘l’ ll """""" T
= 100 10! 102 103

Abbildung 1.3: Impulsantwortfolge ¢[k] und diskreter Frequenzgang G(exp(jwTy))
eines  Savitzky-Golay-Filters  (S-G-F), eines  Savitzky-Golay-
Differentationsfilters erster Ordnung (1. S-G-D-F) und eines Savitzky-
Golay-Differentationsfilters zweiter Ordnung (2. S-G-D-F) fiir T, = 1 ms,
d=2und Ny = 2.

1.5.2 Inversionsbasierte ILR

Bei der inversionsbasierten ILR [1.14] wird die Verstirkungsmatrix zu L = G~! gewihlt,
da dann

U = Q(uj + G_lej) = Q(uj +G Y (ys— Gu; — YO)) = Q(G_I(Yd - YO)> (1.107)
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gilt. Mit dieser Wahl ist Dead-Beat-Verhalten erzielbar. D. h., der Ausgangsfehler wird in
einer Iteration zu ey.:

€j+1 =Yd— GQ <G*1(yd — y())) — Y0 =€x - (1.108)

Fir Q = E gilt zudem e, = 0. Selbstverstindlich ist dieses Ergebnis von theoretischer
Natur. Zum einen ist in einer realen Anwendung G nie exakt bekannt und die Verwendung
eines @Q-Filters unabdingbar. Zum anderen kann gezeigt werden, dass die Matrixinversion
von G fiir nicht-minimalphasige Systeme schlecht konditioniert ist. Einen weiteren Zugang
zu dieser Wahl verschafft ein Blick auf die Lifted-System-Darstellung (1.34). Fir yo = 0,
v; =0, y; = yq und u; = ug folgt fiir die Steuerung

u; =G ly,; . (1.109)

Gleichung (1.109) kann als Parametrierung des Eingangs uy durch den Ausgang yy4
verstanden werden. Ein Konzept, welches aus der Theorie der differentiellen Flachheit
bekannt ist. Aus dieser Theorie ist bekannt, dass ein kontinuierliches, lineares System
beziiglich eines Ausgangs z differentiell flach ist, wenn der relative Grad r (die Anzahl
von Zeitableitungen des Ausgangs bis zum ersten Mal explizit der Eingang auftritt) der
Systemordnung n entspricht. Ist » < n, dann besitzt (1.20) Nullstellen. Ist (1.20) stabil
und befindet sich eine dieser Nullstellen in der rechten offenen Halbebene, dann ist das
System nicht-minimalphasig. Durch die Inversion werden dann die Nullstellen zu Polstellen
und damit die einzelnen Eintrige der Verstirkungsmatrix L = G~! sehr gro8.

Beispiel 1.4. Die Ubertagungsfunktion G(z) = (2 — a)/z besitzt eine Polstelle bei
z = 0 und eine Nullstelle bei z = a. Fiir |a| > 1 ist das System nicht-minimalphasig.
Die zugehorige Lifted-System-Darstellung bzw. deren Inverse lautet [1.15]

1 0 0 0 (1 0 0 0
—a 1 0 0 a 1 00

G=|0 -a 0 , G'=1]a® a 1 0 (1.110)
0 0 —a 1 ad a® a 1

Offensichtlich wachsen die Matrixeintrige in G~! und damit ug = Gty fiir a > 1
sehr stark an. Dies wird auch deutlich, wenn man sich vor Augen fiihrt, dass die erste
Spalte von G~! der Impulsantwortfolge entspricht.

Dieser Umstand kann umgangen werden, indem (1.20) anhand einer reguldren Zustand-
stransformation z = Ty auf Regelungsnormalform transformiert wird und fiir den neuen,
flachen Ausgang z eine Solltrajektorie z4 geplant wird. In Regelungsnormalform besitzt das
System vollen relativen Grad (n = r) und damit weist (1.20) keine instabilen Nullstellen
auf.

Vorlesung und Ubung Fortgeschrittene Methoden der nichtlinearen Regelung (Wintersemester 2020,/2021)
© T. Gliick, A. Kugi, A. Steinbéck, Institut fiir Automatisierungs- und Regelungstechnik, TU Wien



1.5 ILR Entwurfsverfahren Seite 25

1.5.3 Normoptimale ILR

Bei der Normoptimalen ILR [1.7, 1.16] wird die @Q-Filtermatrix bzw. Verstarkungsmatrix
nicht direkt entworfen. Vielmehr 16st man eine Minimierungsaufgabe der Form

. 1 T 1 T 1 T
min - J(uj41) = g€ Ve + 5 S + o (Wi —w5) " R(ujp — uy)

J1(uj1) J2(uj41)

(1.111)
u.B.v. €41 =Yd —Yj+1 =¢€; + GUj — GUj+1

im Iterationsraum. Dabei wird gefordert, dass V, S und R symmetrisch, positiv semi-
definiten Matrizen sind und GTVG + R symmetrisch, positiv definit ist. Setzt man in
(1.111) den Ausgangsfehler e;;1 in die Zielfunktion ein, dann folgt

1
Ji(uji) = 5 (e + Guj — Guj) TV (e + Gu; — Guyp)
1

T THT T T

= §<ej Ve; +u;G" Ve; —2u; ;G Ve; (1.112)
+e] VGu, +uf G'VGu, - 2u],,GTVGu; + u}},GTVGu;,, )

bzw.

1 1
Jo(wjp1) = §u;'r+15uj+1 + i(u}:rl —u) )R (w41 — ) (L1139
1 .
=3 (uJTHSujH + u;-FHRujH — 2ujT+1Ruj + ujTRuj) .

Damit u;;; ein Minimum des statischen Optimierungsproblems (1.111) ist, muss die
notwendige Bedingung erster Ordnung

<8J> (u]'_H) =0 (1.114)

Oy
erfiillt sein. Anwendung der Optimalitdtsbedingung (1.114) resultiert in
(G"VG +S+R)uji1 = (GTVG + R)u; + G Ve, (1.115)
bzw. in die Q-Filtermatrix bzw. Verstiarkungsmatrix
T AT
Q=(G"VG+S+R) (GTVG+R) (1.116a)
-1
L=(G"VG+R) G'V. (1.116b)

Laut Satz 1.4 ist die Eingangsfehleriteration (1.54) des ILR-Gesetzes (1.41), angewendet
auf die Lifted-System-Darstellung (1.34), asymptotisch stabil, falls

P(QE-LG)) <1. (1.117)
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Einsetzen von (1.116) fithrt auf
T “Lrar T —Lar
QE-LG) = (G"VG+S+R) (G VG+R)<E— (G"VG+R) G VG)
-1
- (G'"VG+S+R) R. (1.118)
Es kann gezeigt werden, dass unter den gegebenen Annahmen
-1
p((G"VG+S+R) R)<1 (1.119)

gilt. Damit ist die Stabilitdt der Normoptimalen ILR immer gewéhrleistet. Es bleibt die
Frage offen, wie die Matrizen V, S und R gewéhlt werden sollen. Eine Antwort darauf
gibt ein Vergleich der Normoptimalen ILR mit der Linear Quadratischen Regelung (LQR).
In der Regel wird die Anzahl der Entwurfsfreiheitsgrade eingeschrénkt, indem diagonale
Matrizen angesetzt werden, d. h. V=vE >0, S = sE > 0 und R = rE > 0. Im Einzelnen
heifit das:

e Fiir ein grofles v wird der Ausgangsfehler e; starker bestraft und die bleibende
Regelabweichung e, wird kleiner.

 Fiir ein grofles s wird die Stellgrée u; starker bestraft und die bleibende Regelab-
weichung e, wird grofler. Fir s — 0 gilt Q — E und damit e, — 0.

o Fiir ein groBes r wird die Anderung der Stellgrofie w1 — u; stirker bestraft.
Damit wird eine bessere Rauschunterdriickung erreicht. Allerdings auf Kosten der
Konvergenzgeschwindigkeit. Fiir » — 0 stellt sich Dead-Beat-Verhalten ein.
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2 Modellpradiktive Regelung

In diesem Abschnitt soll die Methode der modellpradiktiven Regelung kurz vorgestellt
werden. Es werden dazu die Bestandteile und die Grundidee dieser Regelungsmethode er-
lautert und es werden Ansétze zum Nachweis der Stabilitdt von geschlossenen Regelkreisen
diskutiert.

Der Begriff modellpradiktive Regelung wird im Englischen oft als model predictive
control (MPC) bezeichnet. Mit MPC werden die folgenden Vorgehensweisen in Verbindung
gebracht:

o Die Eingangsgrofie u(t) eines dynamischen Systems wird basierend auf einem mit
einem mathematischen Modell in die Zukunft pradizierten Systemverhalten gewéhlt.

e In vielen Fallen beruht die Wahl von u(¢) auf der Losung einer dynamischen
Optimierungsaufgabe.

« Die Wahl von u(t) wird kontinuierlich oder zu diskreten Zeitpunkten wiederkehrend
neu durchgefiihrt. So knnen am realen System aktuell gemessene oder beobachtete
Groflen in der Pradiktion berticksichtigt werden. Durch diese Riickkopplung wird
der Regelkreis geschlossen.

Die modellbasierte Pradiktion des Systemverhaltens und die Formulierung der zu
l6senden Optimierungsaufgabe erfolgt im Allgemeinen fiir einen Zeithorizont, der zum
aktuellen Zeitpunkt ¢ beginnt und in die Zukunft ragt. Fiir die wiederkehrende Wahl von
u(t) muss dieser Horizont zeitlich fortgeschoben werden. Aus diesem Grund wird MPC im
Englischen auch synonym als receding horizon control (RHC) oder moving horizon control
bezeichnet [2.1].

Wesentliche Vorziige von MPC sind:

e Der Methode wohnt insofern ein intuitives, natirliches Handlungsmuster inne, als
in die Entscheidung iiber die aktuelle Stellgrofie deren zukiinftige Konsequenzen
systematisch einflieen. Oft folgt auch menschliches Handeln (bewusst oder unbe-
wusst) diesem Muster, z. B. beim Lenken eines Fahrzeuges im Strafienverkehr oder
bei rollierenden Planungen in der Unternehmensfiihrung.

e Mit der Methode kénnen bekannte zukinftige Ereignisse, Stérungen oder Verldufe von
Sollgrofien und Beschrinkungen systematisch beriicksichtigt werden. Die Methode
kann daher auch als antizipatorischer Ansatz verstanden werden.

e MPC ist eine Form der optimalen Regelung, denn die mit MPC berechnete Stellgrofie
geht meist aus der Losung einer anwendungsspezifisch gestaltbaren, dynamischen
Optimierungsaufgabe hervor. In diesem Fall kann es also (im Sinne dieser Optimie-
rungsaufgabe) im aktuellen Zeithorizont keine bessere Stellgrofie geben als jene, die
MPC liefert.
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e Beschrdnkungen von Eingangs-, Zustands- oder Ausgangsgréfien oder deren Zeita-
bleitungen koénnen systematisch beriicksichtigt werden. D. h. das System kann nahe
oder exakt an diesen Beschrankungen betrieben werden, was fiir die bestmogliche
Erreichung der Regelungsziele forderlich sein kann.

e Es handelt sich um einen relativ allgemeinen Ansatz, der auf viele Klassen von dyna-
mischen Systemen (z. B. auch Mehrgrofiensysteme und Systeme mit Totzeitverhalten)
anwendbar ist.

« Die Methode weist eine relativ gute Ubertragbarkeit auf. Ist der Regelungsalgorithmus
entwickelt und implementiert, so kann er mit relativ geringen Modifikationen und
daher geringem Aufwand auf andere Systeme iibertragen werden.

Wiéhrend bei linearen dynamischen Systemen auch mit anderen Methoden, z. B. LQR-
Regler (siehe [2.2]), dhnliche Regelungsziele erreicht werden koénnen, sind die genannten
Vorziige in Summe im Bereich der nichtlinearen Regelung derzeit ein Alleinstellungsmerk-
mal von MPC. So nicht anders angefiihrt, wird hier der allgemeinere Fall der nichtlinearen
modellpriadiktiven Regelung (NMPC) behandelt.

Als Preis fiir die genannten Vorziige sind zu nennen:

e MPC erfordert im Allgemeinen einen hohen Rechenaufwand, da meist eine dynami-
sche Optimierungsaufgabe gelost werden muss.

e Da die Losung der dynamischen Optimierungsaufgabe grundsétzlich in Echtzeit
erfolgen muss, sind je nach Systemdynamik eine effiziente Algorithmik und Program-
mierung sowie der Einsatz leistungsfdhiger Rechner erforderlich.

e Der Nachweis der Stabilitdt des geschlossenen Kreises kann schwierig sein.

e Die erstmalige Entwicklung und Implementierung des Regelungsalgorithmus kann
aufwendig sein.

Géngige Biicher zum Thema MPC sind z. B. [2.3-2.13], wobei in [2.12, 2.13] speziell auf
NMPC eingegangen wird. Weitere Informationen finden sich auch in den Sammelbdnden
[2.14-2.17]. Dariiber hinaus bieten die Ubersichtsaufsitze [2.18-2.21] gute Einstiegspunkte
in das Thema.

2.1 Bestandteile und Grundidee von MPC
2.1.1 Modell

Zur Pradiktion des zukiinftigen Systemverhaltens wird ein mathematisches Modell ver-
wendet. In vielen Féllen wird ein dynamisches Modell in Zustandsraumdarstellung heran-
gezogen. Im zeitkontinuierlichen Fall lautet es

x(t) = f(x(t),u(t)) Vt>0, x(0)=xo (2.1)
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mit den Zustandsgrofien x(¢) € R!, dem Anfangszustand xg, den Eingangsgrofen u(t) €
R™ und der Funktion f : R* x R™ — R!. Ziel der Regelung soll die Stabilisierung dieses
Systems an einer Ruhelage sein. Fiir diese durch

0= f(xR,uR) (2.2)

definierte Ruhelage soll xg = 0 und ur = 0 gelten'. Fiir MPC wird hiufig auch die
zeitdiskrete Systemdarstellung

X1 = F(xg,u;) VE>0 (2.3)

mit dem Zeitgitter t;, = kT, dem Zeitindex k = 0,1,2,..., der Abtastzeit T¢, der (exakten
oder naherungsweisen) Représentation x; des Zustandes x(x), dem Anfangszustand xg
und den Eingangsparametern u; € R™ verwendet. Die Differenzengleichung (2.3) kann
als Restriktion der (exakten oder naherungsweisen) Losung von (2.1) auf das Zeitgitter
interpretiert werden, wobei die Eingangsparameter u; den Eingang u(t) im Intervall
[tk,try1) definieren?, d.h. es existiert eine Abbildung U : [0,7.) x RM — R™, so dass

u(t) = U(t — Tk, uk) Vit e [tk, tk+1) (2.4)

und 0 = U(7,0) V7 € [0,T¢). Mit dieser Form der Eingangsparametrierung kann erreicht
werden, dass der Suchraum der fiir MPC zu losenden Optimierungsaufgabe eine finite und
niedrige Dimension besitzt. Die durch (2.2) definierte Ruhelage des zeitkontinuierlichen
Systems soll auch eine Ruhelage von (2.3) sein, d. h. es soll 0 = F(0, 0) gelten.

Fiir lineare MPC werden hiufig auch Ubertragungsfunktionen, Impuls- oder Sprungant-
wortmodelle [2.22], polynomiale Modelle [2.23] oder andere aus der Systemidentifikation
[2.2, 2.24] bekannte Modelldarstellungen verwendet. Ferner ist es moglich, durch Modeller-
weiterungen den Einfluss von Rauschen, Stérungen [2.25] sowie Parameterunsicherheiten
und -variationen [2.26] in MPC Formulierungen systematisch zu berticksichtigen.

Der Einfachheit halber werden in dieser Vorlesung die nominellen und ungestorten
Modelle (2.1) und (2.3) verwendet. Man beachte, dass es sich hierbei um zeitinvariante
Modelle handelt, was den Reglerentwurf und die Stabilitdtanalyse vereinfachen kann.
Auflerdem wird auf die Verwendung einer Ausgangsgleichung des dynamischen Systems
verzichtet.

2.1.2 Horizonte

Wie in Abbildung 2.1a angedeutet, treten bei der Realisierung von MPC zumeist zwei
Zeithorizonte auf: ein Pradiktionshorizont [t,t + T (Englisch: prediction horizon) und ein
Steuerungshorizont [t,t + T;| (Englisch: control horizon) mit T' > T, > 0. So nicht anders
erwahnt, werden hier der Einfachheit halber Horizonte mit konstanter Lange T bzw. T,
verwendet. Das MPC Regelgesetz wird zum Zeitpunkt ¢ ausgefiihrt.

Der Pradiktionshorizont [t,¢ 4+ T ist jenes zukiinftige Intervall fiir das das System-
verhalten basierend auf dem mathematischen Modell (2.1) und dem aktuellen Zustand

'Dies stellt keine Einschrankung dar, da andere Ruhelagen sofort in den Ursprung transformiert werden
koénnen.
2Im Falle einer einfachen Abtastregelung gilt natiirlich M = m und u(t) = ug Vt € [tk, tit1)-
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Abbildung 2.1: Horizonte und Signale einer MPC Regelung fiir ein System mit einem
Eingang und einem Zustand, a) aktueller Horizont, b) néchstfolgender
Horizont.

x(t) pradiziert wird. Zur Unterscheidung von den tatsdchlich am System auftretenden
Trajektorien u(t) und x(¢) werden fortan die fiir das Intervall 7 € [0,T] geplante Ein-
gangstrajektorie mit u(7) und die zugehorige mit (2.1) priadizierte Zustandstrajektorie
mit X(7) bezeichnet, wobei fiir den Anfangszustand x(0) = x(¢) gilt. Zumeist wird fiir
den Pradiktionshorizont eine lokale Zeitachse 7 verwendet und am aktuellen Zeitpunkt ¢
gilt 7 = 0.

Die geplante Eingangstrajektorie t1(7) wird nun nicht im gesamten Prédiktionshorizont
[t,t + T] auf die Strecke aufgeschaltet sondern nur im ersten Abschnitt [t, ¢+ T.] desselben.
Dieser Abschnitt wird Steuerungshorizont genannt, denn offensichtlich ist der Regelkreis
im Intervall (¢,t+ 1) offen.

Am Ende des Steuerungshorizonts muss das Regelgesetz (Losung der Optimierungsauf-
gabe zur Bestimmung einer neuen Steuertrajektorie u(7)) mit nun zeitlich verschobenen
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Horizonten (siehe Abbildung 2.1b) erneut ausgefithrt werden. Genau dann flieit der aktuell
gemessene oder geschétzte Systemzustand x(¢) in die Berechnung von a(7) ein, was den
Regelkreis schliefit.

Abbildung 2.1 zeigt das MPC Prinzip fiir ein System mit einem Eingang und einer
skalaren Zustandsgrofie anhand von zwei aufeinanderfolgenden Horizonten. In der Darstel-
lung weicht die tatséchliche Zustandstrajektorie (x(7) fiir 7 € [t — T, t] in Abbildung 2.1b)
wéahrend des ersten Steuerungshorizonts von der urspriinglich prédizierten Trajektorie
(x(r) fur 7 € [0,T¢] in Abbildung 2.1a) ab. Diese Abweichung im Steuerungshorizont
kann beispielsweise durch Modellfehler oder unbekannte Stérungen verursacht werden. Im
tibrigen Pradiktionshorizont (auferhalb des Steuerungshorizonts) treten solche Abweichun-
gen im Allgemeinen immer auf, d. h. auch fiir das nominelle System ohne Modellfehler
und Stérungen. Der Grund hierfiir ist, dass die pradizierten Zustandstrajektorien aus
Optimierungsaufgaben mit jeweils unterschiedlichen Horizonten hervorgehen.

Vergangenheit Zukunft
-t

-
kontinuierliche Zeitachse '_> } } >
t t+T, t+T ¢
n
diskrete Zeitachse = } :
k kE+1 k+N k
Steuerungshorizont
N N J
Pradiktionshorizont

Abbildung 2.2: Horizonte bei zeitkontinuierlicher und zeitdiskreter Formulierung.

Wie in Abbildung 2.2 angedeutet, konnen analog zur zeitkontinuierlichen Formulierung
auch im zeitdiskreten Fall ein Pradiktionshorizont [tf,t;4n] und ein Steuerungshorizont
[tk, ti+1] verwendet werden. Der Pradiktionshorizont umfasse N Abtastintervalle und n sei
ein lokaler Zeitindex, so dass n = 0 den Beginn ¢;, des Pradiktionshorizonts markiere. Die
geplante Eingangsfolge (@1,,) muss nur fiir die Gitterpunkte n = 0,1,..., N — 1 (nicht aber
fiir n = N) definiert werden, da Gy keinen Einfluss auf die (pradizierte) Zustandsfolge
(X5,) im Pradiktionshorizont hat. Der Einfachheit halber soll hier der Steuerungshorizont
immer genau die Lange T, eines Abtastintervalls haben.

2.1.3 Beschrankungen

Bei vielen praktischen Anwendungen sind Eingangs-, Zustands- oder Ausgangsgréfien oder
auch deren Zeitableitungen beschrénkt. In dieser Vorlesung werden folgende Beschrankun-
gen berticksichtigt:

x(t)e X, u(t)eU, Vt>0. (2.5)
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Hierbei soll fiir die Menge X der zuldssigen Zustdnde und die Menge U der zuldssigen
Eingénge
{0 cXCR', {0}cUCR™ (2.6)

gelten. Zuséitzlich kann es fiir MPC Formulierungen erforderlich sein, am Ende des
Pradiktionshorizontes restriktivere Zustandsbeschrankungen in der Form

x(T) € Xp (2.7)
zu verwenden, wobei
{0} CXrCX (2.8)

gelten soll. Man beachte, dass die Beschriankung (2.7) an den Préadiktionshorizont gebunden
ist und daher mit diesem wiederkehrend zeitlich fortgeschoben wird.
Im zeitdiskreten Fall werden statt (2.5) und (2.7) die Beschréankungen

xpeX, uelUy, YVE=0,1,2,... (2.9&)
Xy € X1 (29b)
verwendet, wobei die Menge Uy
{0} cUs CRM (2.10)
und
uclU; = U(t,u)eU Vtel0,T,) (2.11)

erfillen soll.

2.1.4 Skalares GiitemaB

Zur Beurteilung von zukiinftigen Eingangstrajektorien und prédizierten Zustandstra-
jektorien wird im zeitkontinuierlichen Fall ein skalares Giitema$ (Giitefunktional) der
Form

T
Jr(t,x(t),a(-)) :C(fc(T))—l—/O c(t+ 7, %(r), a(r)) dr (2.12)

mit den Funktionen C : R! — R und ¢ : R>g x R! x R™ — R>( verwendet. Hierbei sei
C(x) positiv definit und c¢(¢,x,u) sei positiv definit beziiglich der Argumente x und u.
Ziel bei der Wahl von u(-) ist es, Jr zu minimieren. Die Ziele der Regelung flielen in
die Gestaltung von C' und c ein. Da im vorliegenden Fall die Ruhelage xp = 0 stabilisiert
werden soll und geméa$ (2.2) auch ur = 0 gilt, ist es sinnvoll C' und ¢ als positiv definite
Funktionen vorzugeben. Die Gestaltung einer Giitefunktion fiir andere Regelungsziele, wie
etwa die Stabilisierung um eine Solltrajektorie, wird z.B. in [2.13] besprochen.
Im zeitdiskreten Fall wird ein skalares Giitemafl (Giitefunktion) der Form

N-1
Jd,N(kv Xk (ﬁn)) = D(iN) + Z dk-{—n(im ﬁn) (2.13)

n=0

mit den positiv definiten Funktionen D : R! — R>p und dy, : R! x RM — R>o verwendet.
Die Summe in (2.13) endet beim Index N —1, da X bereits vom Endkostenterm D erfasst
wird und Gy keine Optimierungsgrofie ist.
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Wenn x, = x(nT.) Vn = 0,1,...,N, u(r + nT.) = U(r,u,) V(r,n) € [0,T,) x
{0,1,...,N — 1}, T = NT,, D(x) = C(x) und
(n+1)T.
dsn(Z(nT), i) = / c(ty + 7 %(7),6(r))dr Yn=0,1,....N—1, (2.14)
nTe
dann liefern (2.12) und (2.13) identische Werte. Dies ist eine naheliegende Moglichkeit
zur Gestaltung von D und d ausgehend von C und c¢. Man beachte, dass eine Auswertung

von (2.14) implizit auch die Berechnung der Losung von (2.1) auf dem Intervall 7 €
[nTe, (n+ 1)T;] erfordert.

2.1.5 Optimierung

Um im zeitkontinuierlichen Fall die Stellgrofle u(7) im Prédiktionshorizont 7 € [0, T] zu
wahlen, wird die beschrankte dynamische Optimierungsaufgabe

T
u'(-) =arg g%lr)l Jr(t,x(t),a(-)) =Cx(T)) + /0 c(t+7,x(7),a(r))dr (2.15a)
wB.v. x(7)=f(x(7),a(r)), %(0)=x(t) (2.15b)
x(r)eX, u(r)eU, V7re[0,T] (2.15¢)
X(T) € Xr (2.15d)

gelost. In ihr sind das dynamische Modell, die Beschriankungen und das skalare Giitemafl
aus den vorhergehenden Abschnitten zusammengefasst. Allgemein sei mit t*|T(x(t)) =
Jp(t,x(t),u*(-)) der optimale Wert des Giitefunktionals in (2.15) fiir den Anfangszustand
x(t) bezeichnet. Offensichtlich ist Jt*‘T(x(t)) eine positiv definite Funktion.

Um im zeitdiskreten Fall die Stellgréfle @, im Pradiktionshorizont n =0,1,..., N — 1
zu wahlen, wird die beschrinkte statische Optimierungsaufgabe

N-1

(o)) = arg I(I}lr)l Jan(k,Xp, () = D(XN) + Z ket (X, Uy (2.16a)
Un n=0

uw.B.v. )N(n+1 = F(f{n,ﬁn) s )N(() = Xk (2.16b)

% €X, Up€Uy, Yn=0,1,...,.N—1 (2.16¢)

%y € X7 (2.16d)

geldst. Allgemein sei mit Jg N &Xx) = Jan(k,xg, (T},)) der optimale Wert der Giitefunk-
tion in (2.16) fiir den Anfangszustand xj bezeichnet. Offensichtlich ist Tk ~(xk) eine
positiv definite Funktion.

Die Losung der Optimierungsaufgaben (2.15) und (2.16) ist im Allgemeinen mit hohem
numerischem Aufwand verbunden und stellt meist eine zentrale Herausforderung bei MPC
Reglern dar. Einige Losungsmethoden wurden bereits in der Vorlesung Optimierung [2.27)
besprochen. Weitere Methoden finden sich z. B. in den Biichern [2.28-2.39]. Es existieren
dariiber hinaus MPC Formulierungen, bei denen auf die Losung oder zumindest die exakte
Loésung von Optimierungsaufgaben verzichtet werden kann (siehe z. B. [2.40-2.43]). Diese
Formulierungen werden gelegentlich als suboptimal MPC' bezeichnet. Der zu dieser Klasse
gehorende Ansatz [2.44] wird in Abschnitt 2.2.5 diskutiert.
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2.1.6 Annahmen

Es werden die folgenden Annahmen getroffen:

A1) Auf dem Gebiet X x U sei die Abbildung f aus (2.1) Lipschitz-stetig in ihren
Argumenten [2.45].
A2) Auf den Gebieten X bzw. X x U seien die Kostenfunktionen C' und ¢ aus (2.12)
Lipschitz-stetig in ihren Argumenten [2.45].
A3) Fur die Kostenfunktionen C' und ¢ aus (2.12) existieren untere und obere Schranken
der Form
Clxl3<cx) < TlxIf3 (2.17)
c(lfxl13 + [Jull3) < e(t,x,u) <e(|x[[3 + |lull3) V>0 (2.17b)
mit geeignet gewihlten Konstanten C, C, ¢ und ¢ € Rq.
A4) Auf dem Gebiet X x Uy sei die Abbildung F aus (2.3) Lipschitz-stetig in ihren
Argumenten [2.45].
A5) Auf den Gebieten X bzw. X x Uy seien die Kostenfunktionen D und d,, aus (2.13)
Lipschitz-stetig in ihren Argumenten [2.45].
A6) Fiir die Kostenfunktionen D und d,, aus (2.13) existieren untere und obere Schranken
der Form
D||x|[; < D(x) < Dlx|l3 (2.182)
d(|Ix[[3 + [ull3) < di(x,u) < d(|[x][3 +[[ul[f) ¥Yk=0,1,2,... (2.18b)

mit geeignet gewihlten Konstanten D, D, d und d € Rq.

Aus der Annahme A1 folgt, dass das System (2.1) fiir jeden beschréankten Anfangszustand
xp € X und jede beschrankte Eingangstrajektorie u(t) € U auf dem Intervall [0, 7] (fur
finites T') eine eindeutige und beschriankte Losung besitzt. Aus der Annahme A4 folgt,
dass das System (2.3) fiir jeden beschrankten Zustand x; € X und jeden beschrankten
Eingang uj € Uy eine eindeutige und beschrankte Losung xy41 besitzt.

2.1.7 Regelgesetz

Die bisher genannten Bestandteile von MPC kénnen nun zu einem Regelgesetz zusam-
mengefasst werden. In der zeitkontinuierlichen Formulierung lautet es:

Zum Zeitpunkt ¢ wird auf dem Pradiktionshorizont [t,¢ + T] die beschrankte dy-
namische Optimierungsaufgabe (2.15) gelost. Hierbei sei x(t) der gemessene oder
geschétzte aktuelle Systemzustand. Wahrend des Steuerungshorizonts [t, ¢t + T.) wird
die optimierte Stellgrofie

u(t)=u"(r—t) Vrel,t+T) (2.19)

mit u*(-) geméaf (2.15) auf die Strecke (2.1) aufgeschaltet. Zum Zeitpunkt ¢t + T,
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wird das Regelgesetz von Neuem ausgefiihrt.

Im iiblichen Fall T, > 0 wird das Regelgesetz also zu zeitdiskreten Zeitpunkten ausgefiihrt
(diskrete Regelung). Im Fall T, — 0 (kontinuierliche Regelung) gilt fiir die Stellgrofie
u(t) = u*(0) und (2.15) muss kontinuierlich gel6st werden.

In der zeitdiskreten Formulierung lautet das Regelgesetz wie folgt:

Zum Zeitpunkt ¢, wird auf dem Pradiktionshorizont k, ...,k + IN die beschrankte
Optimierungsaufgabe (2.16) gelost. Hierbei sei x; der gemessene oder geschétzte
aktuelle Systemzustand. Fiir das zeitdiskrete System (2.3) gilt nun, dass zum Zeitpunkt

t; die optimierte Stellgrofe
u, = 0y (2.20)

mit (0)) geméB (2.16) auf die Strecke aufgeschaltet wird. Fir ein zeitkontinuierliches
System (2.1) gilt, dass im Abtastintervall [t,tr11) (zugleich Steuerungshorizont) die
StellgroBe

u(r) =U(1 —tg,0p) V7 E [tr,trr1) (2.21)

mit (@1))) gemaB (2.16) auf die Strecke aufgeschaltet wird. Zum Zeitpunkt t5y; wird
das Regelgesetz von Neuem ausgefiihrt.

2.2 Stabilitat

Es werden verschiedene Varianten zum Nachweis der Stabilitédt eines mit MPC geschlosse-
nen Regelkreises diskutiert.

2.2.1 Pradiktionshorizont mit unendlicher Lange

Es wird die Stabilitdt des geschlossenen nominellen Regelkreises im Falle eines Pradikti-
onshorizontes mit unendlicher Linge analysiert. Die Ausfiihrungen folgen im zeitkontinu-
ierlichen Fall [2.46] und im zeitdiskreten Fall [2.13].

Fir einen Pradiktionshorizont mit unendlicher Lange kann die zeitkontinuierliche
Optimierungsaufgabe (2.15) in die Form

a*(-) =arg [1%11)1 Jo(t,x(t),u(-)) = /OO c(t+ 7,x(r),a(r))dr (2.22a)
a(- 0

wBv. x(1)=f(%(7),a(7)), %(0)=x(t) (2.22b)

x(1)e X, u(r)eU, Vrel0,00) (2.22¢)

umgeschrieben werden. Dass hier die Beschrankung (2.15d) und ein allfalliger Endgewich-
tungsterm C' keinen Einfluss auf die Losung haben und somit entfallen kénnen, folgt direkt
aus dem Beweis des nachfolgenden Satzes.

Satz 2.1 (Stabilitdt bei Pradiktionshorizont mit unendlicher Lange, zeitkontinuierlich).
Es seien die Annahmen A1-AS3 erfillt. Xo C X sei eine nichtleere Menge, genau
so dass (2.22) fiir Vx(t) € Xo eine Losung besitzt (nicht jedoch fiir Vx(t) € R\ Xp)
und der zugehorige Wert des Gitefunktionals 1;TOO(X(iE)) < oo erfillt. Dann ist die
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Ruhelage xp = 0 des geregelten Systems (2.1) lokal asymptotisch stabil mit dem
Einzugsbereich Xg.

Beweis. Die Funktion Jj +(x(1)) ist positiv definit und ein Kandidat fiir eine Lyapu-
novfunktion. Da sie zeitabhéngig ist, ist die Stabilitdtsanalyse fiir ein nichtautonomes
System vorzunehmen [2.45]. Es sind also zwei positiv definite, zeitinvariante Funktio-
nen J*_(x(t)) und J%, (x(t)) zu suchen, die

J5 (%) < Jjjoo(x) < T5(x) Vx € Xo,t >0 (2.23)

erfiillen. Offensichtlich eignen sich die beiden Ersatzprobleme

Loo(x(#)) = min Joo(X(t)M(‘))=/OOOC(IIX(T)II§+IIU(T)llg)dT (2.24a)

uB.v. x(7)=f(x(7),u(r)), x(0)=x() (2.24b)
x(r)e X, u(r)eU, Vrel0,00) (2.24c¢)

und
Tole(t) =min - Tole(®).()) = [T AREIE+ O (2250)
uwB.v. x(7)=fX(7),u(r)), %(0)=x(t) (2.25Db)
X(r)e X, u(r)eU, V71e€[0,00). (2.25¢)

Wegen (2.17b) und da die optimale Losung a*(-) von (2.22) eine zuléssige aber im
Allgemeinen nicht optimale Losung von (2.24) und (2.25) ist, gilt

foo(X(t)) <00 = JE(x(1) < Joo(x(t),0*(+)) < 00 (2.26)

und
To(x(1) < Luolx(1), 8 () < T (x(1)) - (2.27)

Da ferner die optimale Losung @*( - ) von (2.25) eine zulédssige aber im Allgemeinen
nicht optimale Losung von (2.22) ist, gilt

foo (X(1)) < Joo(t,x(1), 0" (+)) < TS (x(1)) - (2.28)

Damit ist (2.23) gezeigt.
Geméf dem Optimalitatsprinzip nach Bellman [2.2] gilt fiir das geregelte System

t+At
e (Kl + M) = i (x(®) = [ elrx(ru(r)dr (2:29)

mit beliebigem At > 0. Die Optimierungsaufgabe (2.22) hat also auch zum Zeitpunkt
t + At eine Losung, es gilt x(t + At) € X und X ist eine positiv invariante Menge.
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Mit (2.17b) folgt aus (2.29)

: tooXt+At _:O"Xt e
" aroo(X( ) ~ Jijoo ())——1/t+ c(r,x(7),u(r))dr

At At

1 t+AL 5
<5 ] X

(2.30)

Der Grenziibergang At — 0, welcher hier geméfl den in Abschnitt 2.1.6 getroffenen
Stetigkeitsannahmen moglich ist, liefert den negativ definiten Ausdruck

oo (x(t)) = —c(t, x(t), u(t)) < —cl[x(@®)[[3 - (2.31)

t|oo

floo (%(t)) stellt also eine Lyapunovfunktion dar und aus der direkten Methode nach

Lyapunov [2.45] folgt die lokale asymptotische Stabilitit der Ruhelage xz = 0. Dieser
Beweis deckt sowohl den Fall T, > 0 als auch den Fall T, — 0 ab. O

Fiir einen Préadiktionshorizont mit unendlicher Lénge kann die zeitdiskrete Optimie-
rungsaufgabe (2.16) in die Form

(ay,) = arg {1}11% Jd 00 (k, Xp, (0y)) = Z it (Xn, Up) (2.32a)
tn n=0

uB.v. X, =F(x,,0,), Xo=xk (2.32b)

%n€X, ,c€Uy;, Yn=0,1,...,00. (2.32¢)

umgeschrieben werden. Die Beschrankung (2.16d) und ein allfdlliger Endgewichtungsterm
D haben wiederum keinen Einfluss auf die Lésung und kdnnen daher entfallen.

Satz 2.2 (Stabilitdt bei Pradiktionshorizont mit unendlicher Lénge, zeitdiskret). Es
seten die Annahmen A4-A6 erfillt. Xo C X sei eine nichtleere Menge, genau so dass
(2.32) fiir Vxi € Xo eine Lisung besitzt (nicht jedoch fiir Vx;, € R\Xo) und der
zugehorige Wert des Giitefunktionals Jlk'oo(xk) < oo erfullt. Dann ist die Ruhelage
xr = 0 des geregelten Systems (2.3) lokal asymptotisch stabil mit dem FEinzugsbereich
Xo.

Beweis. In Aufgabe 2.1 wird gezeigt, dass positiv definite, zeitinvariante Funktionen
I} oo (xk) und J§ (xy,) existieren, die

JZ’OO(X) < Js,k\oo(x) < jjl,oo(x) Vx € Xo,k € INZ() (2.33)

erfiillen.
Geméf dem Optimalitatsprinzip nach Bellman [2.2] gilt fiir das geregelte System

T kt1]o0 (Kh41) = JG koo (Kk) — di(xk, u) - (2.34)

Die Optimierungsaufgabe (2.32) hat also auch zum Zeitpunkt ;. eine Losung, es
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gilt x;1+1 € Xo und X ist eine positiv invariante Menge. Mit (2.18b) folgt aus (2.34)

T3 k1o Kb41) = T koo (K0) = —die (38, ug) < —d| x5 - (2.35)

J; . «(Xx) stellt also eine Lyapunovfunktion dar und aus der direkten Methode nach

Lyapunov fiir zeitdiskrete Systeme [2.47] folgt die lokale asymptotische Stabilitiat der
Ruhelage xp = 0. O

Aufgabe 2.1. Zeigen Sie, dass positiv definite, zeitinvariante Funktionen Jj . (xx) und
72700 (x)) existieren, die

lg,oo(x) < J:ik,k\oo(x) < jz,oo(x> Vx € XOv k€ ]NZO (236)

erfiillen.

Bei MPC in zeitkontinuierlicher Formulierung ist eine infinit-dimensionale Optimie-
rungsaufgabe zu l6sen. Dies gilt auch fir die zeitdiskrete Formulierung von MPC, wenn
ein unendlich langer Prédiktionshorizont verwendet wird. Der mit der Losung einer
infinit-dimensionalen Optimierungsaufgabe verbundene Rechenaufwand ist im Allgemei-
nen ebenfalls unbeschrankt, weshalb grundsétzlich nur ndherungsweise Losungen bestimmt
werden kénnen. Alle nachfolgenden Methoden zum Stabilitdtsnachweis verwenden da-
her Pradiktionshorizonte mit endlicher Lénge, so dass zumindest in der zeitdiskreten
Formulierung nur eine finit-dimensionale Optimierungsaufgabe auftritt.

2.2.2 Endlicher Pradiktionshorizont mit vorgeschriebenem Endzustand

Es wird die Stabilitat des geschlossenen nominellen Regelkreises im Falle eines endlichen
Pradiktionshorizontes mit vorgeschriebenem Endzustand analysiert. Der zu erreichende
Endzustand entspricht der Ruhelage xp = 0. Die Ausfithrungen folgen im zeitkontinuierli-
chen Fall [2.46] und im zeitdiskreten Fall [2.13].

Fiir einen endlichen Prédiktionshorizont mit vorgeschriebenem Endzustand kann die
zeitkontinuierliche Optimierungsaufgabe (2.15) in die Form

T
() =argmin Jr(tx(0),8()) = / ot + 7, %(7), (7)) dr (2.37a)
a(- 0
wBv. %(7) = f(&(7),a(r)) , %(0) = x(t) (2.37h)
x(r)eX, u(r)eU, Vre€[0,T] (2.37¢)
%(T) = 0 (2.37d)

umgeschrieben werden.

Satz 2.3 (Stabilitdt bei endlichem Prédiktionshorizont mit vorgeschriebenem Endzu-
stand, zeitkontinuierlich). Es seien die Annahmen A1-A3 erfillt. Xo C X sei eine
nichtleere Menge, genau so dass (2.37) fir Vx(t) € Xo eine Losung besitzt (nicht
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jedoch fiir ¥x(t) € R\ Xy ). Dann ist die Ruhelage xp = O des geregelten Systems
(2.1) lokal exponentiell stabil mit dem Einzugsbereich X.

Beweis. Es sei u*(-) die optimale Losung von (2.37) und x*( - ) die zugehorige opti-
male Zustandstrajektorie. Ferner wird die zur Optimierungsaufgabe (2.37) gehorige
Losungsfunktion a*(7) = k(t 4+ 7, %*(7)) definiert. Wegen der Annahmen A1-A3 ist
k:R>o x Xog = U im Gebiet Xy Lipschitz-stetig, d. h. es existiert eine Konstante
Ly, so dass ||k(t,x) — k(t,y)||l2 < Lx||x — y||2 Vx,y € Xo. Es gilt also auch

o (72 < Li|[X*(7)[]2 V7 €[0,77] . (2.38)

Weiters seien Ly und L,, die Lipschitzkonstanten der Funktion f aus (2.1) beziiglich
ihres ersten und zweiten Arguments. Es gilt daher

1" (7l < 1% (7)||2(Lx + Lu L) (2.39)
und folglich

(8| [pe 2= EubtT < [13*(7)|[3 < [[x(¢)|[3e* P FEb0T vr e (0,7] . (2.40)

Mit den Ungleichungen (2.17b), (2.38) und (2.40) kénnen sofort Faktoren J > J > 0
berechnet werden, so dass

JIxOI3 < Jip(x(t) < Jlx@)][3 < oo YE>0,x(t) € Xo (2.41)

erfillt ist.

An die optimale Losung a*( - ) von (2.37) kann im Zeitintervall (t+T,t+T +T,] die
zur Ruhelage xp = 0 gehorige Stellgrofie up = 0 angefiigt werden. Die so erweiterte
Losung soll mit

~ u* (T, fall =T, T —1T.
) =14 (Ler) falls7 €] ] (2.42)
0 falls 7 € [T'— T¢, T
und die zugehorige Zustandstrajektorie mit
%(7) = X*(min{r + T, T}), V7e[-T.,T] (2.43)

bezeichnet werden. Wird dem MPC Regelgesetz (2.19) entsprechend im Steuerungs-
horizont [t,t + T.) die Stellgrofe u(r) = a*(r —t) V7 € [t,t + T.) aufgeschaltet, dann
ist () eine zulissige aber im Allgemeinen nicht optimale Eingangstrajektorie der
Optimierungsaufgabe (2.37) fiir den nachfolgenden Zeithorizont [t + T¢,t + T + T¢]
mit dem Anfangszustand x(t + 1) = x*(1¢). Folglich gilt fur die optimalen Werte
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des Glitefunktionals
T—T, ~ B
b (x(E+ T2) g/o o(t+ T, + 7, %(7), () dr
t+Te
= i) = [ erx(mu(m)dr(244)
t+T.
< T x0) - [ elx(lar

Fir T, — 0 (kontinuierliche Regelung) kann damit (dhnlich zum Beweis von Satz 2.1)
der Grenzwert

. Jy x(t+1T¢)) — Jp(x(t
) =y oz Tc)) H(x(D) .

= —c(t,x(t),u(t)) < —||x(t)|]2

berechnet werden. ;]T(x(t)) stellt also wieder eine Lyapunovfunktion dar und es
folgt direkt die lokale exponentielle Stabilitdt der Ruhelage xz = 0 (vgl. [2.45]). Fiir
T. € (0,7T] kann der Regelkreis als zeitdiskretes System auf dem Zeitgitter ¢, ¢ + T,
t + 2T, ... aufgefasst werden und mit den Ungleichungen (2.17b), (2.38) und (2.40)
ldsst sich eine Schranke AJ > 0 berechnen, so dass

S (x(t+T2) = Jip(x(t) < —AJ|x(0)|F VE=>0,x(t) € Xo.  (2.46)

fi7(x(t)) ist also eine Lyapunovfunktion des gedachten zeitdiskreten Systems und es
folgt direkt die lokale exponentielle Stabilitdt der Ruhelage xp = 0. O

Fiir einen endlichen Préidiktionshorizont mit vorgeschriebenem Endzustand kann die
zeitdiskrete Optimierungsaufgabe (2.16) in die Form

N—-1

(o) =argmin  Jyn(k Xk, (0) = D dipsn (X, ) (2.47a)
Un n=0

uB.wv. X,y =F(X,,0,), Xo=xk (2.47b)

X,€X, u,€U;, Vn=0,1,....,.N—1 (2.47¢)

Xy =0 (2.47d)

umgeschrieben werden.

Satz 2.4 (Stabilitdt bei endlichem Prédiktionshorizont mit vorgeschriebenem Endzu-
stand, zeitdiskret). Es seien die Annahmen AJ-AG erfillt. Xo C X sei eine nichtleere
Menge, genau so dass (2.47) fir Vx € Xo eine Losung besitzt (nicht jedoch fir
Vx;, € R\Xy). Dann ist die Ruhelage xgr = O des geregelten Systems (2.3) lokal
exponentiell stabil mit dem Finzugsbereich Xg.
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Beweis. Es sei (@1),) die optimale Losung von (2.47) und (x}) die zugehorige optimale
Zustandsfolge. Wegen der Annahmen A4-A6 kénnen analog zu den Ungleichungen
(2.38) und (2.40) auch im zeitdiskreten Fall Abschétzungen fiir (@) und (X})) bestimmt
werden. Diese Abschiitzungen erlauben die Berechnung von Faktoren J > .J > 0, so
dass

JlIxxl3 < Jg () < Jllxell3 < oo Vxp € Xo, k€ Nxo (2.48)

erfillt ist.
An die optimale Losung () von (2.47) kann am Gitterpunkt k& + N die zur
Ruhelage xp = 0 gehorige Stellgrofle up = 0 angefiigt werden. Die so erweiterte

Losung soll mit

& = a ., fallsne{-1,0,1,...,N -2} (2.49)
0 fallsn =N —1
und die zugehorige Zustandsfolge mit
Xn = Xpingnp1yy ¥ =-1,0,1...,N (2.50)

bezeichnet werden. Wird dem MPC Regelgesetz (2.20) entsprechend zum Zeitpunkt ¢y,
die Stellgrofie uy, = @ aufgeschaltet, dann ist (1) eine zulissige aber im Allgemeinen
nicht optimale Eingangsfolge der Optimierungsaufgabe (2.47) fiir den nachfolgenden
Zeithorizont £+ 1,...,k + N + 1 mit dem Anfangszustand xj,; = X]. Folglich gilt
fiir die optimalen Werte der Giitefunktion

N-2
a1 v (K1) < Z A 140 (Xn, Uy
n=0
(2.51)
= Jov (Xk) — di(xk, up)
< J;lk,kw(xk) - dHXkH% .
Aus (2.51) folgt
T kv (Rkepr) = Ji v (k) < —dlfxilf3 - (2.52)
J; K| ~ (xx) stellt also eine Lypunovfunktion fiir das zeitdiskrete System dar und es
folgt direkt die lokale exponentielle Stabilitat [2.47] der Ruhelage xg = 0. O

Die Bedingungen (2.37d) und (2.47d) erzwingen, dass der préidizierte Endzustand zum
Zeitpunkt t + 71 bzw. tin im Ursprung liegt. Man beachte aber, dass dies im Allgemeinen
nicht fiir die tatsdchliche Zustandstrajektorie bzw. Zustandsfolge gilt. Diese ndhern sich
dem Ursprung nur asymptotisch.

Die Verwendung eines endlichen Pradiktionshorizonts mit vorgeschriebenem Endzustand
kann folgende Nachteile mit sich bringen: Die Methode ist nicht geeignet fiir Systeme,
die zwar stabilisierbar aber nicht vollstdndig steuerbar sind. Bei der Losung der Opti-
mierungsaufgabe kann die exakte Einhaltung einer Gleichungsbedingung am Ende des
Pradiktionshorizontes hohen Rechenaufwand erfordern. Bei kurzen Préadiktionshorizonten,
welche aus Sicht des Rechenaufwands wiinschenswert wéren, kann das Vorschreiben eines
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Endzustandes zu kleinen Einzugsbereichen Xy fithren. Dies beeintréchtigt meist die Ro-
bustheit der Regelung. Bei den nachfolgenden Methoden zum Stabilitdtsnachweis wird
daher auf einen vorgeschriebenen Endzustand verzichtet.

2.2.3 Endlicher Pradiktionshorizont mit vorgeschriebenem Endgebiet und
Endkostenterm

Es wird die Stabilitat des geschlossenen nominellen Regelkreises im Falle eines endlichen
Prédiktionshorizontes mit vorgeschriebenem Endgebiet und Endkostenterm analysiert.
Die Ausfiihrungen sind im zeitkontinuierlichen Fall an [2.46] und im zeitdiskreten Fall an
[2.13] angelehnt.

Satz 2.5 (Stabilitdt bei endlichem Pradiktionshorizont mit vorgeschriebenem Endge-
biet und Endkostenterm, zeitkontinuierlich). Es seien die Annahmen A1-A3 erfillt.
Xo C X sei eine nichtleere Menge, genau so dass (2.15) fir Vx(t) € Xo eine Losung
besitzt (nicht jedoch fiir Vx(t) € R\Xy). Es existiere ein Zustandsregelgesetz

u(t) = k(t,x(t)) (2.53)

mit k : R x Xp — U, so dass die Zustandstrajektorie x(1) mit 7 € [0,T;] des mit
K(T+1t,%x(7)) geregelten Systems (2.1) fur beliebige Anfangszustinde x(0) = x(t) € Xp

Te
C(R(TL)) — C(x(t)) < — /0 o 4 7 R il o )l (2.54)

x(t) € X V7 € [0,T.] und x(T.) € X erfillt. Dann ist die Ruhelage xr = 0 des
geregelten Systems (2.1) lokal exponentiell stabil mit dem FEinzugsbereich X.

Beweis. An die optimale Losung u*(-) von (2.15), wobei X*( - ) die zugehorige opti-
male Zustandstrajektorie sei, kann im Zeitintervall (t + 7', t + T, + T die Eingangstra-
jektorie des mit dem Zustandsregelgesetz (2.53) geregelten Systems angefiigt werden.
Die so erweiterte Losung soll mit

() = a*(T. + 1) ) falls 7 € [T, T — T (2.55)
kK(t+ T, +7,x(1)) fallsTe [T —T¢,T]
und die zugehorige Zustandstrajektorie mit
~ x*(T, falls 7 € [-T,.,T — T,
(r) =14 Tewr) falls7e [T, 2 (2.56)
x(7) falls 7 € [T — T, T)

bezeichnet werden, wobei X(7) mit 7 € [T' — T,,T] die Zustandstrajektorie des mit
Kk(t + T, + 7,%(7)) geregelten Systems (2.1) fiir den Anfangszustand x(7" — T¢) =
x*(T) ist. Wird dem MPC Regelgesetz (2.19) entsprechend im Steuerungshorizont
[t,t + 1) die Stellgrofle u(r) = a*(r —t) V7 € [t,t + T) aufgeschaltet, dann ist

u(-) eine zuldssige aber im Allgemeinen nicht optimale Eingangstrajektorie der
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Optimierungsaufgabe (2.15) fiir den nachfolgenden Zeithorizont [t + T¢,t + Te + T
mit dem Anfangszustand x(t 4+ T.) = x*(7¢). Unter Beriicksichtigung von (2.54) gilt
folglich fiir die optimalen Werte des Giitefunktionals

~ T-T, ~ ~
okt + 1) S CGT =T+ [ eft + T+ 7.%(7).6(r) dr -
2.5

= Jinx() - [ T () u(r)) dr

Der Rest des Beweises erfolgt vollig analog zum Beweis von Satz 2.3. O

Bevor die zeitdiskrete Variante dieser Methode diskutiert wird, sollen kurz verschiedene
Interpretationen des Ansatzes gegeben werden.

o Aus dem Zustandsregelgesetz (2.53) und der Ungleichung (2.54) folgt die Existenz
einer Eingangstrajektorie, die sicherstellt, dass bei einer Verldngerung des Préa-
diktionshorizonts um 7. der Kostenzuwachs zufolge des integralen Kostenterms c
durch eine Kostenreduktion zufolge des gednderten Endkostenterms C' zumindest
wettgemacht wird.

e Der Ansatz wird gelegentlich als MPC mit quasi-unendlichem Horizont bezeichnet
[2.48], da gilt

C(x(t) > /t o x(r), w5 (, x (7)) dr (2.58)

sofern x(¢) € X7 und das System im Horizont [t, c0) mit dem Zustandsregelgesetz
(2.53) betrieben wird. D.h. der Endkostenterm C(x(t)) ist eine obere Schranke fiir
den integralen Kostenterm in der gesamten Zukunft. Um (2.58) zu zeigen, kann
man einfach (2.54) rekursiv einsetzen. Wegen (2.58) und Jii..(x(t)) < oo Vx(t) € Xo
kann der Stabilitdtsbeweis auch analog zu jenem von Satz 2.1 fiir den unendlichen
Pradiktionshorizont erfolgen.

o Man beachte, dass die Forderung (2.54) im Zusammenspiel mit den Annahmen
A1l und A3 impliziert, dass der mit dem Zustandsregelgesetz k(t,x(t)) und dem
System (2.1) geschlossene Kreis im Sinne eines zeitdiskreten Systems mit dem
Abtastintervall T, lokal exponentiell stabil mit dem Einzugsbereich X sein muss.
Allgemein kann der Entwurf eines stabilisierenden Regelgesetzes, das einen fiir die
jeweilige Anwendung hinreichend grofien Einzugsbereich erlaubt, schwierig sein. Dies
kann grundsétzlich auch fir den Entwurf des Zustandsregelgesetzes k(t, x(t)), das den
in Satz 2.5 genannten Anforderungen zu geniigen hat und daher einen Einzugsbereich
X7 sicherstellen muss, gelten. Wenn der Einzugsbereich Xp fiir die Anwendung
ausreicht und auch sonst alle Regelungsziele bereits mit dem Zustandsregelgesetzes
K(t,x(t)) erreicht werden, kann auf die Verwendung von MPC verzichtet werden.
Wenn jedoch X7 keine zufriedenstellende Ausdehnung besitzt, kann MPC als Stratgie
verstanden werden um den vom Zustandsregler erreichten FEinzugsbereich X7 auf
X auszuweiten.

o Mit der speziellen Wahl X7 = {0} erhélt man sofort die in Abschnitt 2.2.2 be-
schriebene Formulierung. D.h. letztere ist ein Spezialfall des hier vorgestellten
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Ansatzes.

Satz 2.6 (Stabilitdt bei endlichem Pradiktionshorizont mit vorgeschriebenem Endge-
biet und Endkostenterm, zeitdiskret). Es seien die Annahmen A4-A6 erfillt. Xo C X
sei eine nichtleere Menge, genau so dass (2.16) fir Vxi, € Xo eine Losung besitzt
(nicht jedoch fiir ¥xi € R\Xo). Es existiere ein Zustandsregelgesetz

uy, = Ki(Xk) (2.59)
mit kK : X7 — Uy, so dass fiir beliebige Anfangszustinde xi € Xp
D(F (xg, ki (xx))) — D(xk) < —dp (X, K1 (X)) (2.60)

und F(xg, ki(x)) € Xp erfiullt sind. Dann ist die Ruhelage xgp = 0 des geregelten
Systems (2.3) lokal exponentiell stabil mit dem Einzugsbereich X.

Beweis. An die optimale Losung (@) von (2.16), wobei (X}) die zugehorige optimale
Zustandsfolge sei, kann am Gitterpunkt k£ + N die Stellgréfie ki v (X}) geméf dem
Zustandsregelgesetz (2.59) angefiigt werden. Die so erweiterte Losung soll mit

& = o falls n € {-1,0,1,...,N — 2} (2.61)
Kryn(Xy) fallsn=N -1
und die zugehorige Zustandsfolge mit
- x* fall -1,0,1,...,N—1
% = % alls n € {—1,0,1,..., } (2.62)
F(xy, keen(Xy)) fallsn=N

bezeichnet werden. Wird dem MPC Regelgesetz (2.20) entsprechend zum Zeitpunkt ¢
die Stellgrofe uy, = @ aufgeschaltet, dann ist (1,) eine zulissige aber im Allgemeinen
nicht optimale Eingangsfolge der Optimierungsaufgabe (2.16) fiir den nachfolgenden
Zeithorizont k4 1,...,k+ N + 1 mit dem Anfangszustand x;41 = XJ.

Unter Beriicksichtigung von (2.60) gilt folglich fiir die optimalen Werte der Gite-
funktion

N—2
Ja 1Ny (Ke+1) < D(xn-1) + Y dry14n(Xn, Un)
= (2.63)
= Jo kv (Xk) — dip (ks )
Der Rest des Beweises erfolgt vollig analog zum Beweis von Satz 2.4. O

2.2.4 Endlicher Pradiktionshorizont mit Endkostenterm

Es wird ein zu der in Abschnitt 2.2.3 beschriebenen MPC Variante verwandter Ansatz
vorgestellt, der kein vorgeschriebenes Endgebiet benotigt. Dies vereinfacht in der Regel
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die zugrunde liegende dynamische Optimierungsaufgabe erheblich (freier Endzustand).
Der hier vorgestellte Ansatz wurde urspriinglich in [2.49] vorgeschlagen. Die nachfolgende
Stabilitédtsanalyse des geschlossenen nominellen Regelkreises ist an [2.10] angelehnt.

Fiir einen endlichen Pradiktionshorizont ohne vorgeschriebenem Endzustand entfallt in
der zeitkontinuierlichen Optimierungsaufgabe (2.15) die Bedingung (2.15d). Im Allgemei-
nen kann der Einzugsbereich beeinflusst werden, indem der Endkostenterm C' um einen
konstanten Faktor v > 1 vergrofiert wird. Die Optimierungsaufgabe (2.15) kann dann in
die Form

u'(-) =arg I%H)l Jr(t,x(t),a(-)) =yC(x(T)) + /T c(t+7,x(1),u(r))dr (2.64a)
a( - 0
(

wB.v. x(7r)=f(&(7),0a(r)), %(0)=x(t) (2.64b)
x(r)e X, u(r)eU, V7rel0,T) (2.64c¢)

umgeschrieben werden. Es wird von der Existenz eines Zustandsregelgesetzes k(t, x(t)),
welches das System fiir alle Anfangszustinde aus einem abgeschlossenen Gebiet Xr
stabilisiert, ausgegangen. Hierbei sei Xr eine Niveaumenge des Endkostenterms C'(x(7T"))
mit dem Niveau I" > 0, d. h.

Xr={xe X|C(x)<T}>{0}. (2.65)

Anstatt nun Xr als Endgebiet in der Optimierungsaufgabe vorzuschreiben, wird eine Ni-
veaumenge X von 2;k|T(x(75)) gesucht, so dass die MPC Regelung fiir alle Anfangszusténde
aus X sicherstellt, dass die préadizierte Trajektorie X(7) innerhalb des Pradiktionshorizonts
mit der Lange T in das Gebiet Xt einléuft.

Satz 2.7 (Stabilitét bei endlichem Prédiktionshorizont mit Endkostenterm und ohne
vorgeschriebenem Endgebiet, zeitkontinuierlich). Es seien die Annahmen A1-A3
erfillt. Es existiere ein Zustandsregelgesetz

u(t) = k(t,x(t)) (2.66)
mit Kk : R X Xp — U und eine zugehorige Konstante T' > 0, so dass

dC'(x)
dx

Dann ist die Ruhelage xp = 0 des mit dem MPC Regelgesetz (2.19) entsprechend
der Optimierungsaufgabe (2.64) geregelten Systems (2.1) lokal exponentiell stabil mit
etnem Finzugsbereich, der

f(x,k(t,x)) < —c(t,x,k(t,x)) Vxe Xp,t>0. (2.67)

goz{xex

ir(x) ST(v+ T%) ¥t >0} > {0} (2.68)

beinhaltet.
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Beweis. Es sei u*(-) die optimale Losung von (2.64) und x*(-) die zugehorige
optimale Zustandstrajektorie, wobei X*(0) = x(¢) € X gelten soll. Aus (2.17a) folgt
die Implikation

x5 < = x¢€Xr. (2.69)

Qll =

Wegen der Ungleichung

Dy +TE) 2 i) = 1CE @) + [ el +7.%(0), 00 (7)) d
+T=) > Jjp(x(t) = x* + c(t +7,x*(7),a* (7)) dr
e ! ! 0 (2.70)

T
290G (1) + [ dl%(7)3dr

(vgl. (2.17b)) muss es also einen Zeitpunkt 7 € [0,7] geben, so dass X*(7) € Xr.
Es sei nun X(7) mit 7 € [7,T] die Zustandstrajektorie des mit (¢t + 7,%(7)) gere-
gelten Systems (2.1) fiir den Anfangszustand x(7) = x*(7). Wegen (2.67) und der
Suboptimalitét der Eingangstrajektorie k(t + 7,x(7)) fir 7 € [7, T gilt

FZQTG»20@@»+[ﬂﬂ+ﬂﬂﬂﬁ@+ﬂﬂﬂnﬁ
T (2.71)
Zﬂf@»fﬁdmijmﬁﬁmhzaf@».

Daraus folgt x*(T") € Xr. An die optimale Losung @*(-) von (2.64) kann folglich im
Zeitintervall (t+7T,t+T.+T] die Eingangstrajektorie des mit dem Zustandsregelgesetz
(2.66) geregelten Systems angefiigt werden. Die so erweiterte Losung soll mit

- a* (T, fall ~T.,T—1T,
u(r) = WL +7) . alls 7€ | ] (2.72)
kK(t+T.+7,x(1)) fallsTe [T —T¢,T]
und die zugehorige Zustandstrajektorie mit
- x*(T, fall T, T —1T.
x(7) = f( ) falls el ! (2.73)
x(T) falls 7 € [T — T, T

bezeichnet werden, wobei x(7) mit 7 € [T'— T, T| die Zustandstrajektorie des mit
Kk(t + T, + 7,%(7)) geregelten Systems (2.1) fiir den Anfangszustand x(T' — T,) =
x*(T) ist. Wird dem MPC Regelgesetz (2.19) entsprechend im Steuerungshorizont
[t,t + T¢) die Stellgrofe u(r) = a*(7 —t) V71 € [t,t + T,) aufgeschaltet, dann ist
() eine zuldssige aber im Allgemeinen nicht optimale Eingangstrajektorie der
Optimierungsaufgabe (2.64) fiir den nachfolgenden Zeithorizont [t + T¢,t + Tp + T

mit dem Anfangszustand x(t 4+ 1) = X*(1¢). Unter Berticksichtigung von (2.67) gilt
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folglich fiir die optimalen Werte des Giitefunktionals
~ T—T. ~ ~
Tior i (X(E+ T) < ACK(T - T.)) + / ot + Ty + 7, %(r), &) dr
0
= Jir(x(t) — (7, x(7),u(r)) dr .
Daraus folgt nun noch
€ * *
P(y+T5) 2 Jip(x(0) = Jiygyp(x(t +T.) (2.75)

und somit x(t + T,) € Xy. Der Rest des Beweises erfolgt vollig analog zum Beweis
von Satz 2.3. ]

Anhand der Definition (2.68) wird klar, welche Parameter des Entwurfs zu verdandern sind
um einen gréfleren Einzugsbereich zu erhalten. Fiir eine moglichst grofie Menge X sollte der
Niveauwert I' maximal sein. I' wird jedoch meist durch das verwendete Zustandsregelgesetz
K (t,x(t)) limitiert. Die Lange T des Pradiktionshorizonts wirkt sich direkt proportional auf
das Niveau von X aus. Lange Pradiktionshorizonte sind aufgrund des damit verbundenen
numerischen Aufwands beim Losen der zugrundeliegenden Optimierungsaufgabe oft nicht
erwiinscht. Ferner bewirkt eine Erhohung des Verstdrkungsfaktors v eine Vergréfierung
von Xg. Natiirlich wirkt sich dies aber auch auf das Regelverhalten aus, da der integrale
Kostenterm ¢ gegeniiber dem Endkostenterm vC' an Bedeutung verliert.

Fiir einen endlichen Préadiktionshorizont ohne vorgeschriebenem Endzustand und mit
erhohter Gewichtung des Endkostenterms kann die zeitdiskrete Optimierungsaufgabe
(2.16) in die Form

N-1

(ﬁ;) = arg I(I}H)l Jd,N(ka Xk, (ﬁn)) = VD(S(N) + Z dk-l—n(ina ﬁn) (2.76&)
un n=0

uw.B.v. )N(n—i—l = F(}Nin, fln> y )~(0 = Xk (276b)

x,€X, u,€U;, Yn=0,1,...,N—1 (2.76¢)

umgeschrieben werden, wobei wieder v > 1 gilt. Es wird wieder eine Niveaumenge
Xr={xe X|D(x) <T} > {0} (2.77)

definiert.

Satz 2.8 (Stabilitdt bei endlichem Prédiktionshorizont mit Endkostenterm und ohne
vorgeschriebenem Endgebiet, zeitdiskret). FEs seien die Annahmen A4-A6 erfillt. Es
existiere ein Zustandsregelgesetz

uy, = Ki(Xk) (2.78)
mit K : Xp — Uy und eine zugehorige Konstante I', so dass

D(F(xk,nk(xk))) = D(Xk) < —dk(Xk, Rk(xk)) Vx, € Xp,k € INZO . (2.79)
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Dann ist die Ruhelage xp = 0 des mit dem MPC Regelgesetz (2.20) entsprechend
der Optimierungsaufgabe (2.76) geregelten Systems (2.3) lokal exponentiell stabil mit
etnem Finzugsbereich, der

Xo={xe X]J;MN(X) <T(y+ N%) k€ Nxo} O {0} (2.80)

beinhaltet.

Beweis. Es sei (@1),) die optimale Losung von (2.76) und (X},) die zugehorige optimale
Zustandsfolge, wobei X*(0) = x;, € X gelten soll. Aus (2.18a) folgt die Implikation

r

2
< —=
Il <

= xeXp. (2.81)

Wegen der Ungleichung

d * ok = Sk %
P(y+N5) 2 Jin(x0) = YDER) + Y desn (%5, 85)
n=0
oy (2.82)
> yD(xx) + Y d[%;3
n=0

(vgl. (2.18b)) muss es also einen Zeitindex n € {0,1,..., N} geben, so dass X} € Xr.
Es sei nun (Z,) mit n = n,n+1,..., N die Zustandsfolge des mit Ky, (X,) geregelten
Systems (2.3) fiir den Anfangszustand Xz = x5. Wegen (2.79) und der Suboptimalitét
der Eingangsfolge (Kgin (X)) firn=n,n+1,...,N — 1 gilt

N-1
I'> D(x;) > D(Xy) + Z Aitn (X, Kkn (X))

n=n

N-1
> D(Xy) + Y dien(X, krrn(X5)) 2 D(Xy) -

n=n

(2.83)

Daraus folgt X3 € Xr. An die optimale Losung (@) von (2.76) kann folglich am

n

Gitterpunkt k + N die Stellgrofe ki v (X, ) geméf dem Zustandsregelgesetz (2.78)
angefiigt werden. Die so erweiterte Losung soll mit

& = L N falls n € {-1,0,1,...,N — 2} (2.84)
Kryn(Xy) fallsn=N -1
und die zugehorige Zustandsfolge mit
- X* fall -1,0,1,...,N —1
% = % alls n € {—1,0,1,..., } (2.85)
F(xy, keen(Xy)) fallsn=N
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bezeichnet werden. Wird dem MPC Regelgesetz (2.20) entsprechend zum Zeitpunkt ¢,
die Stellgrofe uy, = @ aufgeschaltet, dann ist (1,,) eine zulissige aber im Allgemeinen
nicht optimale Eingangstrajektorie der Optimierungsaufgabe (2.76) fiir den nachfol-
genden Zeithorizont k£ +1,...,k + N + 1 mit dem Anfangszustand x4 = X]. Unter
Beriicksichtigung von (2.79) gilt folglich fiir die optimalen Werte der Giitefunktion

N—2
T v (Xpg1) < YD(XN-1) + Z gt 140 (Xn, )
n=0 (286)
= J kv (Xk) — di(xk, ug) -
Daraus folgt nun noch
d * *
F(W + Nf) > Jawn(XKk) 2 Jg g v (Xe+1) (2.87)

und somit xx11 € Xo. Der Rest des Beweises erfolgt v6llig analog zum Beweis von
Satz 2.4. O

In diesem Abschnitt wurde eine MPC Variante besprochen, die zwar kein vorgeschriebe-
nes Endgebiet aber einen Endkostenterm bendtigt. Es wurde beobachtet, dass zwischen
der Gewichtung v des Endkostenterms, der Horizontlange 1" bzw. N und der Grofie der
Menge X, die im Einzugsbereich liegt, ein Zusammenhang besteht. Da der Endkostenterm
unerwiinschte Auswirkungen auf das Verhalten des geschlossenen Regelkreises haben kann,
wurden MPC Varianten entwickelt, die ohne einen Endkostenterm auskommen. Nachdem
MPC mit unendlich langem Pradiktionshorizont ebenfalls weder einen Endkostenterm
noch einen vorgeschriebenes Endgebiet benétigt, ist es nicht verwunderlich, dass eine
Mindestliange fiir den Pradiktionshorizont existiert, so dass auch bei Verzicht auf einen
Endkostenterm und ein vorgeschriebenes Endgebiet exponentielle oder zumindest asym-
ptotische Stabilitdt nachgewiesen werden kann. Dies wurde fiir den zeitkontinuierlichen
Fall in [2.50] und fiir den zeitdiskreten Fall in [2.51] gezeigt und wird in dieser Vorlesung
nicht weiter besprochen.

2.2.5 Endlicher Pradiktionshorizont mit vorgeschriebenem Endgebiet

Es wird ein zu der in Abschnitt 2.2.3 beschriebenen MPC Variante verwandter Ansatz
vorgestellt, der ebenfalls ein vorgeschriebenes Endgebiet benétigt aber keinen Endkos-
tenterm C'. Die Liange T des Priadiktionshorizonts ist nun keine feste Gréfle mehr und
wird durch die Optimierungsvariable T ersetzt, d. h. es werden Pradiktionshorizonte mit
variabler Linge zugelassen. Die Idee fiir diesen Ansatz entstammt [2.44]%. Der Einfachheit
halber wird hier nur die zeitkontinuierliche Variante dieses MPC Ansatzes vorgestellt.
Die Umsetzung der gleichen Idee in zeitdiskreter Form ist einfach moglich, erfordert aber
weitere Uberlegungen, denn wegen der zusétzlichen Optimierungsvariable N € N+ fiir
die variable Horizontldnge tritt eine gemischt-ganzzahlige Optimierungsaufgabe auf.

3Ein anderer Ansatz, der auch bei Pradiktionshorizonten mit fester Lange keinen Endkostenterm benétigt,
findet sich in [2.40].
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Mit der zusitzlichen Optimierungsvariable T kann die zeitkontinuierliche Optimierungs-

aufgabe (2.15) in die Form

~ T
(&*(-), T*) = arg min_ J~(t,x(t),ﬁ(-)):/0 ot + 7, %(7), 0(r)) dr

(a(-), 1)

wB.v. x(7)=f(x(7),a(r)), %(0)
x(r)e X, a(n)eU, Vr
%(T) € Xr
T € (0,00)

umgeschrieben werden. Ferner wird ein Zustandsregelgesetz

u(t) = K(t, x(t))

(2.89)

mit K : R X Xp — U bendétigt, das folgenden Anforderungen geniigt: Das mit dem Zu-
standsregelgesetz k(7 +1t,X(7)) geregelte System (2.1) ist lokal asymptotisch (exponentiell)
stabil mit dem Einzugsbereich X7. Fur die mit X(7) bezeichneten Zustandstrajektorien
dieses geregelten Systems gilt fiir beliebige Anfangszustinde x(0) = x(t) € Xp, dass

xX(r) e X V7 >0.

Der in [2.44] vorgeschlagene MPC Algorithmus wird als Zwei-Phasen MPC' Regler
(Englisch: dual-mode MPC') bezeichnet und ist in Tabelle 2.1 zusammengefasst. Die Schritte
1 und 2 realisieren eine permanent auszufithrende Schleife. Schritt 3 wird wiederkehrend

auf einem Zeitgitter mit dem Abtastintervall T, ausgefiihrt.

Initialisierung Wenn x(t) ¢ X7, wihle ein Paar (a(-),T), so dass (2.88b)-
(2.88¢) und J7(t,x(t),a(-)) < oo erfiillt sind, und setze

te=t.

Schritt 1 Wenn x(t) € X7, gehe zu Ende.

Schritt 2 Wenn ¢ < t. + T, verwende u(t) = u(t — t.) und gehe zu
Schritt 1.

Schritt 3 Setze T =T — T, und u(r) = a(r + T.) V7 € [0,T]. Wihle

Ende

ein Paar (a1(-),T), so dass (2.88b)-(2.88¢) und

Tyt x(t),6(+)) < Jz(tx(t) a(-)) (2.90)

erfiillt sind, setze t. =t und gehe zu Schritt 1.

Verwende fortan das asymptotisch (exponentiell) stabilisie-
rende Regelgesetz (2.89).

Der Regler geméafl Tabelle 2.1 weist einige Eigenschaften auf, die ihn von den bisher

Tabelle 2.1: Zwei-Phasen MPC Regler gemaf} [2.44].

beschriebenen MPC Formulierungen unterscheiden:
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e Es ist zu keinem Zeitpunkt die Losung einer Optimierungsaufgabe notig. Es wer-
den lediglich Paare ((-),T) benétigt, die im Sinne von (2.88) zuléssig sind und
die Bedingung J7(t,x(t),a(-)) < oo erfiillen. Man spricht daher auch von einer
suboptimalen MPC Formulierung.

« Das Finden eines Paares (ii(-),T) in Schritt 3 des Algorithmus ist trivial.

o Sobald der Zustand x(t) das Gebiet X erreicht, wird auf das Zustandsregelgesetz
(2.89) umgeschaltet. Ab diesem Umschaltzeitpunkt erfolgt keine weitere Optimierung
der StellgroBe im Sinne des Giitefunktionals (2.88a). Dieser eventuell nachteilige
Umstand sollte auch bei der Festlegung von X7 beriicksichtigt werden. Wie der
nachfolgende Satz zeigt, wird dieser Umschaltzeitpunkt in endlicher Zeit erreicht.

 Auch der Fall T < T, ist hier zuldssig. Er impliziert, dass innerhalb des aktuellen
Abtastintervalls auf das Regelgesetz (2.89) umgeschaltet wird und der Algorithmus
terminiert.

Satz 2.9 (Stabilitdt des Zwei-Phasen MPC Reglers, zeitkontinuierlich). Es seien die
Annahmen A1 und A3 erfillt. Es gelte T, > 0 und es existiere ein o > 0, so dass
{x € X| ||x||3 < a} € X7. Xo C X sei eine nichtleere Menge, genau so dass (2.88)
fiir Vx(t) € Xo\ Xt eine Lisung besitzt (nicht jedoch fiir ¥V x(t) € R\ Xg ). Dann ist die
Ruhelage xg = 0 des mit dem Zwei-Phasen MPC' Regler gemdfl Tabelle 2.1 geregelten
Systems (2.1) lokal asymptotisch (exponentiell) stabil mit dem FEinzugsbereich Xy und
die Zustandstrajektorie erreicht die Menge X1 in endlicher Zeit.

Beweis. Wenn Xg C X7, ist nichts zu zeigen. Andernfalls miissen nur noch die Falle
mit einem Anfangszustand x(t) € Xo\ X7 untersucht werden. Falls T < T, so erreicht
die Zustandstrajektorie das Gebiet Xp innerhalb des aktuellen Abtastintervalls und
es ist nichts weiter zu zeigen.

Fiir die iibrigen Fille T > T, wird das System (2.1) im Steuerungshorizont [, ¢+ 7]
mit der geplanten Trajektorie (- ) betrieben und es gilt im betrachteten nominellen
Fall x(t + T.) = %(T,). Ferner gilt wegen T, > 0, (2.17b), x ¢ X7 = ||x||3 > o und
x(1) ¢ Xpr V1 €]0,T], dass

T
T+ Tox(0 4+ T2, 80) = Jp(ex(0),00)) = [ ele+ 7x(), () dr
< Jp(t,x(t),a(-)) — Tecor ,

(2.91)

wobei T und 1( - ) in Schritt 3 des Algorithmus (siche Tabelle 2.1) definiert sind. Es sei
nun das Paar (i1( - ), T) jenes, das zum Zeitpunkt ¢ in Schritt 3 des Algorithmus gewéhlt
wurde, und (@'(-), ") jenes, das zum Zeitpunkt ¢ + T, gewéhlt wurde. In Schritt 3
des Algorithmus kann (2.90) trivial durch die mogliche Wahl (a(-),T) = (a(-),T)

erfiillt werden. Aus (2.90) und (2.91) folgt

T (b + Toox(t + T0), &( ) < Ja(t,x(t), 6 +)) — Teca . (2.92)
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Es gilt
Jp(t,x(t),a(-)) <Teca = 3IT€0,T): %(1) € X7 . (2.93)

Aus einem Anfangswert J7(t,x(t),a(-)) < oo des Giitefunktionals am Beginn der
Regelung (vgl. Tabelle 2.1), der Mindestreduktion T.ca des Giitefunktionals je Ab-
tastschritt geméf (2.92) und der Abbruchbedingung (2.93) kann sofort eine obere
Schranke fiir jene Zeitspanne berechnet werden, die vergeht bis die Zustandstrajektorie
das Gebiet X7 erreicht. O

2.3 Implementierung

Es werden kurz zwei Aspekte der Implementierung betrachtet.

2.3.1 Entwurf eines stabilisierenden Zustandsreglers fiir ein Endgebiet

In den Abschnitten 2.2.3-2.2.5 wurde fiir ein vorgeschriebenes oder automatisch erreichtes
Endgebiet die Existenz eines stabilisierenden Zustandsreglers vorausgesetzt. Zuséatzlich
wurde gefordert, dass der mit diesem Regler geschlossene Regelkreis zu einer gewissen
Mindestreduktion des Endkostenterms C' bzw. D fiihrt (siehe z. B. die Bedingungen (2.54)
und (2.60)). Zum Entwurf eines solchen Zustandsregelgesetzes konnen zahlreiche der in
den Vorlesungen Regelungssysteme 1 [2.2] und Regelungssysteme 2 [2.45] besprochenen
Methoden verwendet werden. Im Falle einer stabilisierbaren, linearen, zeitinvarianten
Strecke gentigt wegen (2.17) bzw. (2.18) meist schon der Entwurf eines LQR-Reglers
(siehe [2.2]). Fiir den Fall einer nichtlinearen Strecke (2.1), deren Linearisierung an der
Ruhelage xp = 0, ug = 0 stabilisierbar ist, wurde in [2.48] eine Methode zur Konstruktion
eines linearen Zustandsreglers vorgeschlagen, der bei quadratischem Giitefunktional die
geforderte Mindestreduktion des Endkostenterms lokal sicherstellt. Diese Methode wird
hier kurz vorgestellt. Es sei

¢ = A¢ + Bu (2.94)

die Linearisierung von (2.1) an der Ruhelage xp = 0, ug = 0. Das System (2.94) sei
stabilisierbar. Die Funktion Apax(-) liefere den grofiten Realteil der Eigenwerte einer
Matrix.

Lemma 2.1 (Konstruktion eines linearen Regelgesetzes fiir das Endgebiet). Es sei
u=K¢ (2.95)

ein Zustandsregelgesetz fir das System (2.94), so dass A+BK eine Hurwitzmatriz ist.
Mit einer Konstante k € [0, —Amax(A + BK)) und den symmetrisch, positiv definiten
Matrizen Q € R>! und R € R™*™ hat die Lyapunov-Gleichung

(A+BK ++E)"P + P(A + BK +xE) + Q + K'RK =0 (2.96)
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daher eine eindeutige und symmetrisch, positiv definite Losung P. Ferner existiert
eine Konstante I' € Rsq, so dass auf dem Gebiet

Xr = {x € X|x"Px <T} > {0} (2.97)
Folgendes gilt:
o Der Regler hilt die Stellgréfsenbeschrinkungen ein, d. h. KE e U V& € Xr.

o Xr ist eine positiv invariante Menge des mit u = Kx geregelten nichtlinearen
Systems (2.1).

e Die Trajektorien x(7) und u(r) mit 7 > 0 des gemaf§ u(r) = Kx(7) geregelten
nichtlinearen Systems (2.1) erfillen fir jeden Anfangszustand x(0) = x(t) € Xr

T ()Px(t) > /0 ~ T(1)Qx(r) + a7 (r)Ra(r) dr (2.98)
und weiters
d_ . _ _
&XT(t)PX(t) <xT(t)((A +BK + sE)TP + P(A 4+ BK + xE))x(t) (2.09)
= -x"(t)(Q + KTRK)x(t) .

Der Nachweis dieses Lemmas ist in [2.48] zu finden. Aus dem Lemma folgt direkt, dass
im Falle C(x) = xTPx und c(t,x,u) = x'Qx + u’Ru das Regelgesetz (2.95) die
Anforderungen der Sétze 2.5, 2.7 und 2.9 erfiillt. Der zeitdiskrete Fall kann analog zu
Lemma 2.1 behandelt werden.

2.3.2 Methoden zur Losung von Optimalsteuerungsaufgaben

Die Losung einer dynamischen Optimierungsaufgabe, z. B. (2.15) oder (2.16), stellt meist
eine zentrale Herausforderung bei der echtzeitfahigen Implementierung eines MPC Reglers
dar. Ob eine solche Losung in der zur Verfligung stehenden Zeit gelingt und mit welcher
Methode dies erfolgen soll, hangt auch wesentlich von der Problemformulierung (Wahl
des Giitefunktionals oder der Gutefunktion, Festlegung von Beschrédnkungen, etc.) ab. Es
werden kurz einige gidngige Losungsstrategien besprochen.

Zeitkontinuierliche Formulierungen miissen im Regelfall in eine zeitdiskrete Formulierung
transformiert werden, um auf einem Rechner implementiert zu werden. Hierbei wird
zwischen direkten und indirekten Verfahren unterschieden:

o Wie in der Vorlesung Optimierung [2.27] ausfithrlich besprochen, wird die dynamische
Optimierungsaufgabe bei indirekten Verfahren zunéchst mittels Variationsrechnung
oder dem Minimumsprinzip von Pontryagin in zeitkontinuierliche Optimalitétsbe-
dingungen in Form eines Randwertproblems umgeschrieben. Das erhaltene Rand-
wertproblem kann meist mit gdngigen numerischen Methoden [2.52-2.54], wie z. B.
Einfach-Schiefiverfahren, Mehrfach-Schiefiverfahren und Kollokationsverfahren, ge-
16st werden. Gelegentlich ist eine Losung nicht moglich, z. B. wenn adjungierte
Variablen zufolge von Zustandsbeschriankungen unstetig sind.
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e Bei direkten Verfahren wird die zeitkontinuierliche Optimierungsaufgabe mittels
numerischer Integrationsverfahren [2.52-2.54] direkt diskretisiert. Dies betrifft vor
allem integrale Kostenanteile (vgl. (2.15a)) im Giitefunktional und Nebenbedingun-
gen in Form von Differenzialgleichungen (vgl. (2.15b)). Das Resultat ldsst sich im
Allgemeinen in der Form (2.16) darstellen. Werden implizite Zeitintegrationsverfah-
ren verwendet, so ist (2.16b) durch eine implizite Differenzengleichung zu ersetzen.
Die gewéhlte Diskretisierungsschrittweite sowie die Art der Parametrierung der
Eingangsgrofie (vgl. (2.4)) haben einen direkten Einfluss auf die erzielte Genauigkeit
und auf die Dimension der resultierenden zeitdiskreten Optimierungsaufgabe. In
[2.13] wird studiert welche Auswirkungen Diskretisierungsfehler auf die Stabilitét
und Konvergenz von MPC Reglern haben kénnen.

Zeitdiskrete Formulierungen kénnen (auer bei unendlich langem Prédiktionshorizont)
als finit-dimensionale, statische Optimierungsaufgaben aufgefasst werden. D. h. sie kénnen
in der Form

zrg}if{}? J(z) (2.100a)
uB.v. g(z)=0 (2.100b)
h(z) <0 (2.100c)

angeschrieben werden. Hierbei hat der Suchraum die Dimension o, J : R® — R ist
eine entsprechende Kostenfunktion und alle Beschrankungen sind in g : R — R? und
h : R° — R? zusammengefasst.

Zur Losung der Standardaufgabe (2.100) stehen zahlreiche numerische Algorithmen zur
Verfligung (siehe [2.28-2.39]). Viele wurden auch bereits in der Vorlesung Optimierung
[2.27] besprochen, so dass hier auf eine weitere Vertiefung verzichtet werden kann. Es
verbleibt die Frage, wie die zeitdiskrete Optimierungsaufgabe (2.16) bzw. ihre Abwand-
lungen (2.32), (2.47) und (2.76) in die Form (2.100) umgeschrieben werden. Nachfolgende
aus [2.13] entnommene Varianten zeigen, dass die Antwort auf diese Frage keineswegs
eindeutig ist.

o Volldiskretisierung: In der Optimierungsaufgabe (2.16) sind die Groflen xg, X1,
..., Xy und Qg, 4y, ..., Gy—1 unbekannt. Es ist daher naheliegend, sie alle im Vektor
der Optimierungsvariablen

T

z=[xf & - =5 af af - af ] (2.101)
zusammenzufassen. Damit hat die Optimierungsaufgabe die Dimension o = (N +
1)l4+ N M. Die Funktionen J, g und h folgen direkt aus (2.16). Diese Variante hat den
Nachteil, dass sie im Allgemeinen zu einer hochdimensionalen Optimierungsaufgabe
fiihrt. Sie hat den Vorteil, dass Ableitungen von J, g und h beziiglich z, wie sie
oft von numerischen Losungsverfahren bendtigt werden, sehr einfach analytisch
berechnet werden kénnen. Man beachte, dass die unbekannten Zustidnde X, und
die gesuchten Eingangsparameter @1, grundsétzlich mit der gleichen Genauigkeit
bestimmt werden, was insbesondere dann von Bedeutung ist, wenn ein iteratives
Losungsverfahren in einer MPC Implementierung frithzeitig abgebrochen wird.
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o Unterlagerte Zeitintegration: Entsprechend (2.16b) lassen sich die Zustandsgro-
Ben %, X1, ..., Xy (zumindest formal) als Funktionen der Eingangsparameter ay,
a1, ..., iy_1 und des bekannten Anfangszustands x; ausdriicken. D. h. es existiert
eine eindeutige Abbildung

xf af af - ﬁ%flr»—%ig %I .. i]TV]T, (2.102)

mit der alle Zustandsvektoren X, in (2.16) eliminiert werden kénnen. Wird die
verbleibende Optimierungsaufgabe in die Form (2.100) umgeschrieben, so lauten die
Optimierungsvariablen

T
z=[af af - A, . (2.103)

Damit hat die Optimierungsaufgabe die Dimension o = N M. Die Funktionen J, g
und h folgen wieder direkt aus (2.16), wobei die in (2.102) verwendeten Gleichungs-
beschrankungen (2.16b) nun nicht mehr in g aufzunehmen sind. Diese Variante hat
den Vorteil, dass sie im Allgemeinen zu einer niedrigdimensionalen Optimierungs-
aufgabe fiihrt. Sie hat aber den Nachteil, dass totale Ableitungen von J, g und h
beziiglich z grundsétzlich auch das meist numerisch sensitive Nachdifferenzieren
der Abbildung (2.102) erfordern. Bei der Implementierung von MPC Algorithmen
wird (2.102) oft als unterlagerte Zeitintegrationsroutine realisiert. Daher ist es auch
moglich, die Genauigkeit der Zeitintegration des dynamischen Systems unabhéngig
von einer Genauigkeitsanforderung oder einem allfalligen frithzeitigen Abbruch des
iterativen Optimierungsverfahrens (suboptimale MPC) vorzugeben.

e Mehrfach-Schie3verfahren: Im Mehrfach-Schielverfahren werden die Grundideen
der Volldiskretisierung und der unterlagerten Zeitintegration vereint. Es werden
daher nicht alle sondern nur einige der unbekannten Zustandsvektoren Xg, X1, ..., Xy
zu den Optimierungsvariablen z hinzugenommen. Werden die Zustandsvektoren X,
mit n; € {0,1,...,N} und 0 < n; <ng <...<n; <N als Optimierungsvariablen
in den Vektor

T
2= &0 x5, - x) af af - af ] (2.104)
aufgenommen, so hat dieser die Dimension o = Il + N M und von den Gleichungsbe-
schrankungen (2.16b) sind nur jene in g aufzunehmen, die auf ihrer linken Seite ein
unbekanntes X,,, stehen haben.
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3 Zustandsschatzung auf bewegten
Horizonten

In diesem Abschnitt wird die Methode der Zustandsschatzung auf bewegten Horizonten
kurz vorgestellt. Es werden dazu die Bestandteile dieser Schatzmethode und Moglichkeiten
zur Beriicksichtigung von Informationen, die vor dem aktuellen Horizont gesammelt
wurden, diskutiert. AbschlieBend wird eine wahrscheinlichkeitstheoretische Interpretation
der Methode gegeben und skizziert, wie neben Zusténden auch Systemparameter geschitzt
werden kénnen.

Der Begriff Schétzung auf bewegtem Horizont wird im Englischen oft als moving horizon
estimation (MHE) oder receding horizon estimation bezeichnet. Hier wird der allgemei-
ne Fall der nichtlinearen modellbasierten Zustandsschétzung auf bewegten Horizonten
behandelt. Mit MHE werden die folgenden Vorgehensweisen in Verbindung gebracht:

e Fiir einen bestimmten Zeithorizont werden der Anfangszustand eines dynamischen
Systems und die auf das System wirkenden Stérungen geschétzt.

e Fiir die Schéitzung werden Messwerte des Systemausgangs, ein mathematisches
Modell zur Beschreibung des Systemverhaltens und meist Informationen aus fritheren
Schatzungen verwendet. Die Schétzung beruht auf der Minimierung der Diskrepanz
zwischen den Messwerten des Systemausgangs und den mit dem Modell berechneten
Ausgangswerten.

e Im Allgemeinen erfordert diese Schéitzung die Losung einer dynamischen Optimie-
rungsaufgabe.

e Die Schétzung wird zu diskreten Zeitpunkten wiederkehrend durchgefiihrt.

Die modellbasierte Berechnung des Systemverhaltens und die Formulierung der zu
l6senden Optimierungsaufgabe erfolgt im Allgemeinen fiir einen Zeithorizont, der in
der Vergangenheit beginnt und zum aktuellen Zeitpunkt endet. Fiir die wiederkehrende
Schétzung muss dieser Horizont zeitlich fortgeschoben werden.

MHE eignet sich gut zur Zustandsschéitzung bei Systemen, die

e Beschriankungen unterworfen sind,
e nichtlinear sind,
e nur selten oder zu unregelméfBigen Zeitpunkten Messungen zulassen und

e Stoérungen oder Rauschen mit nicht ndher spezifizierten stochastischen Eigenschaften
ausgesetzt sind.
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Als potentielle mit MHE verbundene Schwierigkeiten sind zu nennen:

¢ Die Methode erfordert mitunter einen hohen Rechenaufwand, da eine dynamische
Optimierungsaufgabe gelost werden muss.

e Die erstmalige Entwicklung und Implementierung des Schétzverfahrens samt ei-
nem Losungsalgorithmus fiir die zugehorige dynamische Optimierungsaufgabe kann
aufwendig sein.

Einen Uberblick iiber die Methode und das Forschungsgebiet MHE bieten die Arbeiten
[3.1-3.4]. Dariiber hinaus bieten die Beitrige [3.5-3.8] gute Einstiegspunkte in das Thema.
In [3.7, 3.9] wird MHE mit dem Extended Kalman-Filter [3.10] verglichen. Das vorliegende
Skriptum orientiert sich an [3.2, 3.11].

3.1 Bestandteile von MHE
3.1.1 Modell

Zur Beschreibung des Systemverhaltens dient grundsétzlich ein mathematisches Mo-
dell, dessen Eingédnge zum Teil Zufallsvariablen sein kénnen. In diesem Abschnitt wird
das folgende zeitvariante zeitdiskrete dynamische Modell in Zustandsraumdarstellung
verwendet:

Xkt+1 = fk(Xk,Wk) Vk e INZ() (3.1&)
ye =hp(xg) +vi  VEe Ny . (3.1b)

Hierbei ist £ € IN>g der Zeitindex, ¢, € R>o die zugehorige Zeit, x;, € R"™ der exakte
Systemzustand, xg der exakte Anfangszustand, wy € RP eine Prozessstorung (Prozess-
rauschen), vy € R? eine Messstorung (Messrauschen) und yj, € R? der Messwert des
Systemausgangs. Allfillige zusétzliche Systemeingénge, z. B. Stelleingéinge, seien bekannt
und bereits in fj, enthalten. Das Modell (3.1) kann aus der Abtastung eines zeitkontinuier-
lichen dynamischen Systems hervorgehen, wobei die Abtastzeit variabel sein kann.

Im Allgemeinen entstammen die Storungen wy und vy stationdren stochastischen
Prozessen [3.10]. Der Einfachheit halber werden sie hier als unbekannte, beschriankte, mit-
telwertfreie Zufallsvariablen aufgefasst. Auch der Anfangszustand xg sei eine unbekannte,
beschrankte Zufallsvariable.

Es ist nun zu unterscheiden zwischen den Systemvariablen (xj, Wi, Vg, ¥x), den kor-
respondierenden Groflen (Xy, Wi, Vi, &) in einer Schétzaufgabe und deren (optimalen)
Schétzwerten (Xx, Wi, Vi, yi), die als Losung der Schitzaufgabe von einem Beobachter
bestimmt werden. Diese Variablen und ihre Zusammenhénge sind in Tabelle 3.1 zusam-
mengefasst. Es ist zu beachten, dass die gemessene Ausgangsgrofie y; im realen System
und in der Schéitzaufgabe identisch ist.

3.1.2 Horizont

In den Abschnitten 3.3 und 3.4 wird erldutert, warum zur Zustandsschitzung im Allge-
meinen nicht die gesamte Information, die in allen in der Vergangenheit aufgetretenen
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Systemvariablen Vafiablen im Olitimale
Schétzproblem Schéatzwerte
Zustand Xk Xk Xk
Prozessstorung Wy, W Wy,
Systemdynamik Xk+1 = fk (Xk, Wk) Xk—f—l = fk (f(k, Wk) )A(]H_l = fk ()A(k, Wk)
Messstorung Vi Vi Vi
Nominelle Ausgangsgrofie hy (xg) hy (xg) hy (%Xg)

Gemessene AusgangsgroBe  yir = hp(xx)+ve  yr = he(Xg) + Vi yr = hg(Xg) +9%

Tabelle 3.1: Variablen des Systems und des Beobachters.

Messwerten yj. enthalten ist, exakt ausgeniitzt werden kann. Aus diesem Grund werden
bei MHE nur Messwerte aus einem Zeithorizont verwendet, der in der Vergangenheit
beginnt, zum aktuellen Zeitpunkt endet und eine finite Lange besitzt. Informationen aus
Messwerten, die vor dem aktuellen Horizont generiert wurden, kénnen aber ndherungsweise
in der aktuellen Schétzung beriicksichtigt werden. Um neue hinzukommende Messwerte
zu beriicksichtigen, wird der Horizont zeitlich fortbewegt und die Schétzung wiederholt.
D.h. mit jedem Abtastschritt wird ein neuer Messwert zur Schitzung hinzugenommen
und der alteste bisher beriicksichtigte Messwert verworfen.

Es soll nun N > 1 die Lange des Horizonts und K der aktuelle Zeitindex sein, d. h. g ist
der aktuelle Zeitpunkt. Es werden die Messwerte yx_n, YK —N+1, - - -, YK —1 zur Schitzung
herangezogen. Sie werden in der Folge yx_njx—1 = (YK-N;---,YK—1) zusammengefasst.
Der aktuelle Messwert y i soll keine Beriicksichtigung mehr finden, damit das Zeitintervall
(tg—1,tK) zur Berechnung der Losung der Schéitzaufgabe zur Verfiigung steht. Wird unter
Verwendung der Messwerte yr_n|x—1 der Zustand x; geschitzt, so handelt es sich im
Fall £ > K strenggenommen um eine Pradiktion, im Fall k = K — 1 um eine Filterung
und im Fall k € {K — N, K — N +1,..., K — 2} um eine Gldttung. Die hier vorgestellte
MHE Variante vereint grundsétzlich diese Vorgehensweisen:

Zum Zeitpunkt K werden die Zustandsgrofle xx_n und die zu einer Folge zusam-
mengefassten Prozessstorungen wy_ njg_1 = (WK-N,...,WxK_1) geschétzt. Daraus
konnen mithilfe von (3.1a) sofort Schatzwerte fiir die Zusténde xXx_n11, XK—N+2,
..., Xx berechnet werden.

Fiir eine kompaktere Schreibweise soll nun X(1, x;, wyj,—1) mit [ < k die Lésung von (3.1a)
fiir den Anfangszustand x; zum Zeitpunkt ¢; und die Storfolge wyj;,_; sein. Im speziellen Fall
[ =k sel wy;_, eine leere Folge und xi (1, xq, Wik—1) = X;. In dhnlicher Weise wird auch fiir
die Folge der Messstorungen die abgekiirzte Schreibweise vi_yjx—1 = (VK-N,---, VK1)
verwendet.

Wird der MHE Beobachter neu eingeschaltet, so gilt zunéchst fiir die Horizontlénge
N = K, d.h. alle verfiigharen Messwerte werden geniitzt. Bei MHE wird ab einem gewissen
Zeitindex N festgehalten und es werden fortan nur noch die Messwerte aus einem Horizont
mit fester, finiter Lange IV zur Schéitzung verwendet.
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3.1.3 Beschrankungen

Bei vielen praktischen Anwendungen sind Stor-, Zustands- oder Ausgangsgrofien be-
schriankt. Hier werden die folgenden Beschriankungen beriicksichtigt:

Xp € X, wpeWr, vipeV,, VkG]NZ(). (3.2)
Hierbei seien X, Wi und Vi zeitvariante Mengen, die
X, CR", 0e6W,CRP, 0cV, CR? (3.3)

erfiillen. Die Mengen W), und Vj, bieten eine einfache Moglichkeit, die Beschrinkheit von
Storungen zu modellieren, die sich z. B. auch in Form von lokal verschwindenden Wahr-
scheinlichkeitsdichten manifestiert. Bei der Interpretation und Festlegung der Menge X, ist
Sorgfalt angebracht: Anders als ein Regler, kann ein Zustandsschitzer die Einhaltung von
Schranken in der realen Strecke nicht erzwingen. Ist ein realer Systemzustand tatsédchlichen
physikalischen Schranken ausgesetzt, so sollten diese impliziert durch das Modell (3.1)
abgebildet sein. Ist dies, z. B. aufgrund von Modellungenauigkeiten, nicht der Fall, so
koénnen solche Schranken durch eine entsprechende Wahl von X}, erzwungen werden. Durch
die Festlegung von X} konnen also Modellfehler kompensiert oder Modellvereinfachungen
erzielt werden. Eine falsche Wahl der Schranken X kann aber zu (unphysikalischen)
Akausalitéten fiithren [3.1] oder die Konvergenz von Schétzwerten gegen ihre wahren Werte
verhindern [3.2].

3.1.4 Skalares GiitemaB

Zur Beurteilung der Qualitdt von Schitzwerten Xy und Wy _ |1 wird ein skalares
Gilitemaf3 der Form
K-1
JrINRK-N, Wi _NK-1) = Bk-NXK-N)+ D be(Wi, Vi) (3.4)
k=K—N

mit den Funktionen By : R" — R0 und b, : R? x R? = R>0 minimiert. Die Anfangs-
kostenfunktion By > 0 enthilt bekannte oder zu fritheren Zeitpunkten geschéatzte
Informationen iiber den Anfangszustand xx_ . Da von mittelwertfreien Storgréfien aus-
gegangen wird, soll by (w,Vv) positiv definit beziiglich beider Argumente w und v sein.
Geméf Tabelle 3.1 werden die Schitzwerte vy fir VkE = K — N,..., K — 1 mittels

Vi =¥k — hp(Xp (K — N, Xk N, WK_Nk—1)) (3.5)
berechnet.

3.1.5 Optimierung

Zur Bestimmung der optimalen Schéitzgrofien wird die beschriankte statische Optimie-
rungsaufgabe
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(XKk-N, WK _N|K-1) =

Sz JrIN(RK-N, WEr_N|K—1) (3.6a)
Wi 1)

wB.v. %1 = 6%, We) Vk=K-N,...,K—1 (3.6b)

% = 5 — hi (%) Vk=K-N,...,K-1 (3.6¢)

%k € Xy Vk=K-N,... K (3.6d)

WLeWy, vweVe, Vk=K-N,. K—1 (3.6

gelost. In ihr sind das dynamische Modell, die Beschrankungen und das skalare Gii-
temafl aus den vorhergehenden Abschnitten zusammengefasst. Der optimale Wert der
Kostenfunktion von (3.6) wird in der Form jK|N = Jg|n (XK N, Wi N Kk —1) abgekiirzt.

Die Losung der Optimierungsaufgabe (3.6) ist im Allgemeinen mit hohem numerischen
Aufwand verbunden, was eine der zentralen Herausforderungen bei MHE Beobachtern sein
kann. Da (3.6) strukturell dhnlich zu den bei der modellpradiktiven Regelung auftretenden
Optimierungsproblemen ist, wird auf die in Abschnitt 2 angefiihrten Literaturverweise fiir
Losungsmethoden verwiesen.

3.1.6 Annahmen

Definition 3.1 (Vergleichsfunktionen). Es werden die folgenden Klassen von Funk-
tionen definiert:
K={0:R>0— R>p|0(0) =0 und o ist stetig und streng monoton steigend}
Koo = {0 € K|lim;_,0(t) = 00}
L={y:R>0— R>o|lim0cy(t) = 0 und ~ ist stetig und nicht steigend}
KL={B:Rs0xRso—= R>0|B(-,t) € Lund S(s, -) € L}

Abbildung 3.1 zeigt ein Beispiel einer Funktion der Klasse L.

B(s,1t)

t

Abbildung 3.1: Beispiel fiir eine Funktion der Klasse L.

Es werden die folgenden Annahmen getroffen:

A1) Fir jeden beschrénkten Zustand x; € X und jede beschrankte Stérung wy € Wi
besitze (3.1a) eine eindeutige und beschrénkte Losung xj;. Die Funktion fj, ist
Lipschitz-stetig.
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A2) Fiir jeden beschrénkten Zustand x; € Xj und jede beschrankte Storung vy € Vi
besitze (3.1b) eine eindeutige und beschrinkte Losung yj. Die Funktion hy, ist stetig.

A3) Die Stoérungen wy und v mit & € IN>¢ sind beschriankt und es gilt

lim wy, =0, lim v, =0 . (3.7)

k—o00 k—o00

Das folgende Lemma ist eine Konsequenz der Annahme A3. Der Beweis dazu findet
sich in [3.12].

Lemma 3.1 (Beschranktheit der Summe von konvergenten Storungen). Ist die
Annahme A3 erfillt, dann existiert eine Funktion 7, € Koo, so dass

> F(lwillz + [vill2) < oo . (3.8)
k=0

A4) Der Vektor xi soll nun entweder dem bekannten Zustand xj; oder einem frither
gefundenen Schétzwert fiir x; entsprechen. Fortan wird X; daher als A-priori-
Schatzung des Zustands X bezeichnet. Einem MHE Beobachter mit dem Horizont
K — N,... K steht der Wert Xx_n zur Verfiigung, im Allgemeinen jedoch nicht
der tatsachliche Zustand xx_ .

A5) Die Kostenfunktionen By und by aus (3.4) sind stetig und fiir beliebige x € R",
w € R? und v € R? durch

vB([|x = Xp[|2) < Bi(x) — Be(Xk) <¥B(l[x —Xxll2)  VEeNso  (3.9a)

Y(l[wll2 + [[vl]2) < br(w, V) <Y(l[wllz +[[vl[2) VEeN>o  (3.9b)

d

beschrénkt, wobei vp, ¥B, 75, Vo € Koo und %, in Lemma 3.1 definiert wurde.

Aus Annahme A5 folgt natiirlich By (x) > Bg(Xx), wobei das Gleichheitszeichen nur im
Fall x = x;, gilt.

3.2 Stabilitat von Zustandsschatzern

Bevor verschiedene Varianten von Zustandsbeobachtern basierend auf der Optimierungs-
aufgabe (3.6) besprochen werden, wird der Begriff der Stabilitit des Schdtzfehlers in
Anlehnung an [3.2] definiert. Ist das System (3.1) keinen Stérungen wj, und vy, ausgesetzt
und ist der Anfangszustand exakt bekannt, d. h. Xy = Xx_n, dann gilt fiir die optimale
Losung von (3.6) mit N < K natiirlich

XK_N = XK_N (3.10a)
Wi njg—1 =(0,...,0) (3.10b)
\Afk:yk—hk(kk(K—N,ﬁK_N,(O,...,O)):0 Vk:K—N,...,K—l (3.10C)

und J Kk|N = Bx-N(Xk-n). Abweichungen von diesem Idealzustand kénnen verschiedene
Ursachen haben:
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e Ungenaue Informationen iiber den Anfangszustand, Xx_ N # Xx_N
e Nicht verschwindende Prozessstorungen, wy # 0
e Nicht verschwindende Messstérungen, vy # 0

Die folgenden Stabilitétsdefinitionen kldren, wie der Schéitzfehler auf derartige Abweichun-
gen reagiert.

Definition 3.2 (Nominell global asymptotisch stabiler Schitzfehler (NGAS)). Eine
Zustandsschétzung fiir das System (3.1) beginnend zum Zeitpunkt & > 0 ist nominell
global asymptotisch stabil, wenn im Falle von verschwindenden Stérungen, d. h. w; = 0
und vi =0 fir VI =k,..., K — 1 mit kK < K, eine Funktion 5(-, -) € KL existiert,
so dass fiir beliebige xj, X, € R" geméfl Annahme A4 und fiir VK € IN>q

X (R, X, (0, . .., 0)) = Xic (B, Koy Wi c—1) |2 < B(l[xx — Xpll2, K — k) (3.11)

erfullt ist.

Definition 3.3 (Robust global asymptotisch stabiler Schéatzfehler (RGAS)). Eine
Zustandsschitzung fiir das System (3.1) beginnend zum Zeitpunkt k& > 0 ist robust
global asymptotisch stabil, wenn bei gegebenen Funktionen Fp5(-), 75(:) € K& fir
jedes € > 0 ein §(g) > 0 existiert, so dass fiir beliebige xx, X; € R"™ geméfl Annahme
A4 und beliebige Storungen w; und v; fiir VI = k,..., K — 1, die der Annahme A3
geniigen,

e(llxe—%kll2) + > W(llwillz + |[vill2) < 6(e) =

o =R o (3.12)
|| %5 (ks Xk, W ir—1) =% (K, X, Wi r—1)|[2 < € VK € N>

:XK

mit K > k erfillt ist und dariber hinaus

;}E,noo(iK(k’ Xk, Wk\K—l) 7)VCK(ka Xk “A/k|K—1)) =0 (313)

gilt.

Die Definition 3.3 verlangt also, dass der Beobachtungsfehler beschrinkt bleibt und fiir
K — oo gegen 0 konvergiert. Jeder RGAS Schétzer ist auch NGAS.

3.3 Zustandsschatzung mit vollstandiger Information

Wird die Zustandsschétzung mit der Horizontlinge N = K durchgefiihrt, so spricht man
von Schdtzung mit vollstindiger Information. Diese Beobachtervariante wird hier kurz
studiert, da sie aus theoretischer Sicht sehr gute Stabilitits- und Konvergenzeigenschaften
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besitzt. Ihr Nachteil ist, dass der Rechenaufwand im Allgemeinen zumindest proportional
zu K und daher ohne Schranken wachst.

Im vorliegenden Abschnitt wird von einer Zustandsschitzung durch Losen der Optimie-
rungsaufgabe (3.6) mit N = K ausgegangen. Sind das Modell (3.1) und die Beschrankungen
(3.2) bekannt, so sind beim Entwurf des Schétzers lediglich die Kostenfunktionen By und
by fir Vk=0,..., K — 1 zu wihlen.

Es stellt sich nun die Frage fiir welche Klasse von Systemen der Fehler einer Zustands-
schiitzung mit N = K iiberhaupt stabil sein kann. Ahnlich zur Detektierbarkeit bei linearen
Systemen kann fiir nichtlineare zeitdiskrete Systeme die Eigenschaft der inkrementellen
Eingangs/Ausgangs-Zustands-Stabilitit (siehe [3.11, 3.13]) als notwendige Voraussetzung
fiir einen stabilen Beobachtungsfehler verwendet werden.

Definition 3.4 (Inkrementelle Eingangs/Ausgangs-Zustands-Stabilitat (IIOSS)). Das
System (3.1) ist inkrementell Eingangs/Ausgangs-Zustands-stabil, wenn Funktionen
B(-, ) €KL und y1(-), y2(-) € K existieren, so dass fiir beliebige Anfangszustinde
Xq, Xp zu einem Zeitpunkt k € N>, beliebige Storfolgen w g1, W g —1 und fiir
VkﬁG]NZO mit £k < K

1% 5 (F, Xa, Wa k| k—1) — X5 (K, Xp, W 1) |2

< B(IIxa = xolle, K = )+ 7 (_max_ {|Iwas = wi

2}) (3.14)

+ ’Yz(l:k{{}?;g_lﬂ by (X1(k, Xa, Wa ki—1)) — hu(Xi(k, Xy, Wb,k|lfl>)”2})

gilt.

In dieser Definition steht der Begriff inkrementell fiir den Vergleich zweier beliebiger
Zustandsfolgen. Die Eingangs/Ausgangs-Zustands-Stabilitat (I0SS) [3.13] ist eine schwé-
chere Eigenschaft, betrachtet nur eine einzelne Zustandsfolge und gibt an, wann diese
Zustandsfolge in den Ursprung konvergiert. Fiir Systeme mit 0 = f;,(0,0) und 0 = h(0)
impliziert die Eigenschaft IIOSS die Eigenschaft I0SS [3.13]. Die Umkehrung gilt nicht.
Fiir lineare Systeme sind IIOSS und IOSS &quivalente Eigenschaften.

Lemma 3.2 (Konvergenz des Zustandes von IIOSS-Systemen). Wenn das System
(3.1) die IIOSS-Eigenschaft gemdf Definition 3./ besitzt sowie fir limg oo (Wq x —
wy i) = 0 und beliebige Anfangszustinde Xq, X, zum Zeitpunkt k € INxg
limKHoo(hK()v(K(k,Xa,Wa’k|K,1)) — hK(}V(K(k,Xb,Wb’MK,l))) =0 mit K > k gilt,
dann folgt daraus

lim (Xx (k,Xa, Wo kx—1) — XK (k, Xp, Wy px-1)) = 0 . (3.15)
K—oo

Aufgabe 3.1. Beweisen Sie Lemma 3.2.

Satz 3.1 (RGAS der Zustandsschitzung mit vollstdndiger Information). Fiir ein
System (3.1), das die IIOSS-Figenschaft besitzt, und Storungen, die der Annahme A3
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gentigen, fihrt der Zustandsschétzer (3.6) mit N = K (Schdtzung mit vollstandiger
Information) und Kostenfunktionen By und by gemdfS der Annahme A5 zu einem
robust global asymptotisch stabilen Schdtzfehler.

Beweis. Es sei (X0, Wo|oo) = (X0, Wo|oo) €ine zuliissige, wenngleich nicht notwendiger-
weise optimale und bekannte Losung der Optimierungsaufgabe (3.6) fir N = K — oc.
Aus Lemma 3.1 und der Annahme A5 erhélt man

Joo|oo(7~c07v~vo\oo)

= BO(XU) + kZ:%)bk(Wk’ Vk) - BO(XO) + BO(S{O) (316)

[e.e]
<75 (/%0 — %oll2) + D To(l[wrll2 + ||vill2) + Bo(%0) = 7
k=0

wobei .J eine Konstante ist. Daraus folgt direkt
ik <J VK €Ny . (3.17)

Diese Beschriinktheit des optimalen Giitefunktionswert J K|k und die Annahme A5
implizieren die Existenz einer eindeutigen Losung der Optimierungsaufgabe (3.6) mit
N=KfirVK e INZO'

Es sei (%0, Wo|x—1) das zu einem beliebigen Zeitpunkt K gefundene optimale Schiit-
zergebnis. Sicher ist dieses Schétzergebnis auch eine zuldssige aber im Allgemeinen
nicht optimale Losung der Optimierungsaufgabe (3.6) mit N = K — 1 zum Zeitpunkt
K — 1. Es gilt daher

Jr 11K -1 (X0, Wo |k —2)

= Jrix — br-1(Wk—1,¥x-1 — hr_1(%k-1(0, %0, Wojir—2)))  (3.18)

=VK_1

und folglich
Ik 2 Jk_1k-1+ br—1(Wk-1,VK_1) . (3.19)

GemiB (3.17) und (3.19) ist die Folge (J k|x) nach oben durch J beschrénkt und
nicht fallend. Aus (3.19), das fir beliebige K gilt, folgt daher

lim bg(Wg,Vk) =0, (3.20)
K—oo
was wegen (3.9b) und (3.5)
KhLHOO wirg =0 (3.21a)
lim \A/'K = lim (yK - hK(}V(K(O,}A(o,VAVmK,l))) =0 (3.21b)
K—o0 K—o0
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impliziert. Weil gemafi Annahme A3 auch

lim wrg =0 (3.22a)
K—oco
lim v = lim (yx —hg(Xk(0,%0, Wojx—1))) =0 (3.22b)
K—xo K—o0
= XK
gilt, erhdlt man
lim (WK - WK) =0 (3.23&)
K—oo
I}gnm(hK(kK(O,ﬁoywo|K—1)) —hg(xk))=0. (3.23Db)

Da das System die ITOSS-Eigenschaft besitzt, ist die Existenz von Funktionen
B(-,-) €KL und yi(-), y2(-) € K gesichert, so dass

|[% ¢ (ks Ry Wiy e—1) — Xie (ky Xy, Wiy e—1) []2

:XK

< B[k = xillas K = k) +7(,_max {|[¥ = will2}) (3.24)

+ 72 ( z=k{%1.%}§f1{‘ by (% (K, Ry Wiepp—1)) — b (i (b, Xk, Wipi—1))| |2})

= Xl
fir Vi, K € N> mit k < K gilt. Analog zu Lemma 3.2 folgt aus (3.23) und (3.24)

lim (’V(K(kvxkawldl(—l) - iK(kaXMWk\K—l)) =0 (3.25)
K—o0

:XK

womit die in (3.13) geforderte Konvergenz des Schatzfehlers gezeigt ist.
Wihlt man nun ein festes 6 > 0 und fordert J = § fiir J aus (3.16), so folgt unter
Berticksichtigung von (3.9a) und By(Xg) > 0 aus (3.16) und (3.17), dass

¥B(l[x0 — Xol]2) <0, vB(][%0 — Xol]2) <, (3.26)

wobei hier X der zu einem beliebigen Zeitpunkt K ermittelte optimale Schatzwert des
Anfangszustands x¢ ist. Umformung von (3.26) fithrt mithilfe der Dreiecksungleichung
auf

%0 = xoll2 <75'(9) + 75'(9) , (3.27)

womit die Beschrianktheit des Anfangsschétzfehlers fiir Schiatzungen zu beliebigen
Zeitpunkten K gesichert ist. Mit der Forderung J = ¢ folgt unter Beriicksichtigung
von (3.9a) und By(Xo) > 0 aus (3.16) und (3.17) ferner, dass

Fo([lwill2)

Ww(l[Will2) <8, Vi€ N (3.28a)
Fo(l[vill2) <9d,

S 6 9
<d,  wwl) Vie Nsg, (3.28b)
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wobei hier w; und ¥; die zu einem beliebigen Zeitpunkt K > [ berechneten optimalen
Schatzwerte fiir die Stérungen w; und v; sind. Unter Verwendung von (3.5) und der
Dreiecksungleichung lésst sich (3.28) in die Form

W —will2 <7, (6) +1;,'(8)  VIeNx (3.29a)
V1 = vill2 = [|hy(%(0, %0, Wop—1)) — hy(xq)]]2

- 2 (3.29b)
<7, (0) +v, (0) Vie N>

umschreiben. Die Abschéitzungen (3.27) und (3.29) kénnen nun gemeinsam mit
k = 0 in (3.24) eingesetzt werden und man erhélt unter Beriicksichtigung von

1% (0, %0, Woyre—1) — Xxll2 < BT (6) + 75" (8),0) + 11 (7, ' (8) + 73, (6))

o o (3.30)
+7%2(¥, (8) +7, () VK € N>,

wobei K wieder der Zeitpunkt der Schitzung ist. Die gesamte rechte Seite von (3.30)
ist eine /C-Funktion in ¢ und daher nach § auflésbar. Es existiert also zu jedem
gegebenen € > 0 ein d(¢) > 0 wobei §(0) = 0, so dass

1% (0, %0, Woyg 1) — Xk|l2 < € VK € N> . (3.31)

Damit ist auch die Existenz einer Beziehung d(¢), die die Erfiilllung der Implikation
(3.12) und somit die Beschranktheit des Schétzfehlers sichert, gezeigt. O

3.4 Zustandsschatzung auf bewegtem Horizont

Erfolgt zum Zeitindex K eine MHE Zustandsschitzung durch Lésen der Optimierungsauf-
gabe (3.6), so werden Messwerte yx_ n|x—1 aus dem aktuellen Zeithorizont K — N, ...,
K verwendet. Dieser umfasst N € IN>( Abtastintervalle, wobei N eine feste finite Zahl
ist. Im vorliegenden Abschnitt wird nur noch der Fall K > N explizit betrachtet. Im Fall
K < N, also wenn der Beobachter neu eingeschaltet wird, verwendet man einfach die
Zustandsschitzung mit vollstdndiger Information geméfi Abschnitt 3.3.

Sind das Modell (3.1) und die Beschrénkungen (3.2) bekannt, so sind beim Entwurf
des MHE Beobachters lediglich die Horizontlange N sowie die Kostenfunktionen By n
und by flir Vk = K — N,..., K — 1 zu wéhlen. Diese Wahl ist natiirlich entscheidend fiir
die Stabilitdt und Konvergenz des Schétzfehlers. Ein Vergleich der Giitefunktion

K-1

T (i (%0, Wor—1) = Bo(Xo) + >, b(Wp, V) (3.32)
k=0

aus der Zustandsschitzung mit vollstandiger Information mit der Giitefunktion

K-1

TN (RE-N Wi _NKk—1) = Bk-NEi-N) + Y bp(Wi, Vi) (3.33)
k=K—N
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flir MHE zeigt, dass ein wesentlicher Punkt des Entwurfes die Einbeziehung vergangener
Informationen und Schétzergebnisse in den Anfangskostenterm Bj(-) (meist mit k& =
K — N) ist. Bg(x) soll daher Abweichungen zwischen x; und der A-priori-Schitzung X
bestrafen. Weist der Schatzwert Xj eine hohe (geringe) statistische Zuverldssigkeit auf, so
sollte die Abweichung Xj — X, durch Bg(-) entsprechend hoch (gering) bestraft werden
[3.8].

3.4.1 Anfangskostenterm fiir vollstandige Information

Eine naheliegende Frage ist nun, wie der Anfangskostenterm Bj/(-) zu wéhlen ist, damit
der MHE Beobachter und die Zustandsschitzung mit vollstandiger Information (siehe
Abschnitt 3.3) die gleichen Ergebnisse liefern. Um diese Frage zu beantworten (siehe [3.8]),
wird zunéchst (3.32) in die Form

K—N-1 K—1
Ik (o, Woik—1) = Bo(%0) + Y be(Wi, Vi) + D bi(W, ¥x) (3.34)
k=0 k=K—N
Anfangskostenterm

umgeschrieben. Offensichtlich héingt die letzte Summe in (3.34) nur von Xk N, Wx_ N|Kx—1
und den gegebenen Messwerten yr_ njx—1 ab. Die Unabhéngigkeit des Systemverhaltens
im Horizont K — N,..., K von Zustdnden vor dem Zeitpunkt K — N wird auch als
Markov-Figenschaft des zugrunde liegenden stochastischen Prozesses bezeichnet. Geméf
dem Optimalitétsprinzip nach Bellman [3.10] kann daher der als Anfangskostenterm
bezeichnete Term in (3.34) in ein separates Optimierungsproblem als Funktion von Xx_
ausgelagert werden. Dieses lautet fiir einen allgemeinen Zeitpunkt k € IN>:

JP(x)= _min _ Jy(Ro, Wop_1) (3.35a)
(%0,Wo|k—1)

wBv. %1 = (%, W) Vi=0,. . . k-1 (3.35b)

= — ) Vi=0,.. k-1 (3.35¢)

%, € X, VIi=0,.. k-1 (3.35d)

W eW,, eV, Yi=0,... k-1 (3.35¢)

Xp =X . (3.35f)

Die Funktion JZ(x) liefert die minimalen Kosten, die entstehen wenn die Zustandsfol-
ge zum Zeitpunkt k£ am Punkt x € Xj ankommt. Die Funktion wird daher auch als
Ankunftskostenterm (Englisch: arrival cost) bezeichnet (vgl. [3.2]). Sie sorgt fiir die Be-
riicksichtigung von Informationen, die vor dem Zeitpunkt k& gesammelt wurden (z. B. die
Messwerte yo;—1) und daher nicht explizit in einer MHE Optimierungsaufgabe auftreten,
deren Horizont zum Zeitpunkt k beginnt. Der einzige Unterschied zwischen (3.35) und der
urspriinglichen Optimierungsaufgabe (3.6) ist die Endbedingung (3.35f). Offensichtlich
gilt aufgrund von dieser Endbedingung

JP(x) > Jyr Vx€ Xy ke N . (3.36)
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Lemma 3.3 (Bedingung fiir Aquivalenz zwischen MHE und Zustandsschitzung mit
vollstéandiger Information). Wenn die MHE Optimierungsaufgabe (3.6) fir K > N
unter Verwendung des speziellen Anfangskostenterms

Bi N(Xk-N) = JR_n(RK-N) (3.37)

mit JE_(-) gemdB (3.35) formuliert und gelést wird, so stimmt ihre Lésung im
Intervall K — N, ..., K mit jener der Zustandsschdatzung mit vollstdndiger Information
gemdfs Abschnitt 3.3 exakt iiberein.

Der Beweis dieses Lemmas folgt konstruktiv aus dem Vorangegangen.

Lemma 3.3 zeigt, dass eine MHE Formulierung gefunden werden kann, die zur Zu-
standsschatzung mit vollstédndiger Information dquivalent ist und daher die gleichen guten
Stabilitats- und Konvergenzeigenschaften besitzt. Im Allgemeinen ist mit dieser MHE
Formulierung aber auch der Rechenaufwand dquivalent zu jenem der Zustandsschétzung
mit vollstdndiger Information. Der hohe Rechenaufwand ist dem Anfangskostenterm
(3.37) geschuldet und limitiert den praktischen Nutzen dieser MHE Formulierung. Im
Folgenden werden daher die Stabilitdts- und Konvergenzeigenschaften von MHE Varianten
mit alternativen Anfangskostentermen By/(-) untersucht.

3.4.2 Kein Anfangskostenterm

In der MHE Formulierung kann auch einfach auf den Anfangskostenterm By verzichtet
werden, d.h. Bi(-) =0 Vk € IN>¢ und die Optimierungsaufgabe lautet

K-1
Ton = min  JenEx-NWr-ng-1) = Y. k(Wi Vi) (3.38a)
el k=K—N
WK—N|K71)

K—-N,....K-—1 (3.38b)
Vi =y — hg(Xg) K—-—N,....K—-1 (3.38¢)
X € Xg K—-N,....K (3.38d)
wr eWy, vieVi, VE=K-N,...,K—1. (3.38¢)

Allerdings reicht dann die IIOSS-Eigenschaft des Systems (3.1) nicht mehr aus, um
die Existenz eines optimalen MHE Schétzwertes und die (asymptotische) Stabilitat des
Schétzfehlers zu garantieren. Wegen der Wahl By (- ) = 0 ist natiirlich die Bedingung (3.9a)
aus Annahme A5 in diesem Abschnitt nicht erfiillt. Aus diesem Grund ist die Existenz
einer beschrinkten optimalen Losung der MHE Optimierungsaufgabe in diesem Fall nicht
mehr gesichert. Gemafl [3.2] ist die nachfolgend definierte Beobachtbarkeitseigenschaft
des Systems (3.1), welche stérker ist als die IIOSS-Eigenschaft, fiir die Existenz und
Eindeutigkeit der Losung von (3.38) hinreichend.

uB.v. X1 = fp(Xg, Wi)

< € <
> =
I

Definition 3.5 (Beobachbarkeit des Anfangszustandes). Der Anfangszustand des
Systems (3.1) ist beobachtbar, wenn eine Zahl N € N5 und Funktionen (- ), y2(-) €
K existieren, so dass fiir beliebige Anfangszustinde x,, x; zum Zeitpunkt K — N,
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beliebige Stérfolgen Wa,K—N|K—15 Wb,K—N\K—l und \V/K, N € IN20 mit K 2 N Z ﬁ

%o =xslls S 9a(,_ max  {l[was — wikll2})
7o max - (I Ger(K — N, o, Wo, ki) (3:39)

— hy (X (K — N, xp, Wb,K7N|kfl)>H2})

gilt.

Definition 3.6 (Beobachbarkeit des Endzustandes). Der Endzustand des Systems
(3.1) ist beobachtbar, wenn eine Zahl N € .y und Funktionen 71(-), ¥2(-) € K
existieren, so dass fiir beliebige Anfangszustinde x,, x; zum Zeitpunkt K — N,
beliebige Storfolgen w, x_ njx—1, Wy k—N|K—1 und VK, N € N> mit K > N > N

|[XK (K — NXq, Wo k- Nk -1) — XK (K — N, Xp, W 0 Nic—1)] |2

<7 ~waall))
SRave. K_l{”wa,k Wik [2}

EARR)

(3.40)

+’72(k {I[hg %k (K — N, Xa, Wo K~ N|k—1))

max
=K-N,...K—1

—hy (X (K — N, %, Wb,K—N|k—1))H2})

gilt.

Bemerkung 3.1. Die Eigenschaft Beobachbarkeit des Anfangszustandes sichert also
bei gleichen Storungen w, rr N|K—1 = Wp g N|K—1 Und V4 g N|K-1 = Vi, K—N|K-1
und gleichen Messwerten y, x_njxk—1 = Yb,k—nN|k—1 fir VN > N die Aquivalenz
der Anfangszusténde, d.h. x, = x3. Die Eigenschaft Beobachbarkeit des Endzu-
standes hingegen sichert bei gleichen Stérungen w, _njx—1 = Wy g—nNjx—1 und
Va,K-N|K-1 = Vb k—N|Kk—1 und gleichen Messwerten y, x—njx—1 = ¥p,x-n|kx—1 filr
VN > N fir beliebige Anfangszustidnde x,, x; die Aquivalenz der Endzustéinde, d. h.
XK (K — N,Xa, Wo k- N|k—1) = Xk (K — N, X3, Wy, g nN|x—1)- Wegen der Annahme
AT iiber die Lipschitz-Stetigkeit der Funktion fj impliziert die Beobachbarkeit des
Anfangszustandes die Beobachbarkeit des Endzustandes. Ein Vergleich der Defini-
tionen 3.4 und 3.6 zeigt ferner, dass (abgesehen von der Forderung N > N) die
Beobachbarkeit des Endzustandes die Eigenschaft IIOSS impliziert.

Satz 3.2 (RGAS der MHE Zustandsschiatzung ohne Anfangskostenterm). Fiir ein
System (3.1), dessen Anfangszustand beobachtbar im Sinne der Definition 3.5 ist, mit
Storungen, die der Annahme A3 geniigen, fihrt der MHE Zustandsschétzer (3.38)
(Schétzung ohne Anfangskostenterm) mit festem N und by gemdfs der Annahme A5
zu einem robust global asymptotisch stabilen Schdtzfehler.
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Beweis. Der Beweis erfolgt dhnlich zum Beweis des Satzes 3.1. Fiir die Optimierungs-
aufgabe (3.38) sei nun (Xx N, Wg_N|x-1) = (XK-N,WK_nN|K—1) €ine zuldssige,
wenngleich nicht notwendigerweise optimale und bekannte Losung. Folglich gilt mit
(3.9b) und dem in (3.16) definierten Wert J

Z b(I[Will2 + [[9kll2) < TRy < Jrein Rr N, Wi - K1)
k=K-N
K-1 K-1 B (3.41)
Yo bewe,ve) < D Wlllwillz + [lvill2) < T,
k=K—N kKN
Unter Verwendung der Annahme A3 folgen daraus die Konvergenzresultate
lim J% = 42
A Jgy =0 (3.42a)
lim Wg_,, =0 Vk=1,...,N (3.42b)
K—oo
lim Vg _p = lim (yx—r —hg p(Xx x(K = N, Xk N, Wg_N|K—k-1)))
K—o0 K—o0 (3.420)

-0 Vk=1,...,N,

wobei in (3.42¢) wieder (3.5) verwendet wurde. Weil geméfl der Annahme A3 fiir
einen finiten Wert NV auch

lim wg_1 =0 Vk=1,...,N (3.43a)
K—oo

lim vg_p = hm (yK r—hg k(xg_r)=0 Vk=1,...,N (3.43b)
K—o0

gilt, erhdlt man

lim (Wg_p —wg_k) =0 Vk=1,...,N (3.44a)

K—oo

A (g (R (K = Ny RN W N g —k-1)) = Br-r(X-1)

-0 Vk=1,...,N.

(3.44D)

Da das System die Eigenschaft Beobachtbarkeit des Anfangszustandes besitzt
und diese die Beobachtbarkeit des Endzustandes impliziert, ist die Existenz von
Funktionen 41 (), 42(-) € K und einer Zahl N € IN5( gesichert, so dass

[[XK (K — N, XN, Wr_N|K-1) — XK||2

<n(,_. max ([ wi/[2}) (3.45)

+’72(k:K_II]lVE?_>_§7K_1{|!hk(>V<k(K — N, XN, Wi_NJk—1)) — hk(xk)H2})
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fir VK, N € N>¢ mit K > N > N und finitem N gilt. Aus (3.44) und (3.45) folgt
fur finites N > N

lim ()V(K(K - ]V7 &K—N7WK7N|K71) - XK) =0 s (346)
K—o0o

womit die in (3.13) geforderte Konvergenz des Schatzfehlers gezeigt ist.
Wiihlt man nun ein festes § > 0 und fordert J = § fiir J aus (3.16) bzw. (3.41), so
folgt in einer zum Beweis des Satzes 3.1 analogen Weise, dass

gilt. Einsetzen der Abschitzung (3.47) in (3.45) liefert
1%k (K — N XN, Wi njk—1) — Xk |2 (3.48)

<7, () + 5 1 (0)) + 32 (W, H(6) + v, (8))

fir VK, N € N>p mit K > N > N und finitem N. Die gesamte rechte Seite von
(3.48) ist eine K-Funktion in 6 und daher nach § auflésbar. Es existiert also zu jedem
gegebenen € > 0 ein d(¢) > 0 wobei §(0) = 0, so dass

X (K — N, XKk N, Wi_NjKk-1) — XK|l2 < € (3.49)

fir VK, N € N> mit K > N > N und finitem N. Damit ist auch die Existenz einer
Beziehung d(¢), die die Erfillung der Implikation (3.12) und somit die Beschranktheit
des Schéatzfehlers sichert, gezeigt. O

Nachteilig beim MHE Zustandsbeobachter ohne Anfangskostenterm ist, dass die Strecke
beobachtbar geméfl Definition 3.5 sein muss und dass dies eine moglicherweise grofie
Mindesthorizontlénge N erfordert. Nachfolgend werden daher Bedingungen fiir einen von
Null verschiedenen Anfangskostenterm formuliert, so dass diese Beobachtbarkeitsbedingung
nicht mehr erforderlich ist.

3.4.3 Approximation der Ankunftskosten

Der vorliegende Abschnitt beschreibt eine MHE Formulierung mit einem Anfangskosten-
term By/( - ), der selbst aus der Betrachtung eines finiten mitbewegten Horizonts hervorgeht.
Es wird versucht, die guten Stabilitdts- und Konvergenzeigenschaften der Zustandsschét-
zung mit vollstdndiger Information (siche die Abschnitte 3.3 und 3.4.1) zu erreichen und
trotzdem den Rechenaufwand in einem vertretbaren Bereich zu halten.

Es wird zunéchst in Anlehnung an den Ankunftskostenterm (3.35) fiir vollstandige
Information, der sogenannte MHE Ankunftskostenterm
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j;ffN(X) = (gjﬂ}w k)N (Rk—Ns Wr—Njk—1) (3.50a)
Wi N|k—1)

wBw. i1 = £i(%, W) Vi=k—N,....,k—1  (3.50b)

1 = y1 — hy(%)) Vi=k—N,....k—1  (3.50c)

S = 0 Viek—N,... k-1 (3.50d)

)

w, €W, vieV,, Vi=k—N,....k—1 (3.50e
Xy =X (3.50f)

definiert, der den finiten Horizont £ — N, ...,k mit £ > N abdeckt. Fiir die Giitefunktion
gilt in iblicher Art

k—1

TN Rem s Wi Njj—1) = BroonRe-n) + > bi(Wi, %) (3.51)
I=k-N

Fiir den Fall £ < N wird j,le( )= JP(-) mit JP(-) gemaB (3.35) verwendet.

Mit rekursiven Definitionen By () = jlﬁN( ), Bp-n(+) = jl?—MN( -), ... wirde man
also wieder den Ankunftskostenterm fir vollstandige Information geméaf (3.35) erhalten.
Es stellt sich daher die Frage, wie die Funktion J,ﬁ v (+) sinnvoll durch By( ) approximiert

werden kann. Es kann gezeigt werden (siehe [3.2]), dass fiir Stabilitdt und Konvergenz des
MHE Schétzfehlers die Einhaltung der folgenden Ungleichungen von Bedeutung ist:

j]ﬁN(X) sz(X) > Ak‘N +13(”X_}_(’€H2> VXGXk,IC>N . (352)
Hierbei ist yp(-) € Ko die bereits in Annahme A5 verwendete Vergleichsfunktion und

xp = argmin Jify (x) = %k (k — N, ey, Wi 1) (3.53)
XCAL

die A-priori-Schitzung gemif Annahme A4, wobei (Xx—n, Wj_ y|x—1) natiirlich einfach
die Losung der urspriinglichen Optimierungsaufgabe (3.6) (ohne die Endgleichungsbe-
schrankung (3.50f)) ist und

A

Juin = Br(%) = min Jiy (x) (3.54)
xeXg

der zugehérige optimale Glitefunktionswert. Fiir einen skalaren Zustand x ist in Abbildung
3.2 ein Beispiel fiir By(-) dargestellt, welches (3.52) bis (3.54) erfiillt.

Eine Voraussetzung fiir die Konvergenz der MHE Zustandsschétzung ist die im folgenden
Satz postulierte Beschrinktheit des Anfangskostenterms.

Satz 3.3 (Beschranktheit der MHE Giitefunktionswerte). Wird die Ungleichung
(3.52) eingehalten, so gilt

TinE) < JPx),  Jyn < Jep,  YXE X k>0, (3.55)
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j]ﬁN(x)
By(x)

jk|N +v5lz — Zkll2)

Jp| N

T T

Abbildung 3.2: Beispiel fiir einen moglichen Anfangskostenterm By (z), der (3.52) und
(3.54) erfiillt.

Aufgabe 3.2. Beweisen Sie Satz 3.3. Dies gelingt besonders einfach mittels vollstdndiger
Induktion.

Definition 3.7 (MHE Detektierbarkeit). Das System (3.1) ist MHE detektierbar,
wenn das erweiterte Modell

Xp1 = fi (X, Wig) +Wa Ve Nx (3.56a)
yi = hg(xg) + Vi VEk € Nxg (3.56b)

mit der erweiterten Prozessstorung wy = [w{k, w;k]T die ITOSS-Eigenschaft geméaf
Definition 3.4 besitzt.

Bemerkung 3.2. Die Eigenschaft MHE Detektierbarkeit ist geringfiligig restriktiver als
die Eigenschaft IIOSS aber weniger restriktiv als die Eigenschaft Beobachtbarkeit
des Endzustands gemé&f Definition 3.6. Bei vielen IIOSS Systemen tritt bereits die
urspriingliche Stérung wy, in (3.1a) nur additiv auf. Diese Systeme sind natiirlich
automatisch MHE detektierbar.

Satz 3.4 (RGAS des MHE Zustandsbeobachters mit Approximation der MHE An-
kunftskosten). Fir ein System (3.1), das MHE detektierbar im Sinne der Definition
3.7 ist, mit Stérungen, die der Annahme A3 geniigen, fihrt der MHE Zustandsschdtzer
(3.6) mit festem N sowie einem Anfangskostenterm By, der die Ungleichung (3.52)
erfullt (Schatzung mit Approzimation der MHE Ankunftskosten), und einer Kosten-
funktion by gemdfl der Annahme A5 zu einem robust global asymptotisch stabilen
Schdtzfehler.

Der Beweis dieses Satzes ist in [3.2] zu finden. Mit der Ungleichung (3.52) kennt man nun
Bedingungen, die der Anfangskostenterm By( - ) erfiillen muss, um einen RGAS Beobachter
zu erhalten. Der tatséchliche Entwurf der Funktion By(-) bleibt aber eine anspruchsvolle
Aufgabe [3.2].
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3.5 Maximum-a-posteriori Zustandsschatzung

Wird das System (3.1) als stochastischer Prozess aufgefasst, so liefert die Wahrschein-
lichkeitstheorie konkrete Hinweise auf eine sinnvolle Wahl der Funktionen Bj(-) und
br(-, - ). Sind bestimmte Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen bekannt, so kann mit dem
Maximum-a-posteriori (MAP) Schdtzer sogar ein optimaler Beobachter konstruiert werden.
Die nachfolgenden Ausfithrungen basieren zum Teil auf [3.7, 3.14]. Einige Grundlagen der
Stochastik wurden auch bereits in der Vorlesung Regelungssysteme 1 [3.10] besprochen.
Zunéchst wird der Begriff des Modalwerts definiert:

Definition 3.8 (Modalwert einer Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion). Fiir eine stetige
Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion P,(z) ist der Modalwert z definiert als

2 = argmax P,(z) . (3.57)

Bei der Realisierung einer Zufallsvariable z tritt also der Modalwert Z mit der héchsten
Wahrscheinlichkeit auf. Man beachte, dass (3.57) immer eine Losung besitzt, diese muss
aber nicht eindeutig sein.

Geméf dem Modell (3.1) liegen statistische Zusammenhénge zwischen den Messgrofien
Yojx—1 und den unbekannten Grofien xo und wo x_; vor. Fir das Schétzproblem mit
vollstdndiger Information kénnen diese Zusammenhénge durch die bedingte Wahrschein-
lichkeitsdichte

P(x0, Wox-1]Yojx—1) (3.58)
beschrieben werden.

Definition 3.9 (Maximum-a-posteriori (MAP) Zustandsschétzer). Ein MAP Zu-
standsschétzer fiir das System (3.1) liefert fiir gegebene Messwerte yox—1, d. h. bei
Beriicksichtigung der vollstdndigen Information, als Schatzwert fiir die unbekannten
Groflen xo und w1 zum Zeitpunkt K € N> den Modalwert

(X0, Wojx—1) = argmax  P(Xo, Wox—1|Yojx—1) - (3.59)
(X07W0\K71

Diese Optimierungsaufgabe kann um die Beschrankungen (3.2) erweitert werden. Derartige
Beschriankungen kénnen aber auch bereits in der Formulierung von (3.58) berticksichtigt
werden, indem die Wahrscheinlichkeitsdichte fiir nicht zuléssige Werte auf Null gesetzt
wird. Der Einfachheit halber wird in diesem Abschnitt auf Beschrankungen der Art (3.2)
verzichtet.

Im néchsten Schritt soll die bedingte Wahrscheinlichkeitdichte (3.58) konkreter formuliert
werden. Da es sich bei xo und wqx_; um stochastisch unabhéngige Zufallsvariablen

handelt, gilt
K-1

P(X07WO|K—1) - Pxo(XO) H PWk(Wk) : (3'60)
k=0

Beriicksichtigt man (3.1) und die stochastische Unabhéngigkeit der Zufallsvariablen vo g _1,
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so folgt fiir die bedingte Wahrscheinlichkeit der Messgréfien

K-1 K-1
P(yox—11%0, Woig—1) = [ Po (7 — hie(Zi(0,x0, wop—1))) = [[ Peu(vi) . (3.61)
k=0 k=0

Mit dem Satz von Bayes folgt aus (3.60) und (3.61) die bedingte Wahrscheinlichkeitsdichte

P(Y0|K—1|X07W0|K—1)P(X0aWO\K—1)
P(Yo|K—1)

_ Px, (XD) Hf:}l Pwk (Wk)PVk (Vk)

a P(Y0|K—1)

P(XOaWO\K71|YO\K71) =
(3.62)

)

welche direkt in das Schéitzgesetz (3.59) eingesetzt werden konnte. Beriicksichtigt man
(3.1b), die Monotonizitit der Logarithmusfunktion In(-) und dass fiir gegebene Messwerte
yo|x—1 der Nenner von (3.62) eine feste Zahl ist, so kann die vereinfachte Optimierungs-
aufgabe

K—1
(X0, Wo|x—1) = ?ﬂtligf}lin )(Bo(io) + > (Wi, vk —hk(ik(O,imek—l)))) (3.63)
X0,Wo|K -1 k=0
mit den Kostenfunktionen
Bo(f{o) = — ln(PxO ()NC())) (3.64&)
bk(ﬁ’k,{’k) = — ln(Pwk (V~Vk)) — ln(ka (\N’k)) (364b)

formuliert werden. Offensichtlich liefert sie das gleiche Ergebnis wie (3.59).

Da (3.63) der urspringlichen Optimierungsaufgabe (3.6) (ohne Beschriankungen) mit
N = K fir die Zustandsschiatzung mit vollsténdiger Information entspricht, ist mit (3.64)
die aus wahrscheinlichkeitstheoretischer Sicht optimale Formulierung der Kostenfunktionen
By(-) und bg(-, -) gefunden.

Analog zu Definition 3.9 kann natiirlich sofort ein MHE MAP Zustandsschéitzer
formuliert werden. Es tritt dann statt (3.58) die bedingte Wahrscheinlichkeitsdichte
P(xkx N, Wik_N|K-1|YK-N|K—1) mit K > N und festem N auf. Bei der Formulierung
der Wahrscheinlichkeitsdichte von xx_n sind bei Verwertung der vollstdndigen Infor-
mation auch die Messwerte yg_n_1 zu beriicksichtigen. In diesem Fall lautet die der
Optimierungsaufgabe zugrunde liegende bedingte Wahrscheinlichkeitsdichte also

P(xx-N,Wg_N|K-1]Y0|K-1) (3.65)

= P(xk-N|yog-N-1)P(Wrk_N|Kk-1[XK-N, YK -N|K-1) -

Die hier vorgenommene Aufspaltung in zwei Faktoren ist wegen der Markov-Eigenschaft
des stochastischen Prozesses zuléssig.

Die Wahrscheinlichkeitsdichte P(xx_n [Yoir— ~—1) modelliert alle Informationen, die vor
dem Zeitpunkt K — N gesammelt wurden. Sie kann gemafl dem Satz der totalen Wahrschein-
lichkeit durch Integration der Wahrscheinlichkeitsdichte P(xo, Wojx—n—1]Yojx—n—1) iiber
die Variablen xq, wg, w1, ..., Wx_n_1 unter Beriicksichtigung der Bedingung xx_n =
Xk -N(0,%0, Wo|g—n—1) berechnet werden. Natiirlich korrespondiert P(xx - n|yojx—n—-1)
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mit dem Ankunftskostenterm (3.35) fiir vollstdndige Information. In vielen praktischen
Féllen wird man aufgrund des Rechenaufwands P(xx - n|yox—ny—1) durch eine leich-
ter berechenbare Approximation ersetzen. Wird z. B. von einer gleichverteilten Zufalls-
variable xx_n ohne Bertcksichtigung der Messwerte yox_n_1 ausgegangen, so ist
P(xg_— N|y0| Kk—N—1) konstant beziiglich all seiner Argumente und man erhélt eine MHE
Zustandsschétzung ohne Anfangskostenterm (vgl. Abschnitt 3.4.2). In [3.15] werden ver-
schiedene weitere Moglichkeiten zur Approximation von P(xx N |yo|x—n—1) mittels Filter
(extended Kalman-Filter, unscented Kalman-Filter, Partikelfilter, etc.), die entlang der
mit MHE geschéatzten Folge X, X1, ..., Xx_n mitgerechnet werden, vorgestellt.

Fasst man nun fiir gegebene, feste Messwerte yq x_ny_1 den Zustand xx_y als Zufalls-
variable mit der Wahrscheinlichkeitsdichte

Py y(xXx-N) = P(xKk-nN|Yoix-N-1) (3.66)
auf, so erhilt man in vollig analoger Weise zur Herleitung von (3.63)
(Xk-N>, WK _N|K—1)

= arg min <BKN(7~<KN)

XK—N,
WK -N|K—1) (3.67)
K—1
+ > be(We,yr — hp(Xx(K — N, >~<K—N,V~VK—N|1<—1))))
k=K—N
mit den aus wahrscheinlichkeitstheoretischer Sicht optimalen Kostenfunktionen
Bip(xXk) = = In(Px, (X)) = — In(P(Xk|yojs-1)) (3.68a)
bk(VNVk, {’k) = — ln(Pwk (V~Vk)) - ln(ka (\N’k)) . (368}3)

3.6 Zustands- und Parameterschatzung

In vielen Aufgabenstellungen sollen nicht nur die Systemzustédnde x; sondern auch unbe-
kannte Systemparameter p € R C R" geschétzt werden [3.3, 3.16], wobei R die Menge
der zuldssigen Systemparameter ist. Nachfolgend wird skizziert, wie dies mit den bisher in
diesem Abschnitt beschriebenen Verfahren einfach moglich ist.

Ist bekannt, dass die Parameter p zumindest innerhalb des Schiatzhorizonts K—N, ..., K
konstant sind, so kann das Modell (3.1) in der Form

Xkt+1 = fk(Xk, Wi, p) Vk € ]NZO (369&)
Vi = hk(xk, p) + v Vke ]NZO (3.69b)

angeschrieben werden. Zusétzlich zu Xy und Wg_ y|g—1 wird dann in der Optimierungs-
aufgabe p € R als (beschrankte) Optimierungsvariable verwendet. Die Kostenfunktionen
By, und by, sind entsprechend anzupassen. Mit jedem Aufruf des MHE Schétzers wird ein
neuer Schitzwert p fiir p ermittelt.

Ist hingegen bekannt, dass die Parameter p einer (zumeist langsamen) Dynamik un-
terliegen und ist die Lange N des Schitzhorizonts so grof, dass dynamische Anderungen
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von p relevant sein kénnen, so kann p, € Ry C R" als weiterer Systemzustand aufgefasst
werden und das Modell (3.69) in die Form

Xp+1 = Bk (Xk, Wi, pg) VEk € N> (3.70a)
Pry1 = 8k(Xk, Wi, p) VEk e IN>g (3.70b)
Vi = hk(xk, pk) + Vi Vk e ]NZO (3.700)

umgeschrieben werden. Die Funktion gj ist nun entweder ein bekanntes Modell der
Parameterdnderungen oder, falls ein solches nicht vorhanden ist, ein random-walk Modell
der Form

&k (Xk, Wi, pi,) = pj, + Wi, (3.71)
mit zufilligen Storungen w#, die Teil der Prozessstérung wy, sind. Je nach Art der

Parameteréinderungen kann wf stark beschrénkt oder in der Kostenfunktion by stark
bestraft werden.
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4 Pfadfolgeregelung

Die Aufgabenstellungen in der Regelungstechnik lassen sich unter anderem in Arbeits-
punktstabilisierung, Trajektorienfolgeregelung und Pfadfolgeregelung einteilen. Wéahrend die
ersten beiden Aufgabenstellungen bereits fiir sehr viele Systemklassen erforscht und syste-
matisch gelost sind, stellt die Pfadfolgeregelung ein vergleichsweise junges Forschungsfeld
dar.

Das Ziel der Arbeitspunktstabilisierung ist die Stabilisierung eines konstanten oder
eines (im Vergleich zur Systemdynamik) nur sehr langsam verdnderlichen Arbeitspunktes.
Im Gegensatz dazu beschéftigt sich die Trajektorienfolgeregelung mit der Stabilisierung
einer explizit zeitabhingigen Solltrajektorie. Typischerweise werden als Regelgréfien die
Ausgangsgroflen des Systems verwendet. Die Solltrajektorie gibt nicht nur einen geo-
metrischen Verlauf im Ausgangsraum vor, sondern auch zu welchem Zeitpunkt sich die
Ausgangsgroflien des Systems an welchem Punkt des geometrischen Verlaufs befinden
sollen.

Im Gegensatz dazu geht es bei der Pfadfolgeregelung darum, dass a priori nur der
geometrische Verlauf ohne zeitlicher Information (im Weiteren als Pfad bezeichnet) defi-
niert ist. In diesem Kapitel soll stets der Fall betrachtet werden, dass der Pfad fiur die
Ausgangsgrofien des Systems vorgegeben ist. Das primére Ziel des Pfadfolgereglers besteht
darin, den Pfad (asymptotisch) zu stabilisieren, d. h. die AusgangsgroBen des Systems zum
Pfad zu bewegen. Die genaue Stelle entlang des Pfades ist von vornherein nicht definiert.
Dariiber hinaus soll auch (sofern es die Systemstruktur erlaubt) die Bewegung entlang
des Pfades gezielt beeinflusst werden kénnen.

Durch diese Strategie kann ein Manko der Trajektorienfolgeregelung behoben werden.
Um dies zu erliutern, wird ein System, das sich zu einem gewissen Zeitpunkt ¢ genau auf
der Solltrajektorie befindet, betrachtet. Selbst im idealen Fall ist bei der Trajektorien-
folgeregelung nicht gesichert, dass das System auch auf der Solltrajektorie bleibt. Dazu
muss ndmlich auch die zeitliche Zuordnung stimmen, d. h. geméafl der Solltrajektorie muss
sich das System zum Zeitpunkt # genau am richtigen Punkt aufhalten. Stimmt diese
Zuordnung nicht, d. h. sollte sich das System zum Zeitpunkt ¢ eigentlich an einem anderen
Ort der Solltrajektorie befinden, dann wird diese im Allgemeinen verlassen und dann
wieder asymptotisch angefahren. Dadurch, dass es bei der Pfadfolgeregelung a priori keine
zeitliche Parametrierung des Pfades gibt, wird, falls das System genau auf dem Pfad startet
(bzw. auf einer entsprechenden Teilmenge des Zustandsraumes, siche Abschnitt 4.3), dieser
auch nicht mehr verlassen. Diese Eigenschaft bezeichnet man als Invarianzeigenschaft
eines Pfadfolgereglers, d. h. sobald sich das System einmal auf dem Pfad befindet, gilt dies
auch in Zukunft (im nominellen, ungestorten Fall).

Eine typische Anwendung einer Pfadfolgeregelung stellen CNC'-Frismaschinen dar.

!Computerized Numerical Control.
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Mit diesen kénnen {iblicherweise komplexe geometrische Formen gefridst werden, die
z.B. durch Splines dargestellt sind. Diese definieren eine geometrische Kurve, der das
Fraswerkzeug folgen soll. Um eine geforderte Genauigkeit zu erreichen, ist es das primére
Ziel, der geometrischen Kurve (dem Pfad) moglichst gut zu folgen. Erst an zweiter Stelle
steht die Geschwindigkeit dieser Verfolgung. Diese wird in diesem Zusammenhang als
Vorschubgeschwindigkeit bezeichnet und soll natiirlich auch moéglichst genau eingehalten
werden. Selbst eine ideal eingehaltene Vorschubgeschwindigkeit niitzt aber nichts, wenn die
Kontur des fertigen Werkstiickes die geforderten Genauigkeitsanforderungen nicht erfiillt.
Aus dieser Argumentation leitet sich die Priorisierung der Ziele ab. Dariiber hinaus mdchte
man (im nominellen, ungestérten Fall) nicht, dass die ideale Kontur wieder verlassen
wird, sobald sich das Werkzeug einmal auf ihr befindet. Dies soll auch gelten, wenn bspw.
durch Inhomogenititen im Material die aktuelle Vorschubgeschwindigkeit nicht exakt der
Vorgabe entspricht. Bei einer Trajektorienfolgeregelung wiirde dies nach sich ziehen, dass
die zeitliche Zuordnung entlang des Pfades nicht erfiillt ist, womit die Kontur wieder
verlassen werden wiirde. Die Pfadfolgeregelung behebt diesen Nachteil und eignet sich
damit besser fiir diese Anwendung.

Ein Pfadfolgeregler kann auf Grundlage von unterschiedlichsten Regelungsverfahren
entwickelt werden. In diesem Kapitel werden Konzepte zur Pfadfolgeregelung basierend
auf der exakten Eingangs-Ausgangs- und Eingangs-Zustandslinearisierung (vgl. [1]) sowie
der modellpradiktiven Regelung vorgestellt. Es werden Systeme mit dem Zustand x € R"
und Ausgangsgrofien der Form y = h(x) € RP mit p > 2 betrachtet. Wie bereits erwdhnt,
soll die Pfadfolgeregelung stets nur im Ausgangsraum RP des Systems, d.h. fiir die
Ausgangsgrofien y des Systems, durchgefiithrt werden.

4.1 Definition von Pfaden

Als Pfad P wird eine Kurve im Ausgangsraum des Systems bezeichnet, die entweder offen
oder geschlossen sein kann, siehe Abbildung 4.1.

Y3 Y3

Y1 Y2 Y1 Y2

Abbildung 4.1: Offene und geschlossene Kurve im Ausgangsraum.

Dieser Pfad soll in weiterer Folge vom Pfadfolgeregler stabilisiert werden, d.h. die
Ausgangsgrofien y des Systems sollen sich zu der Kurve bewegen bzw. sich auf dieser
aufhalten. Es gibt die Moglichkeiten der parametrierten und impliziten Definition von
Pfaden, die im Folgenden néher beleuchtet werden sollen.
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4.1.1 Parametrierte Darstellung von Pfaden

Bei der Parameterdarstellung eines Pfades wird die Kurve iiber einen reellen Kurven-
oder Pfadparameter 0 dargestellt. Der Kurvenparameter ist Element einer Menge T, die
abgeschlossen (bspw. 7 = [, 61]) oder offen (bspw. 7 = R) sein kann. Die Abbildung

o@): T —-R? (4.1)

weist jedem Element aus T explizit ein Element des Ausgangsraumes zu. Mit Hilfe von
(4.1) kann nun der Pfad P in der Form

P={yeR|y=0(0),0€T} (4.2)

definiert werden. In weiterer Folge wird angenommen, dass die Komponenten o;(6) stets
geniigend oft stetig differenzierbar sind und P geméf (4.2) eine regulire Kurve [2] darstellt,
d.h.
~  Oo /- _
! —_

0(0)—86(9)7&0 VoeT . (4.3)
Der Pfad P gemafl (4.2) kann je nach Wahl von o(f) und 7 sowohl offen als auch
geschlossen sein.

Beispiel 4.1. Als ein einfaches Beispiel betrachte man fiir p = 2 einen elliptischen
Pfad definiert durch

o.(0) =

Y10 +a C?S(Q) . (4.4)
Y20 + bsin(0)
Wie in Abbildung 4.2 dargestellt, ist durch y1o und yo¢ der Versatz der Ellipse vom

Koordinatenursprung gegeben. Die Parameter a > 0 und b > 0 stellen die Langen der
grof3en und kleinen Halbachsen dar.

A Y2

Y20

P
\\ U
—

Y10 a

K K

Abbildung 4.2: Elliptischer Pfad.

Der Definitionsbereich T des Pfadparameters kann entweder durch 7 = R oder
bspw. durch 7 = [0, 27) gegeben sein, wobei in beiden Féllen ein geschlossener Pfad
resultiert. Fiir z. B. 7 = [0, ] resultiert ein offener Pfad. Die partielle Ableitung folgt
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zu

0o, _ l—asin(&)] ‘ (4.5)

00 bcos(6)

Da die beiden Komponenten von (4.5) fiir beliebige Werte von 6 nicht gleichzeitig
verschwinden, definiert (4.4) eine reguliare Kurve.

4.1.2 Implizite Definition von Pfaden

Die implizite Definition eines Pfades basiert auf einem Gleichungssystem in Abhéngigkeit
der Ausgangsgrofien y des Systems

S(y) =0 (4.6)

mit einer stetigen Abbildung s : R? — RP~!. Der Pfad folgt als die Menge
P={y € R"[s(y) =0}, (4.7)
wobei speziell im Hinblick auf die Pfadfolgeregelung gefordert wird, dass die Funktion s
(as()) 1 Vyep (4.8)

rang| — =p-— .
g By y p y

erfiillt. Der Einfachheit halber sei weiters vorausgesetzt, dass die Komponenten s;,i =
1,...,p — 1 bis zur jeweils erforderlichen Ordnung stetig differenzierbar sind. Auch hier

gilt, dass der Pfad P gemaf (4.7) je nach Wahl von s(y) sowohl offen als auch geschlossen
sein kann.

Beispiel 4.2. Als Illustration dient wieder ein elliptischer Pfad fiir p = 2 definiert

durch ) )

(y1 —y10)” | (y2 — y20)
a2 + b2

der in Abbildung 4.2 dargestellt ist. Fiir die partielle Ableitung folgt

se(y) = -1, (4.9)

3562{

2(y1—y10)  2(y2—y20)
= =l (4.10)

a2

Da auf dem Pfad fir y; = y10 gilt, dass y2 # y20 ist (und vice versa), folgt, dass auf
P nie beide Komponenten von (4.10) simultan verschwinden, womit (4.8) erfiillt ist.

4.1.3 Vergleich und Umrechnung der Darstellungen

Die Parameterdarstellung und implizite Definition von Pfaden sind natiirlich bis zu einem
gewissen Grad &dquivalent. Dennoch kann eine der beiden Darstellungen in manchen
Situationen geeigneter sein als die andere. Als Beispiel dazu betrachte man einen 8-
formigen Pfad gegeben durch die so genannte Lemniskate von Gerono, siehe Abbildung
4.3. Diese ist definiert durch die Parameterdarstellung

cos(6) ]

cos() sin(0) (4.11)

0’[(9) = l
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Ui
Abbildung 4.3: Lemniskate von Gerono.
mit 7 = [0, 27) bzw. die implizite Darstellung
sily) =yl —yi +93 - (4.12)
Die partiellen Ableitungen folgen als
5 —sin(0)
o
8791(@ = | —sin?(0) + cos?(6) (4.13a)
cos(26)
0s; 3
By = 458 — 201 23] - (4.13b)

Offensichtlich ist fur y = 0 € P die Bedingung (4.8) verletzt, womit sich (4.12) nicht fiir
die Pfadfolgeregelung entlang der gesamten Lemniskate eignet. Diese Problematik tritt
bei der Parameterdarstellung geméaf (4.11) nicht auf, weil die beiden Komponenten von

9oy

a9 (0) geméB (4.13a) fiir alle 6 € T nie gleichzeitig verschwinden. Damit eignet sich die

Parameterdarstellung von P besser fiir die Pfadfolgeregelung entlang einer Lemniskate.
In vielen Féllen konnen die Parameterdarstellung und implizite Definition eines Pfades
‘P auch ineinander umgerechnet werden. Nachfolgend sind die beiden Richtungen erldutert.

1. Parameterdarstellung — implizite Definition: Diese Umrechnung beruht auf der
Elimination des Pfadparameters. Geméafl dem Satz diber implizite Funktionen kann
auf Grund von Bedingung (4.3) lokal stets 6 aus einer der Gleichungen o;(6) = v;, i €

do;

{1,...,p} errechnet werden, fiir die %7 # 0 gilt. Daraus folgt ¢ = o; L(y;), was
eingesetzt in alle anderen Gleichungen o;(0) = y;, j € {1,2,...,p}\i die implizite

Definition
des Pfades in der Form (4.6) liefert.

(4.14)

2. implizite Definition — Parameterdarstellung: Eine Moglichkeit besteht darin, p — 1
Ausgangsgrofien aus den Gleichungen s(y) = 0 in Abhéngigkeit einer verbleibenden
Ausgangsgrofie y;, i € {1,...,p} zu berechnen, was wiederum gemifl dem Satz
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iiber implizite Funktionen und Bedingung (4.8) moglich ist. Damit erhélt man
¥ = s 1(y;), wobei ¥ € RP~! alle Ausgangsgréfien bis auf y; enthélt. Anschliefend
setzt man 6 = y;, womit unmittelbar die Parameterdarstellung des Pfades in der

Form (4.1)
ly - ls—l(e)] (4.15)
Yi

0
Beispiel 4.3. Zur Ilustration betrachte man wieder den elliptischen Pfad mit den
Definitionen geméf (4.4) bzw. (4.9). Der Einfachheit halber gelte y19 = y20 = 0.

folgt.

1. Parameterdarstellung — implizite Definition: Die Berechnung von 6 aus der
ersten Gleichung von (4.4) liefert § = arccos(%2), was eingesetzt in die zweite
Gleichung von (4.4) die gesuchte implizite Darstellung

/ 2
y2 — bsin(0) = y2 — bsin (arccos(yl)> =y —b\/1— :% =0 (4.16)
a a

ergibt.

2. implizite Definition — Parameterdarstellung: Ein moglicher Ansatz besteht
darin, aus s.(y) = 0 die Ausgangsgrofie y; in der Form

2
Y
y1 = Fay/1 — b% (4.17)

zu berechnen. Uber Setzen von 6 = g5 ergibt sich eine Parameterdarstellung zu

Fay/l= Z;] (4.18)

oe(0) = )

mit 7 = [—b, b]. Durch Ausnutzen von /1 — z? = cos(arcsin(z)) erhilt man

oo (6) = :I:acos(arcsin(g))] . (4.19)

6

Substituiert man arcsin(%) = 0 folgt die Beziehung 6 = bsin (é) und damit die

alternative Parameterdarstellung
+a cos {9)] | (4.20)

7.(F) = bsin(9)

die bis auf die Wahl des Vorzeichens identisch zu (4.4) ist.
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4.2 Begriffe und Ziele der Pfadfolgeregelung

Fiir alle folgenden Ausfithrungen werden Al-Systeme (affine input-Systeme)

f(x) + G(x)u (4.21a)
h(x) (4.21b)

x
y
mit x € R?, u € R™ und y € RP betrachtet. Es gelte m > p womit im Allgemeinen
mehr Eingangs- als Ausgangsgrofien erlaubt sind. Fiir das System (4.21) sei wie in [1]
vorausgesetzt, dass f(x) und g;(x), die die Spalten von G(x) € R"*™ darstellen, glatte
Vektorfelder sind. Weiters sind die Komponenten von h(x) glatte Funktionen.

Fir die Erlduterung der grundlegenden Konzepte und Ziele der Pfadfolgeregelung
wird von einem Pfad P im Ausgangsraum des Systems ausgegangen. Aus geometrischer
Sicht kann jede Bewegung des Ausgangs y des Systems in einen transversalen und
einen tangentialen Teil im Hinblick auf den Pfad P zerlegt werden. Der transversale Teil
beschreibt den Anteil der Bewegung, der quer zum Pfad verléuft. Ist dieser Teil identisch
null, befindet sich der Ausgang y des Systems exakt am Pfad. Der tangentiale Teil der
Bewegung ist jener, der in Pfadrichtung verlduft. Grob gesprochen kann er als Position
des Ausganges entlang des Pfades gedeutet werden.

Fiir die Formulierung der Ziele der Pfadfolgeregelung wird die Abbildung ||y||» : R? —
R>o benoétigt, die jedem Punkt y im Ausgangsraum eine nichtnegative reelle Zahl zuordnet,
die den kiirzesten Abstand zum Pfad angibt, d. h. ||y||p = g}}rlel% ||y — y||. Weiters wird noch

folgende Definition bendtigt.

Definition 4.1 (Gesteuert positiv invariante Menge [3]). Eine Teilmenge M des
Zustandsraumes von (4.21) wird gesteuert positiv invariant genannt, falls es eine
Abbildung k : M — R™ so gibt, dass M eine positiv invariante Menge des autonomen
Systems

x =f(x) + G(x)k(x) (4.22)

ist.

In der englischsprachigen Literatur wird eine gesteuert positiv invariante Menge als
controlled invariant set bezeichnet. Sie stellt die Verallgemeinerung der positiv invarianten
Menge geméf [1] auf Systeme mit Eingangsgrofien dar.

Damit konnen die Ziele der Pfadfolgeregelung fiir einen Pfad P im Ausgangsraum
formuliert werden.

(Z1) Asymptotische Konvergenz zu P: Der Ausgang y des Systems soll asymptotisch zum
Pfad P konvergieren. Das heift, ||y(¢)||» — 0 fiir t — co.

(Z2) Invarianzeigenschaft: Befindet sich der Zustand des Systems x(to) zu einem Zeitpunkt
to in einer gesteuert positiv invarianten Teilmenge I'* von

I'={xeR"|h(x) e P}, (4.23)

dann fordert die Invarianzeigenschaft, dass fiir alle ¢ > t( die Eigenschaft ||y (¢)||p =0
gelten soll.
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(Z3) Tangentiale Bewegung: Es soll eine applikationsspezifische Bewegung des Systems
auf dem Pfad P erzielt werden.

Zum Ziel (Z2) sei erwéhnt, dass die Menge I' im Allgemeinen keine gesteuert positiv
invariante Menge darstellt. Das Ziel (Z3) kann erst dann genauer spezifiziert werden,
wenn der Pfad festgelegt ist und héngt damit sehr stark von der betrachteten Anwendung
ab. Dartiber hinaus spielen unter anderem auch die Systemstruktur und die Anzahl
der Eingangsgrofien eine Rolle. Diese bestimmen auch, welche Bewegung auf dem Pfad
iiberhaupt realisiert werden kann.

4.3 Pfadfolgeregelung basierend auf exakter Linearisierung

Ein Ansatz fiir den systematischen Entwurf von Pfadfolgereglern beruht auf der Verwen-
dung von Konzepten der exakten Eingangs- Ausgangs- und Eingangs-Zustandslinearisierung.
Das System wird dabei in eine spezifische Normalform transformiert. In den transfor-
mierten Koordinaten ist der weitere Entwurf eines (Pfadfolge-)Reglers fiir die Bewegung
zum/auf dem Pfad wesentlich vereinfacht. Beziiglich der Herangehensweise sind gewisse
Unterschiede fiir parametrierte und implizit definierte Pfade gegeben. Die gesuchte bzw.
resultierende Normalform ist aber qualitativ die selbe.

4.3.1 Erweiterung der exakten Linearisierung fiir Al-Systeme

In [1] ist die exakte Eingangs-Ausgangs- und Eingangs-Zustandslinearisierung fiir Al-
Systeme

!
L
®
+
2
5
o

(4.24a)
(4.24D)

I
-3
z

b'4
y
mit p = m, d.h. gleich vielen Eingangs- wie Ausgangsgréfien, erldutert. Im Folgenden soll
das Konzept der exakten Linearisierung auf Systeme der Form (4.24) mit m > p erweitert
werden. Um auf die Erweiterung hinzuweisen, werden in weiterer Folge Systeme der
Form (4.24) mit mehr Eingangs- als Ausgangsgrofen (d.h. m > p) als nichtquadratische

Systeme bezeichnet. Alle kommenden Resultate gelten aber auch fiir den Spezialfall p = m
(quadratisches System) mit den gleichen Resultaten wie in [1].

Definition 4.2 (Relativer Grad eines nichtquadratischen AI-Systems). Das nicht-
quadratische System (4.24) hat den vektoriellen relativen Grad {ri,ro,...,r,} mit
= Z?Zl rj <n an der Stelle X, wenn

(A) ngL’f“hi(x) =0,7=1,....m,i=1,...,p, k=0,...,r; — 2 fiir alle x in einer
Umgebung U von X und
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(B) die (p x m)-Entkopplungsmatrix

Lg, L 'hi(x) Lg,Lf 'hi(x) -+ Lg,Lp 'hi(x)
Lo L7227 ho(x) Lg, L2 ho(x) -+ Lg L2 ho(x

D(x): glf. 2() ng' 2() . gmf' 2() (4'25)
Lg1L;p_1hp(X) ngL;p_lhp(X) LgmL;p_lhp(X)

vollen Rang an der Stelle x = X hat, d. h. rang(D(x)) = p.

Besitzt ein nichtquadratisches System (4.24) den vektoriellen relativen Grad {r1,72,...,7p}
dann kommen in den zeitlichen Ableitungen der Ausgangsgréfien yj(.k), ji=1,....p,
k=0,...,r; — 1, keine Eingangsgrofien u;,7 = 1,...,m vor. Dariiber hinaus gilt
(r1) L
Y1 £ 1(x) U1
C = : +Dx)| | . (4.26)
uor | L () -
ybrv) Lg? hy(x) U,
———
b(x) u

In einer Umgebung von x kann damit mit Hilfe des Zustandsregelgesetzes

-1
u=D"(x)(Dx)DT(x)) (v-b(x)) (4.27)
ein exakt lineares Eingangs-Ausgangsverhalten vom neuen Eingang vT = {vl ‘e vp} zum
Ausgang yT = [yl . yp} in Form von p Integratorketten der Lange r;, j =1,...,p,

yY” U1

o= (4.28)

yﬁ,@fl) Up—1

yz(JTp) Up
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erzeugt werden. Die Wahl eines Diffeomorphismus in der Form

11 [ hi(x)
§1,2 Lehi(x)
§1,T1 Lpilhl(x)
§2,1 ha(x)
., : .
z= _ %] = §2j” — B(x) = b .hZ(X) (4.29)
. n : :
! &p1 hp(x)
Eoire L by ()
m (br-i—l(x)

und die Zustandsriickfithrung (4.27) transformieren das System (4.24) in die Byrnes-Isidori
Normalform, die im Allgemeinen die Form

£ =A€£+Bv (4.30a)
i1 =a(m, &) +Pmn,&v (4.30b)

aufweist. Das Teilsystem (4.30a) liegt in Brunovsky Normalform vor.

In [1] sind die Bedingungen angefiihrt unter denen die Methode der exakten Eingangs-
Ausgangslinearisierung zu einem stabilen geschlossenen Kreis fithrt. Unter analogen An-
forderungen kann auch in der Normalform (4.30) ein Regler entworfen werden, der einen
stabilen geschlossenen Kreis liefert. Allerdings weist die Verwendung der Zustandsriick-
fithrung (4.27) einen Nachteil auf. Das System (4.24) in den urspriinglichen Koordinaten
weist m Freiheitsgrade in Form der Eingangsgrofien u € R™ auf. Wéahlt man die Zustands-
riickfithrung (4.27), dann gilt dies fiir das System (4.30) in transformierten Koordinaten
nicht mehr. Es stehen nur mehr p neue Eingangsgrofien v € RP geméfl der Anzahl der zu
regelnden Ausgangsgrofien y € RP zur Verfiigung. Damit verliert man Freiheitsgrade, die
man nutzen konnte, um bspw. das System (4.30b) gezielt zu beeinflussen. Nachfolgend
wird gezeigt, dass dieser Nachteil behoben werden kann und eine Normalform existiert,
die fir die Pfadfolgeregelung geeigneter ist. Fiir die Formulierung des Ergebnisses wird
noch nachstehende Definition benétigt.
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Definition 4.3 (Aquivalenz unter statischer Riickfiihrung). Zwei dynamische Systeme
der Form

Y: X
%

f(x) + G(x)u (4.31a)
f®) + G (4.31b)

mit x,X € R™ und u, @ € R™ sind lokal dquivalent unter statischer Riickfiilhrung an
einer Stelle X falls in einer Umgebung U von X

(A) eine reguldre Zustandsriickfithrung
u=o(x)+Ax)ua (4.32)

mit glatten Abbildungen a und A sowie A(x) invertierbar fiir alle x in der
Umgebung U von X und

(B) ein Diffeomorphismus X = ®(x)
so existieren, dass

oP

f(x) = T NG + Gx)ar(x)) el (4.33a)
G(x) = ZZI:(X)G(X)A(X) o (4.33b)

Man sagt, die beiden Systeme 3 und 3 sind dquivalent unter statischer Riickfithrung
auf U.

Aufgabe 4.1. Rechnen Sie die Beziehungen (4.33) nach.
Der folgende Satz aus [4] liefert nun die gewiinschte Normalform.

Satz 4.1 (Exakte Eingangs- Ausgangslinearisierung fiir nichtquadratische AI-Systeme).
Angenommen, das System (4.24) hat vektoriellen relativen Grad {ri,r2,...,rp} mit
P = 2521 rj <n an der Stelle X. Dann gilt, dass (4.24) in einer Umgebung U von X
dquivalent unter statischer Riickfihrung zu einem System der Form

£ = Af +Bvy (4.34a)
77 = f0(77; 5) + Gl(na 5)V1 + G2 (777 g)VQ (434b)
ist. Dabei gilt € € R", m € R"™", vi € RP und vo € R™P. Das Teilsystem (4.34a) liegt

in Brunovsky Normalform vor. In den neuen Koordinaten gilt mit einer Partitionierung
von & gemdfS (4.29), dass yi = &1, i =1,...,p.

Beweis. Analog zu [1] gilt auch hier, dass ein Diffeomorphismus z = ®(x) gemal
(4.29) in einer Umgebung U von X existiert. Damit folgt die Systemdynamik in
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transformierten Koordinaten zu

él,m L;I hl (X)

é - L2 ho(x

el b + D (%) 1 (1 (4.35)

C ) N
§ij =&+, t=1...,p, j=1...,m—1 (4.35b)
n=a(n§ +Pmn&u (4.35¢)

mit

4i(1,€) = Ledrii(X)|xep-1(z), i=1,...,n—7 (4.35d)
Pij(n,§) :ng¢r+i(x)|x:¢.—1(z), i1=1,....n—r, j=1,...,m. (4.35€)

Geméf der Annahme folgt, dass die Entkopplungsmatrix D in einer Umgebung U von
% = @ 1(z) vollen Rang besitzt. Sei N(x) € R™*("~P) eine Matrix, deren Spalten
den Nullraum von D(x) aufspannen. Damit léasst sich die in der Umgebung U von X

regulire Matrix A(x) = [M(x) N(x)] mit M(x) = D(x) (D(x)D"(x)) ' € R™

definieren. Mit } )

Lt ha(x)

L;Q hg (X)

a(x) = —A(x) : , (4.36)

L" hy ()
0

wobei der Nullvektor in (4.36) m — p Zeilen aufweist, folgt die gesuchte Zustandsriick-
fithrung

\%
U= a(X)mg-1(g) + AX)ma-1(5) [Vj ; (4.37)

die die gewiinschte Normalform (4.34) in (&, n)-Koordinaten liefert. O

Aufgabe 4.2. Rechnen Sie nach, dass die im Beweis von Satz 4.1 angegebene Riickfiih-
rung tatsachlich auf die gewiinschte Normalform fiihrt.

In der Normalform (4.34) kommen im Gegensatz zu (4.30) nicht nur die neuen Ein-
gangsgroflen vi € RP sondern auch vy € R™7P vor. Das bedeutet, dass die zusétzlichen
Freiheitsgrade im Fall m > p nicht verloren gehen. Sie kénnen in Form von vy ggf. dafiir
genutzt werden, das Teilsystem (4.34b) zu beeinflussen. Basierend auf der Normalform
(4.34) werden nachfolgend Pfadfolgeregler fiir implizit definierte und parametrierte Pfade
entworfen.
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4.3.2 Implizit definierte Pfade

Ein moglicher Ansatz zum Entwurf von Pfadfolgereglern fiir implizit definierte Pfade
besteht darin, neue fiktive Ausgangsgrofien

¥ = h(x) = s(h(x)) (4.38)

mit ¥ € RP~! zu definieren. Fiir die nachfolgenden Ausfithrungen sind zwei Annahmen
essenziell.

1. Es wird vorausgesetzt, dass das System x = f(x) + G(x)u mindestens p — 1 Ein-
gangsgroffen aufweist, d.h. m >p—1, p > 1.

2. Das System x = f(x) + G(x)u mit der Ausgangsgrofie y gemafl (4.38) hat in IT'*
einen wohldefinierten vektoriellen relativen Grad gemé&fl Definition 4.2.

Unter diesen Annahmen kann Satz 4.1 angewandt und das System x = f(x) + G(x)u mit
dem Ausgang (4.38) auf die Normalform (4.34) transformiert werden. Diese Normalform
stellt sich im gegebenen Zusammenhang in der Form

¢=A¢+Bv" (4.39a)
i = £0(n, €) + G"(n, &)v" + Gl (n, &)v! (4.39D)

mit v € R?~! und vl € R™ (=D dar. Die Darstellung (4.39) wird in der englisch-
sprachigen Literatur als Transverse Normal Form bezeichnet und soll hier analog dazu
transversale Normalform genannt werden. Die zugehorige Zustandsrickfithrung stellt sich
geméf (4.32) in der Form
il
u=ax)+ Ax) ["”] (4.40)
v

dar.

Das Differenzialgleichungssystem (4.39a) stellt die transversale Dynamik, d.h. die Dyna-
mik quer zum Pfad P, dar. Dies begriindet sich in der Tatsache, dass durch die Koordinaten
&1,1=1,...,p—1 gemiB (4.35a) und (4.35b) direkt die fiktiven AusgangsgréBen y in
der Form

§1,1
L N (4.41)
fpfl,l
gegeben sind. Falls
&1=0,i=1,...,p—1 (4.42)

gilt, befindet sich der Ausgang y des Systems exakt am Pfad P. Ist (4.42) nicht fiir
alle &1, ¢ = 1,...,p — 1 erfiillt, bewegt sich der Ausgang y abseits vom Pfad. Die
verbleibenden Koordinaten in £ stellen entsprechend dem vektoriellen relativen Grad die
Ableitungen von fl(x) dar. Damit ist unmittelbar einsichtig, dass die Koordinaten & der
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Dynamik quer (transversal) zum Pfad zugeordnet sind. Die transversale Dynamik (4.39a)
liegt entsprechend Satz 4.1 in Brunovsky Normalform vor, d.h. das System (4.39a) ist
vollstandig erreichbar. Damit ist das Ziel (Z1) der Pfadfolgeregelung leicht durch den
Entwurf eines asymptotisch stabilisierenden linearen Zustandsreglers in der Form

t T
’U;h = _ki’O/t 51‘,1 dt — Z ki,jgi,j 1= 1, vy D — 1 (443)
0 j=1

mit geeigneten Koeffizienten k; ; > 0 erfiillbar. Das Regelgesetz (4.43) beinhaltet einen
Integralanteil, um z. B. mit Modellabweichungen besser umgehen zu kénnen und damit
besser fiir einen praktischen Einsatz geeignet zu sein.

Um die Dynamik (4.39b) zu erhalten, missen die Funktionen ¢,4;(x), i =1,...,n—r
zur Komplettierung des Diffeomorphismus

D¢ (x)

3 - B <I>£(x) B Gry1(x)

R e B
Pn(x)

gewdhlt werden. Da fiir & = 0 unabhédngig vom Wert von 17 die Ausgangsgréflen y
exakt am Pfad liegen, stellt (4.39b) die tangentiale Dynamik dar. Die Koordinaten
N = ¢r+i(x), @ = 1,...,n — r werden entsprechend dem vorliegenden Pfad und der
applikationsspezifischen Ziele (Bewegung auf P) gewihlt. Dabei ist noch die zusétzliche
Nebenbedingung zu beachten, dass durch (4.44) tatséchlich ein Diffeomorphismus gegeben
ist. Im Fall m > p— 1 sind die Eingangsgrofen vl in (4.39b) vorhanden und damit kénnen
geeignete Regler entworfen werden, um (Z3) zu erfiillen.

Das noch offene Ziel der Pfadfolgeregelung ist (Z2), die Invarianzeigenschaft. Befindet
sich der Zustand des Systems zum Zeitpunkt tg in der Menge

I ={xeR"|s(h(x)) =0}, (4.45)

d.h. die Ausgangsgrofien befinden sich exakt am Pfad P, ist es im Allgemeinen nicht
garantiert, dass dies fiir alle ¢ > ¢y der Fall ist. Dafiir miissen auch alle Ableitungen von
h(x) zum Zeitpunkt to null sein. Aus dieser Uberlegung folgt die Definition der Menge

I = {XR €R" | Be(x) =0} C T . (4.46)

Gilt nun, dass x(t9) € I'*, dann kann durch die Wahl vl = 0 erreicht werden, dass
& =0Vt >ty wie leicht an (4.39a) erkennbar ist. Damit gilt, dass die Menge I'* gesteuert
positiv invariant ist und der Pfad P fiir alle Zeiten ¢ > ¢y nicht mehr verlassen wird, was
die Erfullung der Invarianzeigenschaft (Z2) impliziert.

Damit ist gezeigt, dass basierend auf der Normalform (4.39), die unter den getroffenen
Annahmen stets systematisch errechenbar ist, einfach ein Pfadfolgeregler fiir die Erfiillung
der Ziele (Z1)—(Z3) entworfen werden kann.

Vorlesung und Ubung Fortgeschrittene Methoden der nichtlinearen Regelung (Wintersemester 2020,/2021)
© T. Gliick, A. Kugi, A. Steinbéck, Institut fiir Automatisierungs- und Regelungstechnik, TU Wien



4.3 Pfadfolgeregelung basierend auf exakter Linearisierung Seite 99

Aufgabe 4.3. Zeigen Sie, dass mit der gezeigten Vorgehensweise die Erfiillung der Ziele
(Z1)—(Z3) nicht widerspriichlich ist, d. h. das Erreichen eines Zieles beeinflusst nicht
die anderen beiden.

Die Menge I'* geméfl (4.46) stellt eine Untermannigfaltigkeit des Zustandsraumes dar. In
der englischsprachigen Literatur wird sie gelegentlich als zero path error manifold oder auch
path following manifold bezeichnet. Die Dynamik des Systems auf dieser Mannigfaltigkeit
ist durch

i = £°(n,0) + Gl (n, 0)vl (4.47)

gegeben. Sie entspricht der internen Dynamik des Systems auf dem Pfad P.

Beispiel 4.4 (Fahrzeug mit variabler Vorwéartsgeschwindigkeit). Die gezeigte Theorie
soll fiir die Pfadfolgeregelung eines Fahrzeuges, beschrieben durch das mathematische
Modell

T _Ul cos ¢ 0 0
) d |y v sin @ 0 0
X=— = + u 4.48a
dt 0 () 0 ( )
() 0 0 1
f, (x) Gy (x)
"
y =h(x) = , (4.48b)
Y]

angewandt werden. Die Stellgrofle w1 kann mit dem Lenkwinkel in Verbindung ge-
bracht werden wihrend ug direkt die zeitliche Ableitung der Vorwértsgeschwindigkeit
vy # konst. angibt. Der Winkel ¢ beschreibt die Orientierung des Fahrzeuges relativ
zur x-Achse. Der Ausgang y ist durch die z- und y-Position des Fahrzeuges gegeben.

Im konkreten Fall soll der Pfadfolgeregler das Fahrzeug zu und entlang einer Ellipse
gegeben durch die implizite Gleichung

(1 —v10)®  (y2 — y20)°
a? + b2

se(y) = -1 (4.49)
fithren. Als Ziel (Z3) wird fiir diese Anwendung gewéhlt, dass die Vorwértsgeschwin-
digkeit auf dem Pfad einer hinreichend oft stetig differenzierbaren Solltrajektorie
vy,q4(t) folgen soll.

Der erste Schritt besteht darin, die am Beginn von Abschnitt 4.3.2 getroffenen
Annahmen zu verifizieren. Die Voraussetzung m > p — 1 = 1 ist offensichtlich erfiillt.
Fiir die Uberpriifung der zweiten Annahme wird die fiktive Ausgangsgrofie

(z — ylo)2 (y — y20)2

5t —1=h(x) (4.50)

§ = se(h(x)) =

benotigt. Nun muss iiberpriift werden, ob das System (4.48a) mit der Ausgangsgrofie
(4.50) einen wohldefinierten relativen Grad in I'* aufweist. Dies soll gemeinsam mit
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der Berechnung von I'* geméf (4.46) im néchsten Schritt durchgefithrt werden. Dazu
berechnet man zuerst die Ableitungen von (4.50) in der Form

. N A A T — cos - sin
= Leh00) + L A0 1 + L o) = 20 (L0 080 (0 p)sn )
——— ——— a b
0 0
(4.51a)
§ =L} h(x) + Lg, ,Lg, h(x)u1 + Lg, ,Lg, h(x)us = (4.51b)
. T

B cos? <p sin? (p 21}12((3/7”,?2) =L — (x—yla()2) Slmp) 451

= + 2<(x—y10) COS + (y—y20) Singo) u, ( . C)
a? b2
D(x)
wobei in ¢ der Eingang u erscheint. Damit ist T* durch

* = {x € R*| h(x) = Ly, h(x) = 0} (4.52)

gegeben. Sei x = [a‘c TR ﬁl}T ein Punkt, der in I'* liegt. Es muss nun noch
nachgewiesen werden, dass D(x) vollen Rang fiir alle x € I'* aufweist. Die Bedingung
Lfvﬁ(fc) = 0 geméf (4.51a) impliziert, dass sich das Fahrzeug tangential zum Pfad
bewegt. Dies kann verifiziert werden, indem der Winkel der Tangente an die Ellipse,

der durch
(T — y10)b >

—(y — y20)a? (4.53)

©p = arctan(

gegeben ist, in (4.51a) eingesetzt wird. Driickt man nun beispielsweise aus ﬁ(f{) =0
Z in Abhéngigkeit von y aus und setzt diese Beziehung zusammen mit (4.53) in D
ein, dann erhéilt man

D(x) = [ 202 v/a? (§—y20)>+b* —b2(§—y20)” 0] (4.54)

ab?
fir alle x € T'". Damit ist gezeigt, dass die Entkopplungsmatrix fiir alle v; # 0
und y20 — b < y < yo0 + b Rang 1 aufweist und damit das System (4.48a) mit der
Ausgangsgrofie (4.50) einen wohldefinierten relativen Grad r = 2 in I'* aufweist.

Damit kann direkt Satz 4.1 angewandt werden. Der erste Teil des Diffeomorphismus
fiir die Transformation in die transversale Normalform lautet

_ [ a0
D (x) = [Lfvﬁ(x)] . (4.55a)
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Im Hinblick auf das Ziel (Z3) wird die Zustandstransformation mit

B, (x) = M (4.55b)

zu

(4.55¢)

erganzt.

Aufgabe 4.4. Verifizieren Sie, dass es sich bei (4.55) tatséchlich um einen Diffeo-
morphismus in ['* handelt.

Fiir die Berechnung der exakt linearisierenden Zustandsriickfithrung (4.37) wird
zuerst die Matrix N(x) in der Form

2 ( (w—y1ao2) cose (y—yzbo2) sin w)

N(X) _ 21};((1/7?4202) cosw_(zfym)siHW) (4.56)

b a2

1

-1
gewihlt. Aus D(x) geméf (4.51c) lassen sich direkt M(x) = DT (x) <D(X)DT(X)> €

R?*! und in weiterer Folge A(x) = [M(x) N(x)} errechnen. Damit folgt die Zu-
standsriickfiihrung zu

,Urh
u = a(x)+ A(x) i (4.57)
v
mit R
L2 h
a(x) = —A(x) [ fvo(x)] : (4.58)
Die transversale Normalform ergibt sich im vorliegenden Fall zu
. | &
£ = L}m (4.59a)
7 =£(n,€) +g"(n,&v" + gl(n, &) (4.59b)

wobei die Terme in f°, g™ und gll bereits sehr umfangreich sind. Im Hinblick auf (Z3)
ist vor allem die Einschrankung von (4.59b) auf I'* entsprechend (4.47) interessant.
Diese interne Dynamik auf der Ellipse ergibt sich zu

Nl
= in% (a4(cos n2)*—2a2b2 (cos n2)*+b% (cos m2)*—2a% (cos n2) 2 4+2a2b2 (cos n2)2+a4) sin 7z (460)
b2 \/a4n% (sinm2)? (a2 (sin72)?—b2(sin 772)2+b2)
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wobei das Vorzeichen von 72 davon abhéngig ist, in welcher Richtung die Ellipse
abgefahren wird. Die erste Zeile von (4.60) lautet ¢, = v/l womit sich (Z3) mit dem
Regelgesetz

ol =dq(t) — Kl —va(t) KV >0 (4.61)
erzielen lasst. Die transversale Dynamik wird mit dem Regelgesetz
A S EMED >0 (4.62)

stabilisiert. Es sei noch angemerkt, dass man durch das Erreichen des Zieles (Z3)
zumindest auf der Ellipse sicherstellen kann, dass v; # 0 gilt. Damit ist gewéhrleistet,
dass die Entkopplungsmatrix D(x) stets vollen Rang in I'* aufweist.

Fiir die im Folgenden dargestellten Ergebnisse werden die Parameter a = 4, b = 2.5,
yio = 1, yoo = —1.5, k' = 0.25, kg“ = 1 und kl = 0.5 verwendet. Weiters gelte
v a(t) = 0.5+ (sin(%))2. In Abbildung 4.4 ist die Trajektorie des Fahrzeuges fiir

T
den Anfangswert xg = {5.5 1 37“ 0.45} dargestellt. An der Startposition des
Fahrzeuges ist ein Pfeil eingezeichnet, der die anfdngliche Orientierung zusétzlich
verdeutlichen soll.

1k L i

> —1.5

Abbildung 4.4: Trajektorie des Fahrzeuges mit v; # konst. fiir die Pfadfolgeregelung
einer Ellipse.

In Abbildung 4.5 sind die zugehorigen Zeitverldufe im geschlossenen Kreis ersichtlich.
Die Zusténde & der transversalen Dynamik konvergieren zu null womit der Zustand
x in die Menge I'* gezwungen wird. Gleichzeitig ist ersichtlich, dass n; = v; der
Solltrajektorie v; q(t) nachgefiithrt wird.

Abbildung 4.6 zeigt Trajektorien des Fahrzeuges fiir verschiedene Anfangswerte.
Wenn x¢ in I'* liegt (das Fahrzeug befindet sich auf der Ellipse und ist tangential
dazu ausgerichtet) bleibt das Fahrzeug fiir alle zukiinftigen Zeiten auf der Ellipse.
Dies zeigt, dass die Invarianzeigenschaft (Z2) erfiillt ist. Je nach Startposition und
-orientierung ist die Richtung, in welcher die Ellipse abgefahren wird, eine andere.
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Abbildung 4.5: Zeitverldufe im geschlossenen Kreis bei der Pfadfolgeregelung einer
Ellipse fur das Fahrzeug mit v; # konst.

T T
1k _
= —1.5
—4 - -
! ! ! !
-3 —1 1 3 )
xr

Abbildung 4.6: Trajektorien des Fahrzeuges mit v; # konst. fiir die Pfadfolgeregelung
einer Ellipse und verschiedenen Anfangswerten.
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Beispiel 4.5 (Fahrzeug mit konstanter Vorwértsgeschwindigkeit). Im Gegensatz zu
Beispiel 4.4 soll hier das Fahrzeug mit konstanter Vorwértsgeschwindigkeit v; =
konst. > 0 beschrieben durch die Differenzialgleichungen

d T _Ul Cos 0
X = v = v sinp| + (0| u (4.63a)
® 0 vy
—_————
f(x) g
"
y =h(x) = [ (4.63Db)
Y]

betrachtet werden. Berechnet man wieder die Ableitungen von (4.50) in der Form

i = Leh(x) + Lgh(x) u = 21)l<(x - ylg) cosp | (W= yZS) Sm@) (4.64a)
——— a b
0
§ = L3h(x) + LgLeh(x)u = (4.64b)
cos’p  sin’p (y —y20)cosp  (x —yio)sing
= 20} ( St |t <2vl2< 3 — - )) u  (4.64c)
d(x)

sieht man, dass
1. die erste Ableitung von ¢ ident zu (4.51a) ist und

2. der Vorfaktor von u durch den ersten Eintrag der Entkopplungsmatrix D(x) in
(4.51c) gegeben ist.

Damit bleibt I'* qualitativ unverdndert und der Ausgang ¢ besitzt wieder einen
wohldefinierten relativen Grad in I'*.

Damit kann wieder direkt Satz 4.1 angewandt werden, dessen Aussagen auf Grund
von m =p — 1 =1 zu den Ergebnissen in [1] ident sind. Die Transformation in die
transversale Normalform kann wieder zu

ﬁgx)
®(x) = |Leh(x) (4.65)
12

gewihlt werden. Auf Grund von m = p—1 ist kein v/l vorhanden. Daher wird auch die

Matrix N zur leeren Matrix und M reduziert sich zu m(x) = % = ﬁ = A\(x).
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Damit folgt die exakt linearisierende Zustandsriickfiihrung zu

20} <a2(cos ©)* — (cos p)?b% — a2) + a?b*™

— A h— )
u = ax) +Ax)v 207 (— sin(p)b?x + sin(@)b?y10 + cos(p)a?y — cos(p)aya)
(4.66)
Die transversale Normalform lautet
&= lﬂ (4.67a)
v
=€) +9"(n,&v" (4.67b)

wobei die tangentiale Dynamik (4.67b) nicht beeinflussbar ist. Damit kénnen in
diesem Fall keine Ziele (Z3) beriicksichtigt werden. Die Trajektorien des Fahrzeuges
im geschlossenen Kreis sehen qualitativ sehr dhnlich zu denen von Beispiel 4.4 aus.

Beispiel 4.6. Wieder soll das Fahrzeug mit konstanter Vorwértsgeschwindigkeit v; in
der Form (4.63) betrachtet werden. Diesmal soll ein Pfadfolgeregler fiir die Verfolgung
einer Lemniskate gegeben durch die implizite Gleichung

sily) =yl —vi + 43 (4.68)
entworfen werden. Dazu wird wieder die fiktive Ausgangsgrofie
§ = sib(x) = " — ? 1 y* = h(x) (4.69)

angeschrieben und festgestellt, ob diese einen relativen Grad in I'* aufweist. Dazu
werden die Ableitungen von (4.69)

3§ = Leh(x) + Lgh(x) u = (49:3 - 233) vy cos(p) + 2y sin(p) (4.70a)
0
§ = L3h(x) 4 LgLeh(x)u = (4.70b)
= (12m2 - 2) v? (cos p)? + 20f (sin )* + 2@?((1’ - 2x3) sin(p) + ycos(cp)) u
d(x)
(4.70c)

berechnet. Wie man unmittelbar erkennt, verschwindet der Vorfaktor d(x) von w fiir

beliebige [0 0 @}T € I'* womit die Voraussetzung verletzt ist, dass das System mit
der Ausgangsgrofie ¢ einen relativen Grad in I'* aufweist. Mit dem resultierenden
Regelgesetz konnte nicht der gesamte Pfad abgefahren werden. Wie im folgenden
Abschnitt 4.3.3 gezeigt wird, kann basierend auf der parametrierten Darstellung der
Lemniskate aber trotzdem ein Pfadfolgeregler entworfen werden, der es ermdoglicht,
die gesamte Lemniskate abzufahren.
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4.3.3 Parametrierte Pfade

Das Ziel dieses Abschnitts ist der Entwurf von Pfadfolgereglern fiir parametrierte Pfade
definiert durch eine Abbildung o (6) : T — RP. Dazu sollen auch hier dhnliche Annahmen
wie in Abschnitt 4.3.2 getroffen werden, d. h.

1. fiir das System x = f(x) + G(x)u gilt m > p—1, p > 1, und

2. das System x = f(x) + G(x)u mit der Ausgangsgréfle y = h(x) hat in I'* einen
wohldefinierten vektoriellen relativen Grad {ri,rz,...,rp}. Da m > p — 1 erlaubt
ist, muss im Folgenden eine Unterscheidung getroffen werden.

a) Falls m > p gilt, kann direkt die Definition 4.2 des vektoriellen relativen Grades
verwendet werden.

b) Fiir den Fall m = p — 1 bleibt diese Definition unverdandert bis auf die Tatsache,

dass rang(D(x)) = m gelten muss.

Um die zeitliche Evolution des Pfadparameters 6 beschreiben zu kénnen, wird ein Hilfs-
system der Form

0" = vy (4.71)
mit einer neuen fiktiven Eingangsgroffe vg und 7 = max{ry,r2,...,7p} definiert. Im
Folgenden werden der Pfadparameter und seine zeitlichen Ableitungen zu einem Vektor
L a7
¢C=10 60 6 ... 00V zusammengefasst und die Darstellung von (4.71) als ein
lineares, zeitinvariantes System '
¢=F(+huy (4.72a)
mit _ :
00
10 0
0001 ---0 . : el
F=| e R™" und  h= || eR™ (4.72D)
00 00 1 1
00 00 0
verwendet.

Fiir den Fall m = p — 1 werden die oben getroffenen Annahmen noch erweitert. Dazu
definiert man die Indexmenge Z = {i | r; = 7}. Basierend auf dieser Indexmenge kann der
Vektor dy € RP aufgebaut werden, fiir den gilt, dass

{—ag(e) i€l (4.73)

dy; =
o i¢T.

)

Es soll nun nicht nur gelten, dass die Entkopplungsmatrix D zum Ausgang y in I'* den
Rang m = p — 1 aufweist, sondern auch, dass die Matrix

D dy| e RO (4.74)
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den Rang p besitzt.
Fiir den Entwurf eines Pfadfolgereglers wird das erweiterte System

X = ] =fe(x) + Ge(x)V

¢ F¢ + hyg

X‘| _ [f(x) + G(x)u

mit T = [uT 1)9} und dem Fehlerausgang

e =h(x) —o(C1) = he(x)

betrachtet.

(4.75a)

(4.75D)

Lemma 4.1. Das System (4.75) weist unter den getroffenen Annahmen einen wohl-

definierten vektoriellen relativen Grad {ri,rs,...,rp} auf.

Aufgabe 4.5. Zeigen Sie Lemma 4.1.

Fiir den Fall m > p kann unter den getroffenen Annahmen stets eine spezielle Normalform
gefunden werden, die den Entwurf von Pfadfolgereglern fiir parametrierte Pfade wesentlich
vereinfacht. Dieses Ergebnis ist im nachfolgenden Satz formuliert und beruht auf Lemma

4.1 und Satz 4.1.

Satz 4.2. Es sei m > p und alle getroffenen Annahmen seien erfillt. Dann gilt, dass
das System (4.75) dquivalent unter statischer Rickfihrung zu einem System der Form

§=A{+Bvp

i = £0(n, &) + GT(m, & mp)ve + GR(m, & mp)vr

":]9 = F"’]@ -+ [0 h} VR

(4.76a)
(4.76D)

(4.76¢)

ist. Dabei gilt € € R", n € R*™, ny € R, vp € RP und vr € R™ P mit
P = Z§:1 rj. Das Teilsystem (4.76a) liegt in Brunovsky Normalform vor.

Beweis. Die Herleitung beruht auf Satz 4.1 und liefert gleichzeitig die Vorschrift, wie
die Transformation in die Normalform (4.76) zu errechnen ist. Es wird die spezielle
Struktur des Systems (4.75) genutzt, ndmlich dass die Dynamiken des Pfadparameters
und des urspriinglichen Systems nur iiber den Fehlerausgang e verkniipft sind. Um
die Normalform (4.76) zu erhalten, wird dem System (4.75) eine weitere skalare
Ausgangsgrofie

Yo = C1 = ho(x) (4.77)
hinzugefiigt. Es gilt, dass basierend auf Lemma 4.1 auch das System
X = e(X) + Ge(X)V (4'788‘)
e =h.(x) (4.78b)
Yo = ho(x) (4.78¢)
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einen wohldefinierten vektoriellen relativen Grad {ri,...,rp, 7} besitzt.
Aufgabe 4.6. Zeigen Sie diese Aussage.

Damit kann direkt Satz 4.1 auf das System (4.78) angewandt werden. Der erste Teil
der Zustandstransformation in die Normalform (4.76) lautet

he,l(X)
Lfehe,l(X)

Lit hea(x)
he,?(X)
£=3; = : (4.79a)
L2 hea(x)

hep(Xx)

rp—1
L’ hep(X)]

ho(x)
Le, ho(Xx)
Mg = Py, = ) =, (4.79Db)
Lt ho(x)
die mit den Funktionen
d’n,l(X)
n=4=e&,= : (4.79¢)
Pnn—r(X)

zu einem Diffeomorphismus komplettiert wird. Die zeitliche Ableitung von (4.79)
kann geméfl Satz 4.1 in der Form

dIel_Al¢| 4B Vl] (4.808)
dt [my Mo Vo

) V1

n = f'(n, & mp) + G1(n, €, my) ol t G2 (n, &, my)va (4.80b)

mit A und B in Brunovsky Normalform dargestellt werden. Durch Setzen von vp = v,

T
und vi = {v;f 1)9] folgt die gewiinschte Normalform (4.76). Die Zustandsriickfiih-
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rung stellt sich in der Form

Vi
v=a(x)+AK) v | =al)+AN) | ] (4.81)
Vo R
dar, wobei die letzte Zeile in (4.81) vy = vy lautet. O

Im Fall m = p—1 kann ebenfalls eine Normalform analog zu (4.76) erhalten werden. Dazu
wendet man basierend auf Lemma 4.1 Satz 4.1 direkt auf das System (4.75) an und erhélt

£€=A¢+Bvp (4.82a)
i) =1(n, &) + GP(n,&)vp (4.82D)

mit £ € R", n € R"™" und vp € RP. Die Normalform (4.82) weist im Gegensatz
zu (4.76) weniger Struktur auf. Die interne Dynamik mit den Koordinaten 1 kann im
Allgemeinen nicht mehr in zwei Teile aufgespalten werden, von denen einer direkt dem
Hilfssystem entspricht. Beide Normalformen (4.76) und (4.82) kénnen analog zu (4.39)
als transversale Normalformen bezeichnet werden. Die Koordinaten & sind wieder der
transversalen Dynamik zugeordnet. Dementsprechend représentieren die Koordinaten n
die tangentiale Dynamik.

Im Fall m > p erkennt man anhand von (4.76), dass sich die Trajektorie des Hilfssystems
(und damit des Pfadparameters 6) stets gezielt vorgeben lisst. Da fiir £ = 0 unabhéingig
vom Wert von ¢ die Ausgangsgrofien y exakt am Pfad liegen, ist es sinnvoll die Dynamik
des Pfadparameters der tangentialen Dynamik zuzuordnen.

Analog zu Abschnitt 4.3.2 kann auch hier die Menge I'* in der Form

M= {x € R"" | ®¢(x) =0} C T (4.83)

definiert werden. Die Ziele (Z1)—(Z3) konnen ebenfalls so wie in Abschnitt 4.3.2 durch
den Entwurf von Reglern fiir die transversale und (falls moglich) tangentiale Dynamik
erreicht werden.

Bei der Implementierung des resultierenden Pfadfolgereglers muss die Dynamik (4.71)
des Pfadparameters im Digitalrechner mitintegriert werden. Dafiir sind auch geeignete
Anfangswerte (to) erforderlich. In der Literatur [5] wird héufig empfohlen, 8(t) = 6(tg) =
=00 () = 0 und

0(to) = argmin [n(x(t0)) ~ o (9)] (4.84)

zu wahlen. Man beachte aber, dass im Allgemeinen die Wahl von ({(¢y) mafBigeblich
beeinflusst, ob die Invarianzeigenschaft (Z2) erfiillt ist, siche dazu auch das Beispiel 4.7.

Beispiel 4.7 (Fahrzeug mit variabler Vorwértsgeschwindigkeit). Als Beispiel dient
zunichst wieder das Fahrzeug mit variabler Vorwartsgeschwindigkeit mit dem mathe-
matischen Modell (4.48). Fir dieses gilt m = p = 2. Es soll ein Pfadfolgeregler fiir
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die Verfolgung einer Lemniskate gegeben durch die parametrierte Darstellung

cos(6) ]

o1f) = [COS(Q) sin(6) (4.85)

entworfen werden. Das Ziel (Z3) wird im konkreten Fall so spezifiziert, dass die
Lemniskate alle 20 Sekunden komplett abgefahren werden soll. Zunéchst wird der
vektorielle relative Grad des Systems (4.48) ermittelt. Durch Bilden der Ableitungen

g [rem] s

vy sin(

o [—vl sin(p) cos(y) u (4.86D)

vi cos(p)  sin(yp)

D(x)

erhdlt man einen vektoriellen relativen Grad von {2,2}. Die Entkopplungsmatrix ist
fiir alle Punkte im Zustandsraum mit v; # 0 regulédr. Damit folgen # = 2 und das
Hilfssystem fiir den Pfadparameter in der Form

; 0 1
= + v 4.87
¢ L) ol €T {1 v (4.87)
N—— ~~
F h
AT
mit ¢ = [0 ]
Grundlage des Entwurfes ist das erweiterte System
X = £o(x) + Ge(X)v = £o(x) + [gen (00 ge2(x) ges(x)|¥
_’Ul cos <p_ [0 0 0]
vy sin @ 0 00
0 w0 of |V

— + ! U (488&)

0 0 10

vg
(2 0 00
| 0 10 0 1]
mit den Ausgangsgréfien
x — cos((1)
e =hc(x) =h(x) —oi(1) = l . ] (4.88D)
y — cos(C1) sin(¢1)

Yo =ho(x) =1 - (4.88c¢)
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Da gleich viele Eingangs- wie Ausgangsgroflen vorliegen und fiir den vektoriellen
relativen Grad r1 4+ ro 4+ 7# = 6 gilt, reduziert sich die weitere Vorgehensweise auf
eine Eingangs-Zustandslinearisierung geméaf [1]. Die Koordinaten der transversalen
Normalform ergeben sich gemaf} (4.79) zu

x — cos((1)
V] COS + sin
‘= 1 cos(¢) .(Cl)@ - Cl] . (4.89)
y — cos(C1) sin(Cy) G2
wsin(e) + ((sin G1)° ~ (cos 1)*) G2
Die exakt linearisierende Zustandsriickfiihrung lautet
-1
L. Lehei(X) LgoLehei(X) Lg,Lehei(X) v Lfe e1(X)
v = Lge lLfe e 2(X) Lge 2Lfe € 2(X) Lge,?,Lfe h€72(X) l'[}g ] (X)
L Lge,lLfe h@( ) Lge,ZLfe h@( ) Lge,3 Lfe he(X) L2 ha )
[ sing cose ©08()(2(cos1)® 1) + sin(ip) sin(¢r) cos()2
= B vlz Ul2 UZQ VPl 4 cos((1) s1 2(
cosp sing sin(p) (2(005{1)2—1) — cos(p) sin(¢1) vg )sin(6)
0 0 1
(4.90)

Diese transformiert gemeinsam mit (4.89) das System (4.88) in die Normalform (4.76),
die sich im vorliegenden Fall zu

&2

; vp1 . Mo,

é— g = l 2] (4.91)
&4 vg
UP,2

ergibt. Da ry + 19 = r = 4 = n gilt, gibt es keinen Zustand 1 bzw. keine Dynamik
(4.76b). Durch die Verwendung der Regelgesetze

vp1 = —kp11&1 — kp 1282 (4.92a)
vp2 = —kp21&s — kp 2284 (4.92b)
vg = —ky (779,2 - éd) (4.92c)

mit kp ;j, kg > 0 kann der Pfad stabilisiert und gleichzeitig mit 04 = :l:%—g das Ziel
(Z3) erreicht werden.

Fiir die nachfolgenden Ergebnisse werden die Parameterwerte kp 11 = kp 21 = 0.25,
kpi2 = kpo2 = 1 und ky = 0.5 verwendet. Am Anfangszeitpunkt ¢y = 0 wird (;(0)
aus (4.84) bestimmt. Damit die Invarianzeigenschaft erfiillt ist, muss zusétzlich nicht
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nur das Fahrzeug auf dem Pfad und tangential dazu starten, sondern es muss auch
(2(0) entsprechend (4.89) so gewéhlt werden, dass die Gleichungen

vi(0) cos(12(0)) + sin(¢1(0))¢2(0) = 0 (4.93a)
u(0) sin((0)) + ((sin ¢1(0))* — (cos ¢1(0))*) &>(0) = 0 (4.93b)

erfillt sind. Da bei den nachfolgend gezeigten Simulationsergebnissen das Fahrzeug
ohnehin nicht am Pfad startet, wird, sofern nicht anders angegeben, (»(0) = 0 gewéhlt.
In Abbildung 4.7 ist die Trajektorie des Fahrzeuges fiir den Anfangswert xo =

[55 1 2 045}T dargestellt
. > ) .

1+

0.5

-1 1 1 I I 1 1 1 1

-1 0 1 2 3 4 ) 6

x
Abbildung 4.7: Trajektorie des Fahrzeuges mit v; # konst. fiir die Pfadfolgeregelung
einer Lemniskate.

6F T T T : :
; --=-071 0F \\
ab o\ - o |l
P N
> molS —os k-
& 2f -
ol o -1k
—-1.5
5 :
0.8
04
= 0.2

0 10 20 30 40

tins tin s
Abbildung 4.8: Zeitverldufe im geschlossenen Kreis bei der Pfadfolgeregelung einer
Lemniskate fiir das Fahrzeug mit v; # konst.

Die zugehorigen Zeitverlaufe im geschlossenen Kreis sind in Abbildung 4.8 ersichtlich.
Der Fehlerausgang wird zu null geregelt was durch die anvergenz von y zu oy
ersichtlich ist. Die zeitliche Ableitung des Pfadparameters 8 = (» konvergiert zum
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gewiinschten Wert 6,. Dadurch wéichst im Laufe der Pfadverfolgung der Wert des
Pfadparameters 8 = (; iber alle Grenzen. Bedingt durch die Tatsache, dass 6 konstant
gehalten wird, schwankt die Lingsgeschwindigkeit v; des Fahrzeuges auch bei exakter
Verfolgung der Lemniskate, siehe dazu auch Beispiel 4.8.

Abbildung 4.9 zeigt Trajektorien des Fahrzeuges fiir verschiedene Anfangswerte.
T T T T

Abbildung 4.9: Trajektorien des Fahrzeuges mit v; # konst. fiir die Pfadfolgeregelung
einer Lemniskate und verschiedenen Anfangswerten.

Beispiel 4.8 (Fahrzeug mit konstanter Vorwartsgeschwindigkeit). Zur Illustration
des Falles m = p — 1 soll das Fahrzeug mit konstanter Vorwartsgeschwindigkeit
(4.63) herangezogen werden. Das Ziel ist der Entwurf eines Pfadfolgereglers fur die
Verfolgung einer parametrierten Lemniskate. Fiir die Ableitungen der Ausgangsgrofie

y gilt

V] COS

y = (4.94a)

vy sin

—v? sin ¢

5 = (4.94D)

’UZQ cos ¢
d(x)

Fiir v; # 0 und beliebige Werte ¢ gilt, dass nicht beide Komponenten von d gleichzeitig
verschwinden. Damit gilt rang(d) = m = 1 und r = ro = 2. Daraus folgt wie in
Beispiel 4.7 # = 2. Da der Fall m = p — 1 vorliegt, miissen noch die erweiterten
Annahmen aus Abschnitt 4.3.3 iiberprift werden. Mit der Indexmenge Z = {1, 2} gilt
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dg = —o7 (). Es ist gefordert, dass die erweiterte Matrix
—v?sin @ sin 0
N o ) (4.95)
vicosp (sinh)” — (cosh)

in der Menge I'* Rang p = 2 besitzt. In I'* gilt, dass sich das Fahrzeug tangential zur
Lemniskate bewegen muss, d. h.

01 9(0) —(sin 0)* + (cos 0)*
p= arctan<0;71(9) = arctan e . (4.96)

Setzt man diese Beziehung in (4.95) ein, ergibt sich die Determinante der so entstan-
denen Matrix zu

v?\/ll(cos 0)* — 5(cos0)? +2 . (4.97)

Diese ist fiir alle 8 € R ungleich null, womit die Regularitdt der erweiterten Matrix
(4.95) entlang des gesamten Pfades nachgewiesen ist.
Das erweiterte System fiir den Reglerentwurf lautet

[v; cos ¢] 0 0
vy sin ¢ 0 0
x=f(x)+Gx)v=| 0 |+]|uy 0 m (4.98a)
C2 0 0
L 0 J L 1_

mit den Ausgangsgréfien

(4.98D)

e =h,(x) = h(x) — 01(¢;) = [ © — cos(q1) ] .

y — cos(¢1) sin((y)

Um den Fehlerausgang e auf null zu regeln, wird fiir (4.98) in weiterer Folge exakte
Eingangs- Ausgangslinearisierung vorgenommen. Es gilt

. cos(C1)¢3 —v?sin sin ¢
o [4005(41)5111@1)(221 i [ vicosp  (sin(r)? — (cos(r)? v (4.99a)

wobei die Entkopplungsmatrix natiirlich mit der erweiterten Matrix (4.95) iiberein-
stimmt. Deren Regularitiat wurde bereits nachgewiesen womit die exakt linearisierende
Riickfihrung

-1
_|—vfsing sin ¢y B cos((1)¢3
T l vicose  (sinG)? — (cos Cl)Q] <VP Ll cos(C1) sin(Cl)C%D (4:100)
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berechnet werden kann. Mit der Wahl n = (; ergibt sich die Zustandstransformation

x — cos((1)
vy cos(¢) + sin((r)¢2
H — B(x) = y = cos(C1)sin(€y) (1101)
L vy sin(p) + ((sin C1)2 — (cos (1)2)@
G

und die transversale Normalform (4.82) zu

61 = £2 (4102&)
€9 =vp (4.102D)
&="6 (4.102¢)
€4 =vp2 (4.102d)
0= fn.g) . (4.102¢)
Die interne Dynamik am Pfad lautet
. ¢0 _ \Ul|
n=f"(n0)== (4.103)

\/4(cos n)* — 5(cosn)? + 2 ‘

Aus (4.103) sieht man unmittelbar, dass am Pfad fiir v; = konst. die zeitliche Ableitung
des Pfadparameters 7 = 6 nicht konstant sein kann. Umgekehrt erklart dies auch,
wieso bei konstantem 6 die Langsgeschwindigkeit v; des Fahrzeuges schwanken muss,
wie es in Beispiel 4.7 ersichtlich ist.

Mit Reglern analog zu (4.92) kann der Pfad stabilisiert werden. Die Trajektorien
des Fahrzeuges im geschlossenen Kreis sehen qualitativ sehr dhnlich zu denen von
Beispiel 4.7 aus.

4.4 Modellpradiktive Pfadfolgeregelung

In diesem Abschnitt soll ein Pfadfolgeregler basierend auf der modellprdidiktiverc Regelung
(MPC) entwickelt werden. Grundsétzlich gibt es sehr viele Moglichkeiten, wie MPC fiir
die Pfadfolgeregelung eingesetzt werden kann. Welche Losung im konkreten Fall gewéhlt
wird, hdngt unter anderem von der Systemstruktur ab und ob der Pfad parametriert oder
implizit definiert ist.

In diesem Abschnitt wird die Formulierung des modellpridiktiven Reglers fiir den
folgenden Fall vorgestellt. Die Systemstruktur sei durch

x = f(x,u) (4.104a)
y = h(x) (4.104b)

mit x € R”, u € R™ und y € R? gegeben. Der Einfachheit halber gelte m = p. Weiters
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sollen parametrierte Pfade P der Form
P={yeRF|y=0(0),0€T)} (4.105)
verfolgt werden. Die Stellgréfien unterliegen Beschrinkungen, die durch
Umin < U < Umax (4.106)

gegeben sind. Alle Zustédnde x seien direkt messbar bzw. bekannt. Beziiglich der Dynamik
des Pfadparameters 6 wird wieder angenommen, dass dieser iiber das Hilfssystem

¢ =F¢ + hyy (4.107)

der Ordnung 7 vollkommen analog zu (4.72) beschrieben wird. Das Ziel (Z3) der Bewegung
auf dem Pfad sei so formulierbar, dass gewisse Komponenten (; einen gewiinschten Wert
(4, = konst. annehmen sollen. Die Ordnung 7 soll vorerst einfach passend zu dieser
Anforderung gewéhlt sein. Es sei darauf hingewiesen, dass der Schwerpunkt in diesem
Abschnitt auf der Formulierung des modellpriadiktiven Reglers liegt. Es werden keine
Stabilitatsbetrachtungen durchgefiihrt.

Als eine Moglichkeit, den Pfad zu stabilisieren, bietet sich folgende MPC-Formulierung
an. In jedem Abtastschritt ¢, = kT, wird das Optimalsteuerungsproblem

u(%’}zi)?ﬂ) J(te,a(-), vo(-)) (4.108a)
u.B.v. x =f(x,u) x(tr) = xg (4.108b)
¢ =F(+hyy C(tr) = Gk (4.108c)
Upin < u(t) < Upax Vit € [tk,tk + T] (4.108d)
) eT Vit € [t ty + T) (4.108¢)
mit
tot T
T(ts,u(), v9(-)) = /t I(x, ¢, w,v9) At + V(x(ts +T), C(th +T)) (4.108f)
und
I(x, ¢, u, vg) = ;[ (he) - o(c) ot =N ot (u) . rgvg} (4.108g)
Vex6) = 5| (b6 = o)) g + (¢ ) | (4.108h)

gelost. Dabei ist (x] eine Kurzschreibweise fiir die quadratische Form [x] Q= xTQx.

Die Matrizen Q., R, und S, seien positiv definit. Da wie oben ausgefiihrt nur gewisse
Komponenten ¢; von ¢ einen konstanten Sollwert (;; annehmen sollen, sind die Matrizen
Q¢ und S¢ im Allgemeinen nur positiv semidefinit. Die restlichen Komponenten von ¢,
konnen beliebig festgesetzt werden. Weiters gelte 19 > 0. Der Optimierungshorizont ist
durch T' > T, gegeben. Wie schon in Kapitel 2 werden im Folgenden optimale Lésungen
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eines Optimalsteuerungsproblems mit * gekennzeichnet. Zusétzlich wird im Argument
der entsprechenden Funktionen der Abtastzeitpunkt hinzugefiigt, an dem sie ermittelt
wurden. Dementsprechend lautet die optimale Losung von (4.108) u*(-,t;) und v (-, tx)
mit den zugehérigen Zustandstrajektorien x* (-, tx) und ¢*(-,t;). Der optimale Wert des
Kostenfunktionals J ergibt sich zu J*(ty) = J(tg, u*(, tx), v5 (-, tx)). Das Optimalsteue-
rungsproblem (4.108) wird mit den Anfangswerten x; und ¢}, gelost. Der Anfangswert x;
entspricht direkt dem Wert des Zustandes des Systems (4.104a) zum Zeitpunkt ¢. Fir
das Hilfssystem wird die optimale Losung aus dem letzten Abtastschritt t5_1, ausgewertet
zum Zeitpunkt ¢, herangezogen, d.h. {;, = ¢*(tx, tx—1). Der Anfangswert fiir ¢ im ersten
Zeitschritt tg kann so bestimmt werden wie am Ende von Abschnitt 4.3.3 beschrieben.
Intuitiv ist der modellpradiktive Regler basierend auf (4.108) durch die positiv definite
Gewichtung des Fehlers h(x) — o ((1) in der Lage, das Ziel (Z1) zu erfiillen. Dartiber hinaus
konnen durch die Gewichtung von ¢ — ¢, die Ziele (Z3) erreicht werden. Das Problem
bei der obigen MPC-Formulierung besteht darin, dass die Invarianzeigenschaft (Z2) im
Allgemeinen nicht gegeben ist. Dies liegt an der absoluten Gewichtung der Stellgréfien u.
Eine Gewichtung der Stellgréfien ist fiir gewohnlich sinnvoll, um unnétig grole Amplituden
der StellgréBlen zu vermeiden bzw. um ein gewiinschtes Verhalten im geschlossenen Kreis
einzustellen. Allerdings ist fiir eine exakte Verfolgung des Pfades, d. h. fiir h(x) = o/(¢1),
iiblicherweise eine Stellgréfle u # 0 erforderlich, die nicht konstant ist. Dies bewirkt,
dass dadurch unvermeidliche Kosten in J entstehen, die auch bei stationidrer Verfolgung
des Pfades nicht verschwinden. Grundsétzlich kann es Félle geben, fiir die eine nicht
exakte Verfolgung des Pfades (h(x) # o((1)) bewirkt, dass die absoluten Stellgroenam-

plituden kleiner werden. Damit sinkt der Anteil der Kosten [u] R wahrend die Kosten

[h(x) — o-((l)) Q steigen. Man kann sich nun vorstellen, dass es einen Kompromiss

zwischen diesen beiden Anteilen geben kann, sodass der Wert des Kostenfunktionals
kleiner wird. Es kann also Falle geben, fiir die es optimaler ist, eine Abweichung vom Pfad
in Kauf zu nehmen. Dies bewirkt aber automatisch ein Verletzen der Invarianzeigenschaft
(72).

Aus obiger Argumentation kann abgeleitet werden, dass es giinstiger ist, die Stellgréen
u nicht absolut zu gewichten, sondern nur deren Differenz zu den fiir exakte Verfolgung des
Pfades bendtigten Stellgrofien. Diese zu berechnen, stellt sich fiir allgemeine Systemklassen
als herausfordernde Aufgabe dar. Daher soll im Folgenden eine Einschrinkung auf flache
Systeme der Form (4.104) vorgenommen werden, fiir die diese Aufgabe systematisch gelost
werden kann. Dies resultiert in einer MPC-Formulierung, die auch die Invarianzbedingung
(Z2) sicherstellt.

Ein flaches System (4.104) zeichnet sich unter anderem dadurch aus, dass stets Parame-
trierungen der Zustands- und Stellgréfien in der Form

X =1, (y, Y, ¥, ,y(ﬁ_l)) (4.109a)
u=4,(y..5...y?) (4.109D)

mit endlichem 8 € IN gefunden werden kénnen. Der nachste Schritt besteht darin, den
Pfad o () mit den zeitlichen Ableitungen

y=o0o(0) (4.110a)
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y=0(0,0) =o'(0)0 (4.110b)
y=5(0,0,0) =" (0)6% + o’ (0)d (4.110¢)
(4.110d)

y® = g®) (0, 0,6,..., 0(@) (4.110¢)

in (4.109) einzusetzen. Dies ergibt

x =, (a(0), 0/ (0)d, 0" (0)6* + &/ (0)d, ..., "(0,0,0,...,0°7V))  (4111a)
u=1,(a(0),0'(0)d,5"(0)6% + o' (0)d,...,0"(0,6,6,....09)) (4.111b)

- T
und motiviert die Wahl # = 8 + 1. Daraus resultiert ¢ = [9 0 6 - 9(5)] sowie
gemafl (4.71)
9B+ = gy . (4.112)

Durch Substituieren des Pfadparameters und seiner Ableitungen mit den Komponenten
von ¢ erhalt man aus (4.111) die neuen Abbildungen

x = pz(C) (4.113a)
u=py(¢) . (4.113b)

Wenn die Beziehungen (4.113) erfiillt sind, befindet sich das System fiir beliebige Werte
des Pfadparameters und seiner Ableitungen exakt am Pfad P. Man beachte, dass (4.113a)
die parametrierte Form der Menge I'* darstellt, d. h. es gilt

M= {x€R" [x = p.(¢),¢ € T x R’} . (4.114)

Die Abbildungen (4.113) liefern in Abhangigkeit von ¢ die Werte der Zustédnde und der
Stellgrofien fiir die exakte Verfolgung des Pfades im Ausgangsraum. Damit kann eine neue
MPC-Formulierung basierend auf dem Optimalsteuerungsproblem

(%Hn(.) J(tg,a(-),ve(+)) (4.115a)

u.B.v. x =f(x,u) x(tr) = xg (4.115b)

¢ =F(+huvy ¢(tr) = Ci (4.115¢)

Umin < u(?t) < Umax Vt € [t tx + T (4.115d)

Gt eT Yt € [ty tr + T) (4.115¢)
mit

te+T

T(tg, (), v9(-)) = /t I(x, ¢, u, v9) di + V(x(tg + T), ¢ty +T)) (4.115f)

und
1 Gowi) = 5| (x =2l o + (6= Ca) o+ (0 Pul©)) -+ 700d]
(4.115g)
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V0 =5 (x-pe©) g + (€= ¢a) (4.115h)

entwickelt werden.

Wenn der modellpradiktive Regler basierend auf (4.115) einen asymptotisch stabilen
geschlossenen Kreis bewirkt, dann gilt J*(¢x) — 0 fiir K — oco. Das bedeutet, dass durch
die positiv definite Gewichtung die Differenz x — p,.(¢) verschwindet und zumindest die
relevanten Komponenten von ¢ — ¢, gegen Null konvergieren. Daher werden auch mit dem
modellpréadiktiven Regler basierend auf (4.115) die Ziele (Z1) und (Z3) beriicksichtigt. Da
nun keine absolute Gewichtung von u sondern eine relative Gewichtung zu p,(¢) verwendet
wird, ist im Allgemeinen auch die Invarianzbedingung (Z2) erfiillt. Voraussetzung dafiir
ist allerdings, dass umin < pu(C*(t,tk)) < Umax YVt € [ty tx + T erfillt ist, weil nur
dann u*(-,tx) = pu(¢*(-,tx)) gelten kann. Grob gesprochen hingt die Erfilllung der
Bedingung upmin < pu(€* (-, tx)) < Umax von der GroBle der Komponenten von ¢*(-, tx)
ab. Daher miissen sowohl die Gewichtungen Q¢, S¢ und 74 als auch {; (d.h. das Ziel
(Z3)) so gewdhlt werden, dass u*(-,tx) = pu(C*(+, tx)) erfiillbar ist. Fiir die Erfiillung der
Invarianzbedingung muss weiters gelten, dass x(t9) = p({(to)) gilt, d. h. insbesondere ist
die Wahl von {(t() auch hier wieder entscheidend.

Beispiel 4.9 (Fahrzeug mit variabler Vorwértsgeschwindigkeit). Als Anwendungsbei-
spiel fiir die modellpradiktive Pfadfolgeregelung soll wieder das Fahrzeug mit variabler
Vorwiértsgeschwindigkeit (4.48) dienen. Fiir dieses ist die Annahme m = p erfiillt.
Analog zu Beispiel 4.7 soll der Pfadfolgeregler sicherstellen, dass das Fahrzeug einer
Lemniskate folgt und diese alle 20 Sekunden komplett abfihrt (Ziel (Z3)).

Durch Anschreiben des Systemausganges und Bilden der Ableitungen

y = x] (4.116a)
y = 01 coste ] (4.116Db)
K sin(¢
§ = _”l sin(p) - cos(e)| (4.116¢)
| Vj Zcos(p)  sin(yp)
D(x)

ergibt sich, dass das mathematische Modell des Fahrzeugs (4.48) eingangs-zustands-
linearisierbar und damit flach ist. Aus (4.116a) und (4.116b) erhdlt man zwei Losungen
fir die Parametrierung der Zusténde

Y1 Y1
Y2 Y2
+ o) — . - V) = . . 4.11
¢x (Ya Y) arctan(%—f) 1% (ya y) arctan( ??jl ) ( 7)

Vit + 3 —\/9} + 93
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Aus (4.116¢) folgt die Parametrierung der Stellgréfien

P (v,9,9) = D71 (%) ey (g9 - (4.118)

fiir die nach Einsetzen von (4.117) ebenfalls zwei Losungen

91332—@2?)31 o 911}2—:&21}'31
+ Coo) — (y2 +y'2) 2 _ © o) — (y2 'H)Q) 2
Yo vy, 9) = | Yoy, 3,9) = | Jhrte (4.119)

Vi3 Vi3

existieren. Aus (4.119) folgt 8 = 2 und damit # = 8+ 1 = 3 mit dem Hilfssystem
03 = vy. Durch Einsetzen des Pfades mit den zugehdrigen Ableitungen

cos(6) ) . . —sinf
o10) = Los(Q) sin(G)] 7! <0’ 0> =0 l—(sin 0)* + (cos 0)2] (4.120a)

2 cos(6) — Bsin(6) ] (4.120b)

L (0’ 6, 9) - [—492 cos(0) sin(0) + é(—(sin 9)2 + (cos (9)2)

und 0 = (1, 0 = (o, 6 = (3 in (4.117) und (4.119) erhélt man

cos (1

cos(¢1) sin(¢1)

p;(¢) = arctan | 221 (4.121a)
S (CG

_\/C22 (4((305 )t = B(cos (1) + 2)_

cos (1

cos(¢y) sin(¢q)
P, (¢) = arctan(—C‘Z(Z’(“’SCOQ—U) (4.121D)

sin(¢1)¢2
— /B (4eos ) = 5(cos 1)? +2)

sowie p(¢) und p; (¢), die auf Grund ihres Umfanges nicht explizit angegeben sind.
Damit das Ziel (Z3) erreicht werden kann, wird

beliebig
Ca=| % (4.122)
0
gesetzt. Die Losungen (4.121) fiir p,(¢) unterscheiden sich in der Orientierung des

Fahrzeuges und dem Vorzeichen der Vorwartsgeschwindigkeit. Das heifit, der Un-
terschied besteht darin, ob das Fahrzeug den Pfad vor- oder riickwérts abfahrt.
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Hinsichtlich einer Verwendung von p,(¢) und p,(¢) im Optimalsteuerungsproblem
stellt sich die Frage, welche Losung wann verwendet wird. Grundséatzlich soll ge-
fordert werden, dass das Fahrzeug den Pfad in Vorwartsrichtung, d. h. mit v; > 0,
abfahren soll. Wenn nun (g2 > 0 gilt, dann ergibt sich im geschlossenen Kreis im
eingeschwungenen Zustand ebenfalls (s > 0. Fiir diesen eingeschwungenen Zustand
soll v; > 0 gelten, womit fiir (3 > 0 die Losungen p; (¢) und p;(¢) verwendet werden
miissen. Fiir (2 < 0 kommen p; (¢) und p; () zum Einsatz. Im Fall (42 < 0 gilt im
eingeschwungenen Zustand (3 < 0. Dafur soll aber ebenfalls v; > 0 gelten. Daher sind
die Verhéltnisse fiir (42 < 0 genau umgekehrt. Falls {; < 0 wird p; (¢) und p; ()
verwendet, ansonsten p (¢) und py, (¢).
Den im Folgenden gezeigten Simulationsergebnissen liegen die Parameterwerte

100 0 0 0 (10 0 0 0
0 100 0 0 0 10 0 0 10

Q. = Se = R, = (4.123a)
0 0 100 O 0 0 10 0 0 1
0 0 0 100 0 0 0 10
[0 0 0 [0 0 0

Q=10 10 S¢e=10 10 rg =1 (4.123Db)
0 0 1 0 0 1

zugrunde. Man beachte, dass Q¢ und S passend zu (Z3) gewihlt sind. Die Beschréin-
kungen der Stellgréfien werden zu

) 5
Ui = [_3} Upax = [3] (4.124)

festgelegt. Da 8 = (4 € R, ist die Beschrankung (4.115¢) hinfillig. Der Optimie-
rungshorizont sei T = 4s und die Abtastzeit wird zu T, = 50ms gewahlt. Das
Optimalsteuerungsproblem (4.115) wird durch ein direktes Verfahren und anschlie-
Bende Volldiskretisierung [6] in ein statisches Optimierungsproblem tiberfiihrt, vgl.
Abschnitt 2.3.2. Dieses statische Optimierungsproblem wird in weiterer Folge mit
dem SQP-Verfahren des Softwarepakets SNOPT [7] gelost. Die resultierenden op-
timalen StellgroBlen werden konstant iiber das Abtastintervall aufgeschaltet, d. h.
u(t) = u*(ty, tg), ve(t) = vj(t,tg), t € [ty,tx + Ty). Die erste Komponente des
Anfangswerts ¢, im Abtastschritt tgp = 0 wird gemé&f (4.84) bestimmt. Die zweite
und dritte Komponente wird jeweils mit der zweiten und dritten Komponente von
geméaB (4.122) gleichgesetzt.

Abbildung 4.10 zeigt die Zeitverldufe im geschlossenen Kreis fiir den Anfangswert

T
xo=13 1 37” 0.45| . Aus der anfénglichen Abweichung konvergieren sowohl die
Stellgrofien als auch die Zustidnde schnell zu p,, und p,. Die StellgroBenbeschrankungen

werden mehrmals aktiv. Der optimale Wert des Kostenfunktionals J*(-) wird von
Abtastschritt zu Abtastschritt kleiner.
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Abbildung 4.10: Zeitverldufe im geschlossenen Kreis bei der modellpradiktiven Pfad-
folgeregelung einer Lemniskate fiir das Fahrzeug mit v; # konst.

In Abbildung 4.11 ist die zugehorige Trajektorie des Fahrzeuges dargestellt.
Die Trajektorien des Fahrzeuges fiir mehrere verschiedene Anfangswerte sind in

Abbildung 4.12 zu sehen.
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Abbildung 4.11: Trajektorie des Fahrzeuges mit v; # konst. fiir die modellprédiktive
Pfadfolgeregelung einer Lemniskate.

Abbildung 4.12: Trajektorien des Fahrzeuges mit v; # konst. fiir die modellpriadiktive
Pfadfolgeregelung einer Lemniskate und verschiedenen Anfangswer-
ten.
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5 Dissipativitat und Passivitat

Vereinfachend gesprochen, ist das Konzept der Dissipativitdt und Passivitat die sys-
temtheoretische Verallgemeinerung des Energieerhaltungsprinzips, welches besagt, dass in
einem abgeschlossenen System Energie weder erzeugt noch vernichtet werden kann. Eine
nahere Betrachtung des systemtheoretischen Konzeptes der Dissipativitat wird jedoch
zeigen, dass dies a priori mit dem Prinzip der Energieerhaltung nichts zu tun hat und
lediglich bei gewissen physikalischen Systemen analoge Aussagen zuldsst. Diese Analogie
zu physikalischen Systemen tréagt aber sicherlich zum Verstdndnis dieser Konzepte bei,
weshalb im Folgenden zwei physikalische Systeme, ein Warmetibertragungssystem und ein
elektromechanisches System, diskutiert werden.

5.1 Gliihsimulator

Abbildung 5.1 zeigt die schematische Darstellung eines so genannten Glithsimulators, der
dazu verwendet wird, durch Ohmsches Erwarmen und freie bzw. erzwungene Konvektion
(Pressluft oder Ventilator) fiir Metallproben vorgegebene Temperaturprofile abzufahren.

y p i’

v

Ts ;wall

Ventilator

S azr

Metallprobe §(T), ¢(T)

Lﬁ» T N

e »
<« >»

Abbildung 5.1: Gliithsimulator.

Es ist naheliegend fiir dieses System die elektromechanischen Effekte zu vernachlassigen
und die dnderung der im System gespeicherten Energie allein durch die &nderung der
thermisch gespeicherten Energie zu erfassen. Das Energieerhaltungsprinzip besagt dann,
dass die &nderung der thermisch gespeicherten Energie V' der Beziehung

d

*V mn ouw 5.1
dt Pin — Pout (5.1)
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geniigt, wobei p;, und pey: die Energiefliisse in das System und vom System beschreiben.
Es wird angenommen, dass die Temperatur T in der Metallprobe zu jedem Zeitpunkt
t gleichférmig verteilt ist, dass die Oberfliche der Probe sehr klein verglichen mit den
umgebenden Wanden ist, und dass die Warmeleitung vernachlassigt werden kann. Die in
der Probe gespeicherte thermische Energie V' lautet

V(T) = o(T)ymT (5.2)

mit der konstanten Probenmasse m und der spezifischen Warmekapazitit ¢(T'). Mit Hilfe
des Ohmschen Gesetzes errechnet sich der Energiefluss in die Probe zu

pin = L 8(T) - (53)
C
mit dem Effektivwert des durch die Probe flieBenden Stromes I,,,s, dem spezifischen
Widerstand §(7T'), der Linge der Probe [ und der Probenquerschnittsfliche A.. Die
Energiefliisse von der Probe in die Umgebung werden einerseits durch die freie und
erzwungene Konvektion

Pout,1 = a(X)As(T - Ts,air) (54)

und andererseits durch die Warmestrahlung

Pout,2 = eo Ay <T4 - T;l,wall) (55)

verursacht. Dabei bezeichnen A, die Oberfliche der Metallprobe, Ty 4 und T 4y die
Temperaturen der umgebenden Luft und Winde, € ist der Emissionsgrad, ¢ = 5.67 - 1078
Wm2K~* die Stefan-Boltzmann Konstante und () ist der Konvektionskoeffizient,
wobei x im Falle eines Liifters fiir die Drehwinkelgeschwindigkeit des Liifters und im
Falle von Druckluft fiir den Druck steht. Bei freier Konvektion ist «(x) konstant und
liegt im Bereich von 2 — 25 Wm™2K~!. Das mathematische Modell des Glithsimulators
erhélt man einfach durch Einsetzen von (5.2) - (5.5) in (5.1) mit der Zustandsgrofe T'
und den EingangsgréBen ul = [Lns, X, Ts airs Tsawait)- Integriert man (5.1) entlang einer
Losungskurve vom Zeitpunkt tg = 0 zum Zeitpunkt ¢ fiir gegebene Eingangsgrofien u(7),
0 <71 <t, dann erhalt man

t
V(T(t)) — V(T(0)) = / $(Lrms: X T airs Towatt, T)dT (5.6)
0
mit
S(Irmsa X5 Ts,aira Ts,walla T) = Ifms(S(T)AL - a(X)As(T - Ts,air) —e0As (T4 - Téwall) .
‘ (5.7)

Gleichung (5.6) besagt, dass die zum Zeitpunkt ¢ im System gespeicherte thermische
Energie V gleich der zum Zeitpunkt tg = 0 gespeicherten Energie plus oder minus der in
dieser Zeit mit der so genannten Versorgungsrate s(Irms, X, Ts airs Lswall; 1) dem System
zu- oder abgefiihrten Energie ist.
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5.2 Einfaches Elektromagnetventil

Abbildung 5.2 zeigt das Elektromagnetventil mit einem zylindrischen Gehéuse und einem
zylindrischen Stossel mit der Masse m und dem Durchmesser D. Die aus N Windungen
bestehende Spule mit einem gesamten Innenwiderstand R wird mit einer Spannung Uy
versorgt. Es wird angenommen, dass der magnetische Widerstand des Gehéuses und des
Stossels Null ist, dass die Gleithiilse die gleiche Permeabilitdt wie Luft besitzt und dass
fiir die geometrischen Abmessungen gilt h < D und § < b (keine Streufliisse).

Spule
R Gehéuse Stossel
R BB EE F
. KKLLLLIEEEY [ c
Dottt etetetetetelelelets N
22 SE5Z5I5EERRRRRLLEKS Fopp +—
|0 AW
[
L
-
Fy

Gleithiilse

N

Abbildung 5.2: Einfaches Elektromagnetventil.

Auf analoge Art und Weise zu (5.1) gilt fiir die &nderung der im System gespeicherten
Energie V' die Beziehung

av = Pin — Pout — Pdiss (58)

mit den Energiefliisssen p;, und pey: , die iiber die Systemgrenzen in das System bzw. vom
System flielen und mit der in Warme dissipierten Leistung pg;ss-

Unter den obigen Voraussetzungen errechnet sich die im Magnetkreis gespeicherte
Koenergie in der Form

1
Wy, = 5L(z)z’% (5.9)
mit der Ersatzinduktivitdt des magnetischen Kreises

poN?D?m(D + 6)7b
4(h — 2)(D + 6)mb + 6 D7

L(z) = (5.10)

und der Permeabilitdt von Luft pg = 47 - 1077 VsA~tm~!,
Aufgabe 5.1. Rechnen Sie die Beziehung fiir die Induktivitat L(z) von (5.10) nach.

Da das betrachtete Elektromagnetventil magnetisch linear ist, sind die Ausdriicke
fiir Energie Wy, und Koenergie wy, identisch. Die auf den Stossel wirkende Magnetkraft
errechnet sich zu

~

0,  10L(z) 5
9. T2 9 L

Frnag = (5.11)
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Wie in Abbildung 5.2 gezeichnet, wirkt der Stossel gegen ein lineares Feder-Dampfer
System mit der Dampfungskraft F; = dv, v = 2, d > 0, der Federkraft F, = cz(t), ¢ > 0
und einer externen Kraft Fi,;. Das mathematische Modell des Elektromagnetventils lautet
dann

%z = (5.12)

%U = ;(; 82(;)1% —cz—dv+ Femt) (5.13)

%i,; = L(lz) (Uo ~ Rip — 82(;)@@) (5.14)
mit den Zustandsgréfen x* = [z,v,i7] und den Eingangsgrofen ul = [Up, Fruyl.

Die im System gespeicherte Energie setzt sich nun aus der magnetischen Energie (5.9),
der kinetischen Energie des Stossels und der potenziellen Energie der Feder

1
V= 3 (L(z)z% + mov? + cz2) (5.15)

zusammen. Die dnderung der gespeicherten Energie V' entlang einer Losungskurve ergibt
sich in der Form

d
3V = Uoiz + Fearv — (@?+ Ri2) . (5.16)
Pin —Pout T

Integriert man nun wieder (5.16) entlang einer Losungskurve vom Zeitpunkt g = 0 zum
Zeitpunkt ¢ fiir gegebene EingangsgroBen u(7), 0 < 7 < ¢, dann erhélt man wegen pg;ss > 0

V(x(t)) = V(x(to)) < / ' S(Uos Funs, i, v) dr (5.17)

to

mit der Versorgungsrate

S(Uo, Fertyip, U) = Ui + Feztv . (518)

5.3 Systemtheoretisches Konzept

5.3.1 Dissipativitat
Den nachfolgenden Betrachtungen liege ein nichtlineares dynamisches System der Form

d
X= f(x,u)

y= h(X, u)

(5.19)

mit dem Zustand x € X C R", dem Stelleingang u € Y C R und dem Ausgang
y € Y C RP zu Grunde. Es sei angenommen, dass der Zustand x(¢) zu jedem Zeitpunkt ¢
eindeutig durch die Wahl der Eingangsgrofie u(t) und des Anfangszustandes x(0) = xo,
bestimmt ist. Dies erlaubt es, die so genannte Versorgungsrate s(u,y) : U x Y — R, eine
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reellwertige Funktion, die fiir alle Anfangswerte xg € X und alle Eingangsgrofien u die
Bedingung

/Ot]s(u,y)|d7' < 00 (5.20)

fiir alle Zeiten t > 0 erfiillt, einzufiihren.

Definition 5.1. Das System (5.19) heifit dissipativ beziiglich der Versorgungsrate s,
wenn eine nichtnegative Funktion V(x) : X — R so existiert, dass die so genannte
integrale Dissipativitdtsungleichung

V) - V() < [ s(u(r),yr)ar .21

fiir alle Anfangswerte x(0) € X und alle Eingangsgrofien u(t) fiir alle Zeiten ¢ > 0
erfiillt ist. Die Funktion V' (x) wird als Speicherfunktion bezeichnet. Falls in (5.21)
das Gleichheitszeichen gilt, nennt man das System (5.19) verlustlos beziiglich der
Versorgungsrate s.

Im Sinne dieser Definition ist der Glithsimulator von Abbildung 5.1 verlustlos beziiglich
der Versorgungsrate (5.7) und das Elektromagnetventil von Abbildung 5.2 ist dissipativ
beziiglich der Versorgungsrate (5.18). Wenn die Speicherfunktion V' (x) beziiglich x stetig
differenzierbar ist, dann kann man die &nderung von V' (x) entlang einer Losungskurve von
(5.19) berechnen und man erhélt die so genannte differenzielle Dissipativitatsungleichung

V() < s(ult), y(1) (522

fir alle Zeiten ¢ > 0.

5.3.2 Passivitat

Die Passivitdat kann als Spezialfall der Dissipativitit aufgefasst werden. Zur Definition
betrachte man wiederum das System (5.19), wobei nun die Dimension des Systemeingangs
m gleich der Dimension des Ausgangs p ist.

Definition 5.2. Das System (5.19) mit m = p nennt man passiv, wenn eine Konstante
4 so existiert, dass die Ungleichung

¢
/ yludr >4 (5.23)
0

fiir alle zuléssigen EingangsgroBen u(t) und alle ¢t > 0 erfiillt ist.
Wenn dariiberhinaus fiir geeignete reelle Konstanten «, § die Ungleichung

t t t t
/ yludr > 6 + a/ uludr bzw. / yludr > 6+ ﬁ/ ylydr (5.24)
0 0 0 0
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fiir alle zuldssigen Eingangsgrofien u(t) und alle ¢ > 0 erfiillt ist, dann nennt man das
System «-eingangspassiv bzw. [-ausgangspassiv.

Offensichtlich muss 6 < 0 gelten, denn die Ungleichung (5.23) muss auch fiir die
Eingangsgrofie u(t) = 0 giiltig sein.

Satz 5.1 (Verbindung Passivitdat und Dissipativitat). Ezistiert nun fir das System
(5.19) mit m = p eine nichtnegative Funktion V(x) : X — R so, dass gilt (integrale
Passivitatsungleichung)

t
V(x(t)) — V(x(0)) < /O yTudr (5.25)
fir alle zuldssigen Eingangsgrofien u(t), alle x(0) und alle t > 0, dann ist das System
(5.19) vom Eingang u zum Ausgang'y passiv. Offensichtlich ist dies gemdfS Definition
5.1 dquivalent dazu, dass das System (5.19) beziiglich der speziellen bilinearen Versor-
gungsrate s(u,y) = (y,u) = y'u dissipativ ist. Ist dariiberhinaus das System (5.19)
beziiglich der Versorgungsrate s(u,y) = yTu — aful|® bzw. s(u,y) = yTu — 8lly|?
fiir geeignete reelle Konstanten «, 8 dissipativ, so ist (5.19) a-eingangspassiv bzw. (-
ausgangspassiv. Fin verlustloses passives System nennt man in diesem Zusammenhang
auch ein konservatives System.

Beweis. Der Beweis des Satzes ist trivial, da wegen V' (x) > 0 aus (5.25) unmittelbar
folgt

/Ot yrudr > —V(x(0)) =6 . (5.26)

O]

Mit dieser Definition erkennt man unmittelbar, dass das Elektromagnetventil von
Abbildung 5.2 mit dem Eingang u' = [Up, F.;y] und dem Ausgang y' = [iz,v] passiv,
ja sogar f-ausgangspassiv mit 0 < f < min(d, R) ist, da fiir die dissipierte Leistung von
(5.16) gilt passs = dv? + Ri3 > Blly]*.

Die physikalische Interpretation der Passivitdtsungleichung (5.25) lautet nun wie folgt:
Gibt der Ausdruck yTu eine Leistung an (z.B. geeignete Paare von Stréomen und Span-
nungen bei elektrischen Systemen oder kollokierte Geschwindigkeiten und Kréfte bei
mechanischen Systemen) und ist V(x) die im System gespeicherte Energie, so besagt die
Passivitatsungleichung (5.25), dass die Zunahme der im System gespeicherten Energie
kleiner oder gleich der dem System zugefiithrten Energie ist.

Aufgabe 5.2. Zeigen Sie, dass der Integrator mit der Zustandsdarstellung

dt (5.27)

passiv ist.
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Aufgabe 5.3. Unter welchen Voraussetzungen an die Parameter og, o1, 02, r¢, rg und
vo beschreibt das LuGre-Reibmodell (siehe z. B. Skriptum zur VO Regelungssysteme 2
[1]) ein passives System vom Eingang Av zum Ausgang Fr. Zur Wiederholung soll
das LuGre-Reibmodell nochmals in der Form

d bs(A

R i i U)aoz

dt X(&v) (5.28)

d
Fr =00z + 01 az + o9 Av

Vo

2
W(A0) = 16+ (rig — 1) exp<—(A”) ) (5.20)

angeschrieben werden.

Aufgabe 5.4. Zeigen Sie, dass eine nichtlineare Kennlinie y = v (u), die die Sektor-
bedingung kiu? < ¢ (u)u < kou? erfiillt, kj-eingangspassiv und (é)—ausgangspassiv
gemif Definition 5.2 ist.

5.3.3 Eigenschaften Passiver Systeme

Passive Systeme haben nun die bemerkenswerte Eigenschaft, dass die Parallelschaltung
und die Riickkopplung passiver Systeme, wie in Abbildung 5.3 dargestellt, wiederum
passiv ist.

u; | passives System 1 |y el u; | passives System 1 [ y,;
(x1,u1,¥1) C‘;_ (x1,u1,y1)
u y
—e
uy | passives System 2 passives System 2 | uo :‘V: e
(x2,u2,y2) Vo Vo (x2,u2,y2)

Abbildung 5.3: Parallelschaltung und Riickkopplung zweier passiver Systeme.

Beweis. Um dies zu zeigen, nimmt man zwei passive Systeme der Form (5.19) mit
m = p an. Fiir diese existieren dann zwei nichtnegative Speicherfunktionen V;(x1)
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und Va(x2), die den Passivitdtsungleichungen

ViGea() Vil (0)) < [ yTwidr
0 (5.30)

VaGlt) ~ Valsal0) < [ yFusdr

geniigen. Fiir die Parallelschaltung nach Abbildung 5.3 gilt uy =us =u,y =y1 +y2
und damit

Vi) + Valsa(t) ~ VaGa(0) = Vo) < [ (37 +3F)udr (531

bzw. .
V(x(t)) — V(x(0)) < / yTudr (5.32)

0
mit der nichtnegativen Speicherfunktion V(x) = Vi(x1) + V2(x2) und dem Zustand
X" = [x], ). -

Aufgabe 5.5. Zeigen Sie, dass der geschlossene Kreis der Riickkopplung zweier passiver
Systeme (siehe Abbildung 5.3, rechtes Bild) vom Eingang (ei, e2) zum Ausgang (y1,
y2) passiv ist.

Dariiberhinaus ist auch die Hintereinanderschaltung zweier passiver Systeme geméafl
Abbildung 5.4 passiv, sofern das Verbindungssystem energieerhaltend ist, d.h. folgende
Zusammenschaltungsbedingung

t
/O (yTur+y3yr)dr =0 (5.33)
erfillt ist.
€2
Y1 yI u2
passives System 1 Verbindungs- passives System 2
(x1,u1,y1) u; u; system ’ yo (x2,u2,y2)

€1

Abbildung 5.4: Hintereinanderschaltung passiver Systeme.

Man {iberzeugt sich leicht, dass dies der Fall ist, da die nachfolgende Passivitatsunglei-
chung

V(x(t)) - V(x(0)) < /O t (vier +yFez)dr (5.34)
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mit V(x) = Vi(x1) + Va(xz2) und x¥ = [x{, x1] gilt. Gerade diese Eigenschaft wird
bei gewissen passivitidtsbasierten Reglerentwurfsverfahren genutzt, wobei das System
1 einer passiven Strecke und das System 2 einem passiven Regler entspricht. Fiir das
Verbindungssystem wird in diesem Fall ein System der Form

_ [ 0 Uf<x>1 lyl

-Ui(x) 0 y2

uy

YI

(5.35)

mit einer vorerst beliebigen quadratischen Matrix Uy(x) gewéhlt.

Aufgabe 5.6. Zeigen Sie, dass (5.35) die Zusammenschaltungsbedingung (5.33) erfiillt.

5.3.4 Passivitdt und Lyapunov-Stabilitat

Es sei angenommen, dass das System (5.19) passiv mit einer stetig differenzierbaren, positiv
definiten Speicherfunktion V' (x) ist. Dann folgt unmittelbar aus der Passivitatsungleichung
(5.25) in ihrer differenziellen Form

d T
— < .
gy V(x) <y u, (5.36)

dass die Ruhelage x = 0 des freien Systems (5.19), also fiir u = 0, stabil im Sinne von
Lyapunov ist mit der Lyapunovfunktion V(x). Ob die Ruhelage asymptotisch stabil ist,
muss von Fall zu Fall mit Hilfe des Invarianzprinzips von Krassovskii-LaSalle untersucht
werden.

Fir die Riickkopplung zweier passiver Systeme, wie sie im rechten Teil von Abbildung
5.3 gezeigt ist, kann die asymptotische Stabilitdt der Ruhelage des freien geschlossenen
Kreises, also fiir e; = e5 = 0, auf Eigenschaften der Teilsysteme zuriickgefithrt werden.

Satz 5.2. Angenommen, die Ruhelage x1 = O des Teilsystems 1 ist asymptotisch stabil
und a-eingangspassiv gemafl Definition 5.2 mit einer stetig differenzierbaren, positiv
definiten Speicherfunktion Vi(x1). Weiters sei das Teilsystem 2 nullzustandsermittelbar
und B-ausgangspassiv gemafl Definition 5.2 mit einer stetig differenzierbaren, positiv
definiten Speicherfunktion Vo(x2). Die Ruhelage des geschlossenen Kreises (X1, X2) =
(0, 0) ist dann asymptotisch stabil, wenn o+ > 0 gilt.

Bevor dieser Satz gezeigt wird, sollen noch die Begriffe der Nullzustandsermittelbarkeit
und Nullzustandsbeobachtbarkeit definiert werden.

Definition 5.3. Das System (5.19) heifit nullzustandsermittelbar (nullzustandsbeob-
achtbar), wenn aus u(t) = 0 und y(¢) = 0 fiir alle Zeiten ¢ > 0 folgt lim; o x(t) = 0
(x(t) = 0 fiir alle Zeiten ¢ > 0).

Beweis. Zum Beweis von Satz 5.2 wihle man als Lyapunovfunktion des geschlossenen
Kreises V(x) = Vi(x1) + Va(x2) und bilde deren zeitliche Ableitung

d
3V ®) = —(a+ B)lyall® - (5.37)
Da aber nach Satz 5.2 a4+ S > 0 ist, folgt unmittelbar, dass die Ruhelage des

geschlossenen Kreises (x1, x2) = (0, 0) stabil im Sinne von Lyapunov ist. Aufgrund
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der Nullzustandsermittelbarkeit des Teilsystems 2 und der asymptotischen Stabilitét
der Ruhelage x; = 0 des Teilsystems 1 kann man zeigen, dass die grofite positiv

invariante Menge, die in ‘H = {x € X|%V(x) = 0} enthalten ist, der Ursprung (xi,
x2) = (0, 0) ist. Damit ist aber nach dem Invarianzprinzip von Krassovskii-LaSalle
die Ruhelage des geschlossenen Kreises (x1, x2) = (0, 0) asymptotisch stabil. O

Satz 5.2 wird im Zusammenhang mit dem Begriff der absoluten Stabilitdt bendtigt,
insbesondere zur Herleitung des Kreis- und Popov-Kriteriums.
5.4 Lineare passive Systeme

Fiir ein lineares zeitinvariantes System der Form

d
x=Ax+b
q T Ax b (5.38)

y=c'x+du

lisst sich die Eigenschaft der Passivitdt auch an Hand der zugehérigen Ubertragungsfunk-
tion

9(s) T -1
G(s) = = E—-A) b+d 5.39
()= S = (- A) b (539
beurteilen. Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit werden hier nur Eingréfensysteme

behandelt, fiir Mehrgroflensysteme sei auf die am Ende angefiihrte Literatur verwiesen.
Gemaf Definition 5.2 ist das System (5.38) genau dann passiv, wenn folgende Ungleichung

t
/ yudt >0 (5.40)
0

erfilllt ist. Damit ldsst sich folgender Satz fiir die Passivitat linearer zeitinvarianter
Eingrofiensysteme angeben:

Satz 5.3. Das lineare zeitinvariante System (5.38) mit der Ubertragungsfunktion
G(s) von (5.39) ist

(1) genau dann passiv, wenn gilt

Re(G(Iw)) >0 fiir alle w, (5.41)

(2) genau dann a-eingangspassiv mit o > 0, wenn gilt

Re(G(lw)) > a >0 fir alle w (5.42)

(8) und genau dann B-ausgangspassiv mit 5 > 0, wenn gilt

Re(G(Iw)) > BIGIw)[> > 0 fiir alle w . (5.43)

Man beachte, dass die iberprifung der Bedingungen (5.41) - (5.43) sehr einfach an
Hand der Nyquist-Ortskurve von G(s) maglich ist.
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Beweis. Zum Beweis dieses Satzes benétigt man das so genannte Theorem von
Parseval. Bezeichnen z(t) und y(t) zwei quadratisch integrierbare Zeitfunktionen,
also z(t), y(t) € La(—00,00), und

o0

) = /Oo 2(t) exp(—Twt)dt  baw. §(w) = / y(t)exp(—Twt)dt  (5.44)

—c0 —00
seien die zugehorigen Fouriertransformierten, dann gilt fiir das innere Produkt
00 L 1 00 ~ .
|t = @) = @.5) = o= [ s @)de.  (5.49)
oo T J o
Aus (5.45) folgt dann unmittelbar die Beziehung
lzlly = 2]l - (5.46)

Um das Theorem von Parseval fir den Beweis von Satz 5.3 anwenden zu kénnen,
wird der Abschneideoperator (), in der Form

(5.47)

wr(t) = {u(t) fir t<T

0 fir t>T

eingefithrt. Weiters wird angenommen, dass die Zeitfunktionen u(¢) und y(¢) kausal
sind, d.h. u(¢) =0 und y(t) = 0 fiir t < 0. Damit erhalt man

/0 L uy(t)dt = / F o (y()dt = / i@t e (5.48)

o 21 J o

bzw. mit §(w) = G(Iw)ir(w) ergibt sich

T 1 [e§)
/ w()y(t) dt = — / G (L) (o) () o
0 2m J o

1 [0 (5.49)
=5 (Re(G(Iw)) — IIm(G(Iw)))|dir(w)|* dw .

Da die linke Seite von (5.49) rein reell ist, muss der Imaginérteil auf der rechten Seite

verschwinden, und es gilt

T 1 00
/ u(t)y(B)dt = / Re(G(Iw)) i (w)|2dw . (5.50)
0 T J—o00
7<": Setzt man nun voraus, dass (5.42) gilt, dann folgt
T a [e’s) . 9 T 9
/ w(t)y(t)dt > 27/ () 2dw = a/ w2 (t)dt (5.51)
0 T —00 0

und damit nach Definition 5.2 die a-Eingangspassivitit von (5.38).
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"=": Umgekehrt, wenn das System (5.38) a-eingangspassiv ist, dann existiert ein
a > 0 so, dass die Ungleichung

T T
/ w(t)y(t)dt > a / W2 (1)dt (5.52)
0 0

erfiillt ist, bzw. mit Hilfe des Theorems von Parseval erhélt man

S / ” (Re(G(Iw)) — @) (w)]?dw > 0 . (5.53)
27 J—o

Die Ungleichung (5.53) ist aber nur dann fiir alle Eingangsgrofien w(t) giiltig, wenn fiir
alle w gilt Re(G(Iw)) > . Angenommen, es existiert ein wp so, dass Re(G(Iwp)) < a
ist, dann sieht man, dass fiir die Eingangsgroe u(t) = U sin(wpt) und hinreichend
grofles T die Ungleichung (5.53) nicht erfiillt ist. Damit ist aber Punkt (2) und fiir
a = 0 auch Punkt (1) von Satz 5.3 bewiesen.

Aufgabe 5.7. Beweisen Sie Punkt (3) von Satz 5.3.

Als einfaches Anwendungsbeispiel soll gezeigt werden, dass der PID-Regler

14+Trs 1+ Tps
S 1+ alps

R(s)=V (5.54)

mit den positiven Parametern V', T7, Tp und 0 < a < 1 passiv ist. Dazu berechne man
einfach
V(T] + TD(l — a) + aT%TIwZ)

Re(R(Iw)) = T

>0. (5.55)

Aufgabe 5.8. Zeigen Sie, dass ein PI-Regler passiv ist.

Aufgabe 5.9. Zeigen Sie, dass das lineare zeitinvariante System (5.38) mit der Uber-
tragungsfunktion G(s) von (5.39) passiv ist, wenn

larg(G(Iw))| < g . (5.56)

Aufgabe 5.10. Betrachten Sie einen einschleifigen Standardregelkreis mit einer passiven
Strecke G(s) und einem a-eingangspassiven Regler R(s) mit « > 0. Zeigen Sie, dass
der geschlossene Kreis BIBO-stabil ist.

Hinweis: Verwenden Sie dazu das Nyquistkriterium.

Aufgabe 5.11. Der Zusammenhang zwischen Strom i(z, s) und Spannung 4(x, s) an
der Stelle x = 0 und an der Stelle x = [ einer langen elektrischen Leitung mit
dem Kapazitiatsbelag ¢, dem Induktivitdtsbelag [, dem Widerstandsbelag » und dem
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Leitwertsbelag g lautet

la(()’ 3)] _ cosh(vy(s)l) Zy(s) sinh(~(s