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1 Einleitung

Unter Optimierung versteht man gemeinhin die Suche nach einem im Sinne einer bestimm-
ten Zielsetzung bestmoglichen Punkt (optimale Losung) in einem Entscheidungsraum,
wobei bei dieser Suche meist Nebenbedingungen zu berticksichtigen sind. Zur Systemati-
sierung solcher Entscheidungsfindungsprozesse kénnen mathematische Formulierungen
und Losungen von Optimierungsaufgaben (Optimierungsproblemen) verwendet werden.
Das vorliegende Skriptum gibt einen Uberblick iiber die mathematische Formulierung und
Loésung von Optimierungsaufgaben.

Es wird grundsétzlich zwischen statischen und dynamischen Optimierungsproblemen
unterschieden:

e Statisches Optimierungsproblem: Minimierung einer Funktion mit Optimierungs-
variablen, die Elemente eines finit-dimensionalen Raumes (z. B. dem Euklidischen
Raum) sind

e Dynamisches Optimierungsproblem: Minimierung eines Funktionals mit Optimie-
rungsvariablen, die Elemente eines unendlich-dimensionalen Raumes sind (z. B. Zeit-
funktionen)

In diesem Abschnitt soll anhand von Beispielen der prinzipielle Unterschied zwischen
statischen und dynamischen Optimierungsaufgaben verdeutlicht werden.

1.1 Statische Optimierungsprobleme

Unter einem statischen Optimierungsproblem wird das Minimieren einer Funktion f(x)
unter Berticksichtigung gewisser Nebenbedingungen verstanden, wobei die Optimierungs-
variablen x Elemente des Euklidischen Raumes R™ sind.

1.1.1 Mathematische Formulierung

Die Standardformulierung eines statischen Optimierungsproblems lautet

Hl]if{l f(x) Kostenfunktion (1.1a)

xeR™

uwBv. gi(x)=0, i=1,...,p Gleichungsbeschriankungen (1.1b)
hi(x) <0, i=1,...,q Ungleichungsbeschrankungen. (1.1c)

Ist ein Optimierungsproblem ohne die Gleichungs- und Ungleichungsbeschrénkungen (1.1b)
und (1.1c) gegeben, spricht man von einem wnbeschrinkten Optimierungsproblem. Im
allgemeinen Fall, d. h. unter Beriicksichtigung der Nebenbedingungen (1.1b)—(1.1¢), handelt
es sich um ein beschrinktes Optimierungsproblem.
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1.1 Statische Optimierungsprobleme Seite 3

Die Menge X,; C R", die die Gleichungs- und Ungleichungsbeschrinkungen (1.1b) und
(1.1c) erfiillt,

Xa[:{XG]R”]gi(x):O, i=1,...,p, hi(x)<0,i=1,...,q} (1.2)

wird als zuldssiger Bereich (Englisch: admissible or feasible region) und jedes x € X, als
zuldssiger Punkt bezeichnet. Damit lasst sich das statische Optimierungsproblem (1.1)

auch in der dquivalenten Form
o f(x) (1.3)
angeben. Im Falle von unbeschrénkten Problemen gilt X, = R".

Es ist direkt ersichtlich, dass X, nicht die leere Menge sein darf, da das Optimierungs-
problem (1.3) ansonsten keine Losung besitzt. Eine weitere notwendige Bedingung fiir
X, kann aus den Gleichungsbeschréinkungen (1.1b) abgeleitet werden, da sich durch die
algebraischen Restriktionen g;(x) = 0 die Anzahl der freien Optimierungsvariablen x € R"
auf n — p reduziert. Somit darf die Anzahl p der Gleichungsbeschrénkungen (1.1b) nicht
grofler als die Anzahl der Optimierungsvariablen x € R" sein, da die zuldssige Menge X,
ansonsten leer wére.

In der Vergangenheit hat sich die Formulierung als Minimierungsproblem (1.1a) standar-
disiert. Analog dazu kann ein Maximierungsproblem ebenfalls als Minimierungsproblem
geméaf (1.1a) geschrieben werden:

max f(x)= min —f(x).

Neben der Bezeichnung statische Optimierung werden héaufig auch die Begriffe Mathema-
tische Programmierung oder Endlich-Dimensionale Optimierung verwendet.

Der Begriff ,,Programmierung® ist eher im Sinne von ,,Planung® zu verstehen als im
Sinne der Erstellung eines Computerprogramms. Er wurde schon Mitte der 1940er Jahre
von George Dantzig, einem der Begriinder der Linearen Optimierung, gepragt, bevor
Computer zur Losung linearer Optimierungsprobleme eingesetzt wurden.

Unterschieden werden bei statischen Optimierungsproblemen haufig folgende Klassen:

e Lineare Programmierung: Die Kostenfunktion und die Beschriankungen sind linear
(genauer affin).

e Quadratische Programmierung: Die Kostenfunktion ist quadratisch, wahrend die
Beschrankungen linear (genauer affin) sind.

e Nichtlineare Programmierung: Die Kostenfunktion oder mindestens eine Beschran-
kung ist nichtlinear.

e Konvexe Programmierung: Konvexitat ist ein mathematischer Begriff, der im Hin-
blick auf die Optimierung eine besondere Bedeutung spielt, denn er erlaubt es,
eine Klasse von Optimierungsproblemen zu formulieren, fiir die die notwendigen
Optimalitatsbedingungen erster Ordnung gleichzeitig hinreichende Bedingungen fiir
ein globales Optimum sind.

o Integer-Programmierung: Alle Variablen sind diskret.

e Mixed-Integer-Programmierung: Kontinuierliche und diskrete Variablen treten auf.
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1.1 Statische Optimierungsprobleme Seite 4

1.1.2 Beispiele

Insbesondere die lineare Programmierung wird haufig bei 6konomischen Fragestellungen,
wie Produktions-, Planungs- oder Investitionsproblemen, eingesetzt. Das folgende Beispiel
ist ein stark vereinfachtes Beispiel einer Portfolio-Optimierung.

Beispiel 1.1 (Portfolio-Optimierung). Ein Anleger mochte 10.000 Euro gewinnbringend
investieren und hat die Auswahl zwischen drei Aktienfonds mit unterschiedlicher
Gewinnerwartung und Risikoeinstufung:

Fonds erwarteter Gewinn/Jahr Risikoeinstufung

A 10% 4
B 7% 2
C 4% 1

Der Anleger méchte nach einem Jahr mindestens 600 Euro Gewinn erzielen. An-
dererseits mochte er sein Geld eher konservativ anlegen, d. h. er m6échte mindestens
4.000 Euro in Fonds C investieren und das Risiko minimieren. Wie muss der Anleger
die 10.000 Euro verteilen, damit diese Kriterien erfiillt werden?

Zunéchst werden die Optimierungsvariablen x1, xo, x3 eingefithrt, die den pro-
zentualen Anteil der investierten 10.000 Euro an den jeweiligen Fonds A, B, C
kennzeichnen. Dabei kann x3 durch die Beziehung

x3:1—w1—x2

ersetzt werden. Der geforderte Mindestgewinn von 600 Euro ldsst sich als die Be-
schrénkung

10.000[0.1z1 4 0.07z2 + 0.04(1 — 21 — x2)] > 600 =  6x1 + 322 > 2 (1.4)
ausdriicken. Die Mindestanlage von 4.000 Euro in Fonds C fiihrt zu
10.000(1 — 1 — x9) > 4.000 = 1+ x2 <0.6. (1.5)

Des Weiteren miissen 1 > 0, 9 > 0 und x3 > 0 erfiillt sein. Das Ziel ist die
Minimierung des Anlagerisikos, was sich durch die Funktion

f(x) =421 4+ 222 4+ (1 — 21 — 22) = 1 + 321 + 29 (1.6)

ausdriicken lasst.
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1.1 Statische Optimierungsprobleme Seite 5

A$2
1 6x1 4+ 310 =2
-------- 1+ 20 = 0.6
- —-—x1+z2=1

® Optimum x*

Wl

Hohenlinien f(x) = konst.
mit abnehmendem Betrag

N

Lol

= —1—
Wiy T
=

8

—

I
1
3
Abbildung 1.1: Veranschaulichung der Portfolio-Optimierung in Beispiel 1.1.

Somit kann das statische Optimierungsproblem in der Form

min  f(x) =14 321 + x2 (1.7a)
x€R?

uB.v. 6z +3z9>2 (1.7b)

x1+x2 <06 (1.7¢)

x1+ a0 <1 (1.7d)

1,22 >0 (1.7e)

geschrieben werden. Abbildung 1.1 stellt die einzelnen Beschrankungen sowie den
zulédssigen Bereich grafisch dar. Aus dem Verlauf der Hohenlinien f(x) = konst.
der Kostenfunktion (1.7a) ist direkt ersichtlich, dass der Punkt x* des zuldssigen
Bereiches mit dem niedrigsten Wert von f(x) an der Ecke x* liegt. Somit ergibt sich
fiir die optimale Verteilung der 10.000 Euro auf die einzelnen Fonds

1 . 8 6
Das folgende (akademische) Beispiel der quadratischen Programmierung soll den Einfluss
von Beschrankungen auf eine optimale Losung verdeutlichen.

Beispiel 1.2. Betrachtet wird das (zunéchst) unbeschrankte Problem

Inin, f(x) = (21— 2) + (22 — 1), (1.9)
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1.1 Statische Optimierungsprobleme Seite 6

Die Hohenlinien f(x) = konst. der Funktion f(x) sind in Abbildung 1.2 in Abhén-
T
gigkeit der beiden Optimierungsvariablen x = [:L'l zg] dargestellt. Es ist direkt

T
ersichtlich, dass das Minimum f(x*) = 0 an der Stelle x* = {2 1} auftritt.

)72 )2
T T
Optimum: x* = [2 1} , f(x*)=0 Optimum: x* = [08 1-6}  f(x") =18
3+ 3+
=295 9(x) =0
=295
2 4 2+
1+ 1+

Abb. 1.2: Geometrische Darstellung des  Abb. 1.3: Geometrische Darstellung des
unbeschrinkten Optimierungs- beschréinkten Optimierungs-
problems (1.9). problems (1.9), (1.10).

Um den Einfluss verschiedener Beschrankungen zu untersuchen, wird zunéchst eine
zusitzliche Gleichungsbeschrankung der Form (1.1b) betrachtet

g(X) = X9 — 2[1}1 =0. (110)

Die Gleichungsbeschrinkung entspricht einer algebraischen Zwangsbedingung, wo-
durch lediglich noch eine Optimierungsvariable frei wahlbar ist. Geometrisch inter-
pretiert bedeutet dies, dass eine mogliche Losung auf der Gerade liegen muss, die
durch (1.10) definiert wird, siche Abbildung 1.3. Die optimale Losung liegt dabei auf
dem tangentialen Berithrpunkt der Geraden g(x) = 0 mit der Hoéhenlinie f(x) = 1.8.
Anstelle der Gleichungsbeschréankung (1.10) wird nun die Ungleichungsbeschrén-

kung
hi(x) =21 +22—2<0 (1.11)

T
betrachtet, wodurch sich die Menge der zuldssigen Punkte x = [9:1 $2:| auf die

Region links unterhalb der Geraden hj(x) = 0 beschrankt (siche Abbildung 1.4). Das

T
Optimum f(x*) = 0.5 an der Stelle x* = {1.5 0.5] befindet sich an der Grenze des
zuléssigen Bereiches und liegt, wie im vorherigen Szenario, auf einer Hohenlinie, die
die Gerade hi(x) = 0 tangential beriihrt.

Vorlesung und Ubung Optimierung (WS 2016/2017)
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1.2 Dynamische Optimierungsprobleme Seite 7

Zusétzlich zur ersten Ungleichungsbeschrankung (1.11) soll eine weitere Ungleichung

der Form
ho(x) = 2% — 25 <0 (1.12)

betrachtet werden, durch die sich die Menge der zulassigen Punkte weiter verkleinert

T
(Abbildung 1.5). Der optimale Punkt x* = {1 1} mit dem Minimum f(x*) =
1 liegt nun im Schnittpunkt der Kurven hj(x) = 0 und ha(x) = 0, d.h. beide
Beschréankungen (1.11) und (1.12) sind aktiv.

A2 T
Optimum: A2 .
T : * *
31 x=[15 05, f(x*) =05 Optimum: x* = [1 1], f(x*) =1
3+
hQ(X) =0
2\ h1 (X) 0 f =1
f=025
f=0
1+ zulédssige o
Menge
N\
1 % — e
1 2 3

Abb. 1.5: Geometrische Darstellung des
beschriankten Optimierungspro-
blems (1.9), (1.11), (1.12).

Abb. 1.4: Geometrische Darstellung des
beschriankten Optimierungspro-
blems (1.9), (1.11).

Das obige Beispiel 1.2 verdeutlicht den Einfluss von Gleichungs- und Ungleichungs-
beschréankungen auf die Losung (und Losbarkeit) des Optimierungsproblems (1.1). Die
systematische Untersuchung von statischen Optimierungsproblemen sowie die zugehorigen
Verfahren zur numerischen Lésung werden in den folgenden Abschnitten behandelt.

1.2 Dynamische Optimierungsprobleme

Bei den Problemstellungen der statischen Optimierung im vorherigen Abschnitt 1.1 stellen
die Optimierungsvariablen x Elemente aus einem finit-dimensionalen Raum, meist dem
Euklidischen Raum R™, dar. Bei der dynamischen Optimierung hingegen sind Funktionen
einer unabhéingigen Variablen zu bestimmen. Da es sich bei der unabhéngigen Varia-
blen meistens um die Zeit ¢ handelt, wird in diesem Zusammenhang von dynamischer
Optimierung gesprochen.

Vorlesung und Ubung Optimierung (WS 2016/2017)
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1.2 Dynamische Optimierungsprobleme Seite 8

1.2.1 Mathematische Formulierung

Die generelle Struktur eines dynamischen Optimierungsproblems lautet

t
min  J(w) = @(t,x(t) + [ 1t x(t),u(t)) d¢  Kostenfunktional

1.13a

u(-) to ( )
uB.v. x=f(t,x,u), x(to) = Xo Systemdynamik & AB (1.13b)
P(t1,x(t1)) =0 Endbedingungen (EB) (1.13c)
hi(x,u) <0, i=1,...,q Ungleichungsbeschr. (1.13d)

Dabei stellt u € R™ die EingangsgroBe des nichtlinearen Systems (1.13b) mit dem
Zustand x € R™ dar. Zusétzlich zu den Anfangsbedingungen in (1.13b) sind héaufig
Endbedingungen der Form (1.13c) gegeben, um z. B. einen gewiinschten Zustand x zur
Endzeit t; zu erreichen (also ¥ (t1,x(t1)) = x(t1) — x¢). In der Praxis treten haufig
Ungleichungsbeschrankungen (1.13d) auf, die z. B. die Begrenzung einer Stellgrofie oder
Sicherheitsschranken eines Zustandes darstellen kénnen.

Die Problemstellung der dynamischen Optimierung besteht nun darin, eine Eingangstra-
jektorie u(t), t € [to,t1] derart zu finden, dass die Zustandstrajektorie x(t), ¢ € [to, 1] des
dynamischen Systems (1.13b), die Endbedingungen (1.13¢) und Beschrénkungen (1.13d)
erfillt und gleichzeitig das Kostenfunktional (1.13a) minimiert wird. Abhéngig davon, ob
t1 vorgegeben oder unbekannt ist, spricht man von einer festen oder freien Endzeit t;.

Neben der Bezeichnung dynamische Optimierung werden héufig auch die Begriffe
Unendlich-Dimensionale Optimierung, Optimalsteuerungsproblem oder Dynamische Pro-
grammierung verwendet. Im Folgenden sind einige Beispiele angegeben, um die Problem-
und Aufgabenstellung der dynamischen Optimierung zu erldutern.

1.2.2 Beispiele

Beispiel 1.3 (Inverses Pendel). Ein klassisches Problem in der Regelungstechnik ist
das inverse Pendel, das an einem Wagen drehbar befestigt ist. Als Beispielproblem
soll das seitliche Versetzen des Pendels betrachtet werden

¢
m(igl J(u) :/1l+cu2 dt, (1.14a)
u(- 0
. .2 .
wBy., | L SCosOE| eSOl ) (114b)
cos 0 1 0 —sin
T T
x)=[0 0 = 0o, xt)=[1 0« 0, (1.14c)
—1<u<l. (1.14d)

Die vereinfachten Bewegungsgleichungen (1.14b) fiir die Zustinde x = |z 4 6 6
sind normiert. Der Eingang u stellt die am Wagen angreifende Kraft dar und ist
durch (1.14d) beschrénkt. Die Masse des Pendels wird mit m, diejenige des Wagens

Vorlesung und Ubung Optimierung (WS 2016/2017)
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1.2 Dynamische Optimierungsprobleme Seite 9

mit M bezeichnet. Abbildung 1.6 zeigt exemplarisch das seitliche Versetzen des
Pendels, um die Bewegung zu verdeutlichen.

Das Kostenfunktional (1.14a) und somit der Charakter des Optimierungsproblems
héngt von dem Parameter ¢ ab. Fiir ¢ = 0 ergibt sich die Aufgabe, die Endzeit ¢ zu
minimieren "

J(u) = A 1dt=t;. (1.15)

Fir ¢ > 0 wird der Eingang u im Kostenfunktional und somit der Aspekt der
Energieoptimalitdt mitberticksichtigt.

Abbildung 1.7 zeigt die optimalen Trajektorien fiir den Parameterwert ¢ = 0.5
sowie flir die Werte ¢ = 0, ¢ = 0.25 und ¢ = 1. Fiir ¢ = 0 weist der Eingang u ein
Bang-bang-Verhalten auf, wahrend fiir ¢ > 0 die Steueramplituden kleiner werden
und die benoétigte Zeit t; zunimmt.

. 1.5
g 1.0
E 0.5
é 0.0
—0.5
SN 3.5
] E 3.3
= 31 .
1 2.7
13 1p
|2
l.lll\l.\l\ E gb 0
, ) . g
-0.5 0 0.5 1 l.Em _1

Abb. 1.6: Momentaufnahmen
beim Versetzens des Abb. 1.7: Optimale Trajektorien beim Ver-
inversen Pendels. setzen des inversen Pendels.

Das inverse Pendel ist ein gutes Beispiel um zu verdeutlichen, dass nicht zu jedem
Optimierungsproblem eine Losung existiert, insbesondere wenn die Endzeit ¢ nicht
festgelegt ist. Wie aus Abbildung 1.7 ersichtlich, vergroflert sich die Endzeit t; bei
zunehmender Gewichtung von u? im Vergleich zum zeitoptimalen Anteil in dem
Kostenfunktional (1.14a). Wenn reine Energieoptimalitét gefordert wiirde, d. h.

T(u) = /Otlzﬂ dt, (1.16)

hétte das Optimierungsproblem keine Losung, da das Versetzen des Pendels dann
unendlich langsam mit ¢t; — oo ablaufen wiirde.
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1.2 Dynamische Optimierungsprobleme

Beispiel 1.4 (Goddard-Rakete [1, 2]). Ein klassisches Optimierungsproblem aus der
Raumfahrt ist die Maximierung der Flughhe einer Rakete unter dem Einfluss von
Luftreibung und Erdbeschleunigung. Dieses Problem wurde von dem amerikani-
schen Raketenpionier Robert H. Goddard im Jahr 1919 aufgestellt und kann in der
normierten Form

m(igl — h(t1) (1.17a)
: . u— D(h,v) 1 . U

u.B.V. h:U, UV = T_ﬁ7 m = —Z, (117b)
h(0) =1, 0(0) =0, m(0)=1, m(t) =06, (1.17c)
0<u<3.b (1.17d)

geschrieben werden.
Die Zustandsgroflen sind die Flughohe h, die Geschwindigkeit v und die Masse m
der Rakete. Die Luftreibung D(h,v) héngt iiber die Funktion

D(h,v) = Dyv?ef1=0)] (1.18)

von den Zustdnden h und v ab. Die Randbedingungen in (1.17c¢) umfassen die nor-
mierten Anfangsbedingungen sowie die Endbedingung fiir m(¢), die dem Leergewicht
der Rakete ohne Treibstoff entspricht. Der Eingang des Systems ist der Schub wu, der
innerhalb der Beschrédnkungen (1.17d) liegen muss.

In Abbildung 1.8 sind die optimalen Trajektorien fiir die Goddard-Rakete dargestellt.
Die verwendeten Parameterwerte lauten ¢ = 0.5, Dy = 310 und 8 = 500. Der Schub
u(t) ist am Anfang maximal und weist dann einen parabelférmigen Verlauf auf, bevor
der Treibstoff verbraucht ist. Dieses Verhalten wird durch den Luftwiderstand D(h, v)
hervorgerufen, der mit zunehmender Hohe abnimmt. Es ist somit ,optimaler®, im
Falle eines hohen Luftwiderstandes nicht mit vollem Schub zu fliegen.
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Masse m

0.10 0.15 0.10 0.15
Zeit t Zeit t

Abbildung 1.8: Trajektorien fiir die Goddard-Rakete in Beispiel 1.4.

Beispiel 1.5 (Okonomisches Modell [3, 4]). Ein weiterer Anwendungszweig der dyna-
mischen Optimierung sind wirtschaftliche Prozesse. Das folgende Beispiel beschreibt
das Verhalten eines typischen Konsumenten, der Konsum, Freizeit und Bildung tiber
die Lebensdauer maximieren will. Der Bildungsgrad B und das Kapital K eines
durchschnittlichen Konsumenten lassen sich durch folgendes Modell beschreiben

Weiterbildung  Vergessen

. =
B= Bfusus — 0B |, B(0) = By (1.19a)
K= iK +B — . K(0) =K. 1.19b

K ugg(us3) Ja (0) = Ko ( )

Verzinsung  minkommen  Konsum

Die Eingangsgroéfien sind der Konsum u;, der Anteil der Arbeitszeit an der Gesamt-
zeit us sowie der Anteil der Fortbildungszeit an der Arbeitszeit us. Die Eingénge
unterliegen den Beschrankungen

U1 >0, 0<uy < 1, 0<uz <1 (1.20)

Das Optimierungsziel des Konsumenten ist die Maximierung von Konsum, Freizeit
und Bildung tiber die Lebensdauer von ¢; = 75 Jahren, was in dem (zu minimierenden)
Kostenfunktional

t
J(u) = —K*(t) — [ U(t,ur,us, B)e " dt . (1.21)

to
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1.3 Mathematische Grundlagen Seite 12

ausgedriickt ist. Der Integralanteil
U(t,ul,UQ,B) = aou?—}—ﬁo(l —UQ)B—}—’}/Qt.B’y (122)

gewichtet dabei den Konsum wq, die Freizeit 1 —uo und den Bildungsgrad B, wéihrend
der Endwert —K"(t1) in (1.21) zusétzlich das Vererbungskapital berticksichtigt.

Die optimalen Zeitverldufe des Bildungsgrades B(¢) und des Kapitals K (t) sind
in Abbildung 1.9 dargestellt. Die Funktion g(us) in (1.19b) ist durch die Parabel
g(uz) = 1— (1 —a)ug — au? gegeben. Die verwendeten Parameterwerte lauten a = 0.3,
a=—-1,a0=-1,=-05,00=—-1,v=0.2,v% =5, s =0.2, p=0.01, e = 0.35,
0 =0.01,7=0.04, By = 1 und Ky = 30.

Die ersten 17 Jahre stellen die Lernphase dar (d.h. ug = 1). Daraufhin folgt eine
lange Arbeitsphase von 34 Jahren mit einem hohen Mafl an Weiterbildung, bevor in
den néchsten 10 Jahren (52.—-61. Lebensjahr) eine reine Arbeitsphase mit zusétzlich
reduzierter Arbeitszeit ug stattfindet. Ab dem 62. Lebensjahr setzt der Ruhestand ein.
Der Bildungsgrad B ist besonders hoch im Alter von 30-60 Jahren. Das Kapital K ist
negativ wahrend der ersten Lebenshélfte, was der Aufnahme eines Kredites entspricht.
Im Laufe des Lebens wird dies aber durch das steigende Einkommen kompensiert.

w
[es}

[\~
[es}

—_
o
Kapital K

Bildungsgrad B

o

™

o S

S 204 2
g g &n
=} < =
w0 [75] ]
g 0.2 <
¥ —

~ = =

o < gbo. S ) é 0 LN
0 20 40 60 0 20 40 6 0 20 40 60
Zeit t Zeit t Zeit t

Abbildung 1.9: Optimale Trajektorien fiir das Konsumentenverhalten in Beispiel 1.5.

1.3 Mathematische Grundlagen

In diesem Abschnitt werden kurz einige mathematische Begriffe und Grundkonzepte
erlautert, die das Verstdndnis der weiteren Kapitel erleichtern.
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1.3.1 Infimum, Supremum, Minimum und Maximum

Definition 1.1 (Infimum und Supremum). Es sei X C R eine nichtleere Menge. Das
Infimum von X, kurz inf X’ geschrieben, bezeichnet die gréfite untere Schranke von
X, d.h. es existiert eine Zahl « so, dass gilt

(a) > o firallez € X

(b) fiir alle @ > « existiert ein x € X so, dass z < @ .

Das Supremum von X, kurz sup X geschrieben, bezeichnet die kleinste obere
Schranke von X, d.h. es existiert eine Zahl « so, dass gilt

(a) z < afirallexeX

(b) fiir alle @ < « existiert ein z € X so, dass x > & .

Existiert fiir eine nichtleere Menge X ein Infimum oder ein Supremum, so muss dieses
nicht automatisch in X enthalten sein. Als Beispiel dazu betrachte man die Menge
X ={z € R|xz >0} = (0,400). In diesem Fall gilt offensichtlich 0 = inf X ¢ X.

Fir die folgende Definition wird angenommen, dass X, C R" den zuldssigen Bereich
des betrachteten Optimierungsproblems geméf (1.2) bezeichnet.

Definition 1.2 (Globale und lokale Minima). Die Funktion f(x) besitzt in X, an
der Stelle x*

(a) ein lokales Minimum, falls ein € > 0 so existiert, dass gilt f(x*) < f(x) fiir alle
x € U: N X, wobei U eine hinreichend kleine e-Umgebung von x* bezeichnet,

(b) ein striktes lokales Minimum, falls ein € > 0 so existiert, dass gilt f(x*) < f(x)
fiir alle x € U \{x*} N Xy
(c) ein globales (absolutes) Minimum, falls f(x*) < f(x) fiir alle x € &,
(d) ein striktes (eindeutiges) globales Minimum, falls f(x*) < f(x) fiir alle x €
Xar\{x*}.
af

Abbildung 1.10 gibt eine grafische Darstellung der unterschiedlichen Arten von Minima.
Definition 1.2 lasst sich direkt auf lokale und globale Maxima iibertragen.
An dieser Stelle sollte nochmals betont werden, dass im Falle eines Minimums (Ma-

ximums) der Wert min{f(x) |x € Xa[} bzw. max{f(x) |x € Xa[} in X, enthalten sein

muss, wohingegen der Wert inf { f(x)|x € Xa[} bzw. sup{ f(x)|x e Xa[} nicht unbedingt
ein zuldssiger Punkt ist.
Die Menge aller Minima wird oftmals auch in der Form

G = argmin{f(x) | x € Xa(} (1.23)

angeschrieben, wobei die Menge sowohl leer sein kann als auch aus endlich oder unendlich
vielen Punkten bestehen kann. Im Falle eines strikten globalen Minimums in A, versteht
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bf(x)

lokal, strikt

global, strikt

T
=
\

Abbildung 1.10: Verschiedene Minima einer Funktion f(z) mit = € R.

Af(z) Af(z)

Abbildung 1.11: Nichtexistenz von Minima.

man unter dem Ausdruck x = arg min{ f(x)|xe Xa[} meist jene Funktion, die gerade
den Punkt x € X, zuriickgibt, der die Funktion f (x) global minimiert.

1.3.2 Existenz von Minima und Maxima

Abbildung 1.11 zeigt drei Falle, bei denen kein Minimum existiert. In Abbildung 1.11(a)
ist das Infimum von f(x) in der Menge X = («,3) durch f(8) gegeben. Da aber X
nicht abgeschlossen ist und somit 5 ¢ X, existiert in diesem Fall kein Minimum. In
Abbildung 1.11(b) ist der linksseitige Grenzwert lim,_,.- f(z) das Infimum von f(z) in
der Menge X = [ov, 3]. Auch in diesem Fall existiert auf Grund der Unstetigkeit von f(x)
das Minimum nicht. Im letzten Fall, Abbildung 1.11(c), existiert das Minimum ebenfalls
nicht, da f(x) in der unbeschrénkten Menge X = {x € R|z > a} nach unten hin nicht
beschrankt ist.

Der nachfolgende Satz gibt nun Bedingungen fiir die Existenz einer Losung von Opti-
mierungsproblemen an.

Satz 1.1 (Weierstrass). Es sei X eine nichtleere und kompakte (abgeschlossene und
beschriankte) Menge und f : X — R stetig auf X. Dann ist die Menge aller Minima
G = argmin{f(x) | x € X} nichtleer und kompakt.

Der Beweis dieses Satzes ist beispielsweise in [5, 6] zu finden. Es sei an dieser Stelle
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jedoch betont, dass Satz 1.1 nur eine hinreichende Bedingung fiir die Existenz einer
optimalen Losung angibt. Als Beispiel dazu betrachte man die Minimierungsaufgabe
minge (1,1 22, die zeigt, dass mit = 0 ein Minimum gegeben ist, obwohl die Menge
X ={z € R|—-1<z <1} offen und damit nicht kompakt ist.

1.3.3 Gradient und Hessematrix

Die Berechnung von Ableitungen erster und zweiter Ordnung einer Kostenfunktion f(x) ist
von fundamentaler Bedeutung in der Optimierung. Da im Falle von unstetigen Funktionen
oder unstetigen Ableitungen Probleme auftreten konnen (sowohl numerischer als auch
theoretischer Natur), wird oft angenommen, dass alle Funktionen eines Optimierungspro-
blems stetig und hinreichend oft differenzierbar sind. So nicht anders erwéhnt, gilt dies
auch fiir diese Vorlesung. Im Rahmen der Optimierungsalgorithmen spielen der Gradient
und die Hessematrix eine bedeutende Rolle.

Definition 1.3 (Gradient). Es sei f : X — R eine stetig differenzierbare Funktion,
d.h. f € C'. Dann bezeichnet

of
o1
af\" :
(vNe=(52) = | : (1.24)
of
Oxn
T
den Gradienten (also die 1. partielle Ableitung) von f(x) an der Stelle x = [a;l .. xn} .

Definition 1.4 (Hessematrix). Es sei f : X — R eine zweifach stetig differenzierbare
Funktion, d.h. f € C2. Dann bezeichnet

2f > f
ox? Tt O0z10zy
(V) =| ; (1.25)
0%f 2f
0zndz1 " 022
T
die Hessematrix (also die 2. partielle Ableitung) von f(x) an der Stelle x = [3:1 e mn} .

Im Falle von Funktionen f(z) mit nur einem skalaren Argument wird die V-Notation
normalerweise durch f/(z) und f”(z) ersetzt.
Aus der Stetigkeit der 2. partiellen Ableitungen folgt Kommutativitit, d. h.

0*f B 0’ f
al’iam]‘ - 8.%‘813 '

Somit ist die Hessematrix symmetrisch ((V2f)(x) = (V2 f)T(x)) und hat stets rein
reelle Eigenwerte. In der Optimierung ist oft von Bedeutung, ob Hessematrizen positiv
(semi-)definit sind. Diese Eigenschaft kann wie folgt untersucht werden.
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Satz 1.2 (Definitheit von Matrizen). Die Definitheit einer symmetrischen Matrix
A € R™™ lasst sich durch folgende Bedingungen charakterisieren:

Matrixz A ist (@) (b) (c)

fir alle p € R™ alle n Figen- fir alle n Haupt-
mit p # 0 gilt  werte \; sind minoren D; gilt
positiv semi-definit: pTAp>0 >0 -
positiv definit: p'Ap >0 > 0 D; >0
negativ semi-definit: prAp <0 <0 -
negativ definit: pTAp<0 <0 (-1)*'D; <0

Die Eigenwerte A;, i = 1,...,n der Matrix A sind die Lésungen der Gleichung
det(A\AE—A) =0,

wobei E die Einheitsmatrix der Dimension n darstellt. Die Hauptminoren D; sind die
Determinanten der linken oberen Untermatrizen von A,

ailp ... Qip

Dlzdet([all}), Dgzdet<[all “121),...7Dn:det ST N

a12 Q22
Alp .. Qpp

wobei a;; die Elemente der i-ten Zeile und j-ten Spalte der Matrix A bezeichnen. Um
die Definitheit einer symmetrischen Matrix A zu bestimmen, muss lediglich eine der drei
Bedingungen (a)—(c) ausgewertet werden, da jede fiir sich notwendig und hinreichend ist.
Das Kriterium (c) wird auch Sylvester-Kriterium genannt und kann nicht fir semi-definite
Matrizen verwendet werden.

Bei der Abschétzung von Funktionen werden héufig der Gradient und die Hessematrix
im Rahmen des Mittelwertsatzes (Satz von Taylor) verwendet.

Satz 1.3 (Mittelwertsatz, Satz von Taylor). Es sei f(x) eine stetig differenzierbare
Funktion, d. h. f € CY, in einer Menge X, die das Liniensegment [x1,X2] beinhaltet,
dann existiert eine reelle Zahl o, 0 < o < 1, so, dass gilt

f(x2) = f(x1) + (x2 — xl)T(Vf)(axl + (1 —a)x2) . (1.26)

Ist die Funktion f(x) zweifach stetig differenzierbar, d.h. f € C?, dann existiert eine
reelle Zahl a, 0 < o < 1, so, dass die Beziehung

Flo2) = Fea) + (k2 = x0) (V) )+ 5 (02— 31) " (V2F) (o + (1 = @) (2 — )
(1.27)
gilt.
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1.3.4 Konvexitat

Die Eigenschaft der Konvexitét ist von grofier Bedeutung in der Optimierung und erlaubt
héufig eine einfache (numerische) Losung des Optimierungsproblems. Der Begriff konvex
kann sowohl auf Mengen als auch auf Funktionen angewandt werden.

1.3.4.1 Konvexe Mengen

Definition 1.5 (Konvexe Menge). Eine Menge X C R™ nennt man konvez, falls fir
alle x,y € X und alle reellen Zahlen o mit 0 < o < 1 gilt

(ax+(1—a)y) e X. (1.28)

Eine geometrische Interpretation dieser Definition ist, dass eine Menge X C R”™ genau dann
konvex ist, falls die Verbindungslinie zwischen zwei beliebigen Punkten x,y € X komplett
in X enthalten ist. Abbildung 1.12 zeigt einige Beispiele konvexer und nicht-konvexer
Mengen.

LR

) konvex ) konvex ) nicht-konvex ) nicht-konvex

Abbildung 1.12: Beispiele von konvexen und nicht-konvexen Mengen.

Konvexe Mengen besitzen folgende Eigenschaften:

(a) Die Schnittmenge von konvexen Mengen ist wiederum konvex.

(b) Wenn X eine konvexe Menge ist und « eine feste reelle Zahl, dann ist die Menge
{ax|x € X}

ebenfalls konvex.
(c) Das Bild einer konvexen Menge unter einer linearen Transformation ist konvex.

(d) Wenn X und Y konvexe Mengen sind, dann ist die Menge
{x+ylxed yel}
ebenfalls konvex.

Diese Eigenschaften sind u. a. bei der Charakterisierung der Konvexitat der zuldssigen
Menge X, von Optimierungsproblemen von Bedeutung.

Vorlesung und Ubung Optimierung (WS 2016/2017)
© Steinbéck, Kugi, Institut fiir Automatisierungs- und Regelungstechnik, TU Wien



1.3 Mathematische Grundlagen Seite 18

1.3.4.2 Konvexe Funktionen

Definition 1.6 (Konvexe und konkave Funktionen). Es sei X C R™ eine konvexe
Menge. Man nennt die Funktion f : X — R konvex auf &, falls fiir alle x,y € X und
alle reellen Zahlen o mit 0 < o <1 gilt

flax+ (1 -a)y)<af(x)+(1-0a)f(y). (1.29)

Die Funktion f nennt man strikt konvezx, falls fiir alle @ mit 0 < o < 1 und x # y gilt

flax+(1-a)y) <af(x)+(1-a)f(y) (1.30)
Man nennt die Funktion f (strikt) konkav, falls —f (strikt) konvex ist.

Die Definition 1.6 kann wie folgt geometrisch interpretiert werden: Eine Funktion f
ist konvex (konkav), falls fir alle x € X, y € X und 0 < a < 1 alle Funktionswerte
flax+ (1 — a)y) unterhalb (oberhalb) oder auf der Verbindungslinie zwischen f(x) und
f(y) liegen. Abbildung 1.13 zeigt einige Beispiele konvexer und konkaver Funktionen. Es
ist direkt ersichtlich, dass affine Funktionen sowohl konkav als auch konvex sind.

WJ(2) f(z) f(z)
x y  z x e - Yz
(a) strikt konvex (b) konvex (nicht (c) konkav (d) weder konvex
strikt) noch konkav

Abbildung 1.13: Beispiele von konvexen und konkaven Funktionen.

Konvexe Funktionen besitzen folgende Eigenschaften:

(a) Die Summenfunktion
k
Fx) =" a; fi(x) (1.31)
=1

von auf der konvexen Menge X konvexen Funktionen f;(x), 7 = 1,...,k mit den
reellen Koeffizienten a; > 0,7 = 1,..., k ist auf X ebenfalls konvex.

(b) Ist die Funktion f(x) auf der konvexen Menge X konvex, so ist die Menge
S={xeX| f(x)<c} (1.32)

fiir alle reellen Zahlen ¢ € R ebenfalls konvex, siehe Abbildung 1.14.
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f(x) Konvexe Funktion f(x)

Schnitteben
) =

I

Abb.

()

<

Konvexe Schnittmenge
S={xeR?| f(x)<c}

1.14: Konvexe Menge S, die durch den ) )
Schnitt einer konvexen Funktion  APDb. 1.15: Stiitzende Tangente einer
f(x) mit der Ebene f(x) = konst. konvexen Funktion f(z).
entsteht.

Eine stetig differenzierbare Funktion f € C' ist genau dann konvex auf der konvexen
Menge X, wenn fiir alle x,y € X die Ungleichung

f@) = fx) + y =% (V(x) (1.33)

erfiilllt ist. Die geometrische Interpretation der Ungleichung (1.33) ist, dass an
jedem Punkt x einer konvexen Funktion f(x) eine sogenannte stitzende Hyperebene
(skalarer Fall: stitzende Tangente) existieren muss, oberhalb oder auf der f(x)
verlauft. Dies ist in Abbildung 1.15 veranschaulicht.

FEine zweifach stetig differenzierbare Funktion f € C? ist genau dann konvex auf
der konvexen Menge X, wenn die Hessematrix (V2f)(x) positiv semi-definit fiir alle
x € X ist. Falls die Hessematrix (V2 f)(x) positiv definit ist, so folgt daraus die
strikte Konvexitiat der Funktion f(x). Die Umkehrung dieser Aussage ist jedoch
nicht giiltig, wie man sich anhand der Funktion f(x) = z* iiberzeugen kann. Diese
Funktion ist strikt konvex, aber die zugehorige Hessematrix an der Stelle x = 0 ist
identisch Null.

Aufgabe 1.1. Beweisen Sie die Eigenschaften (a)-(d) von konvexen Funktionen. Nutzen
Sie fiir den Beweis der Eigenschaft (d) den Mittelwertsatz, siehe Satz 1.3, im Speziellen
(1.27).

Aufgabe 1.2. Zeigen Sie, dass die Funktion f(x) = 2] + 22 — 27122 + 23 iiber ihrem

gesamten Definitionsbereich x = [:L‘l CL’Q] € R? konvex ist.
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2 Statische Optimierung: Unbeschrankter
Fall

2.1 Optimalitatsbedingungen

Bevor in den Abschnitten 2.2-2.6 numerische Verfahren zur Lésung unbeschrankter
statischer Optimierungsprobleme der Art

min f(x) (2.1)

behandelt werden, sollen in diesem Abschnitt die Optimalitdtsbedingungen fiir ein allge-
meines beschréanktes Optimierungsproblem der Form (1.3)
i 2.2
i fx) (2.2)
mit dem zuléssigen Bereich X, diskutiert werden. Zur Definition der Begriffe lokaler und
globaler Minima sei auf Abschnitt 1.3.1 und im Speziellen auf Definition 1.2 verwiesen.
Um die notwendigen Bedingungen fiir ein lokales Minimum x* der Optimierungsaufgabe
(2.2) zu formulieren, fiihrt man den Begriff einer zuldssigen Richtung ein. Fiir x € X,f
ist der Vektor d eine zuldssige Richtung am Punkt x, wenn ein & > 0 so existiert, dass
X+ ad € Xa[ fur alle o, 0 < a < .

Satz 2.1 (Notwendige Optimalitdtsbedingungen erster Ordnung). Es sei X,f C R™ die
zulissige Menge des Optimierungsproblems (2.2) und f € C' eine Funktion definiert
auf X, Wenn x* ein lokales Minimum von f auf X,[ ist, dann gilt fir jede zuldssige
Richtung d am Punkt x* die Ungleichungsbedingung

dT(Vf)(x*) > 0. (2.3)
Gilt dariberhinaus, dass x* im Inneren von X,; liegt, dann folgt die Bedingung

(Vf)(x*) =0. (2.4)

Beweis. Da d eine zuléssige Richtung am Punkt x* ist, gilt fiir jedes o, 0 < o < @,
dass der Punkt x(a) = x* + ad € X,;. Nun definiert man fiir 0 < a < a die Funktion
g(a) = f(x(a)), die am Punkt o = 0 ein lokales Minimum besitzt. Entwickelt man
g() um den Punkt a = 0 in eine Taylorreihe und bricht diese nach dem linearen
Glied ab, erhélt man

g(a) = g(0) + g'(0)a + o(e) , (2.5)

wobei o(a) den Restterm bezeichnet, der schneller nach Null abklingt als . Wire
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nun ¢'(0) < 0, dann wiirde fiir ein hinreichend kleines o > 0 gelten g(«) — g(0) < 0,
was ein Widerspruch zur Annahme ist, dass o = 0 bzw. x* ein Minimum ist. Daher
muss gelten ¢’'(0) = dT(Vf)(x*) > 0.

Wenn x* im Inneren von &, liegt, dann ist jede Richtung am Punkt x* zuléssig,
d.h. dT(Vf)(x*) > 0 fiir alle d € R™. Dies kann aber nur fiir alle d erfiillt sein, wenn
(Vf)(x*) =0 ist. O

Beispiel 2.1. Man betrachte das Optimierungsproblem

min f(x1,x2) = 27 — x122 + 25 — 372 . (2.6)
x€R?

Berechnet man nun die notwendige Optimalititsbedingung erster Ordnung gemaf
(2.4)

201 —x2 =0 (2.7a)
—x1 4+ 220 =3, (2.7]3)

T
dann erkennt man, dass x* = |1 2} eine eindeutige Losung von (2.7) ist, welche in
diesem Fall sogar das globale Minimum beschreibt.

Beispiel 2.2. In einem weiteren Beispiel betrachte man die Optimierungsaufgabe

min f(z1,22) = :17% — 21+ 29 + 2129 (2.8)
XGXa"

mit der zuldssigen Menge
_ 2
X ={x€R? |21 >0, 2, >0} . (2.9)

T
Das Problem hat an der Stelle x* = [% 0} ein globales Minimum. Wertet man den

Gradienten an der Stelle x* aus, so erhélt man
a * * *
78x1f(x )= 227 —1425;=0 (2.10a)
0 3
®) 1 i 2.10b
5o ) tai=13 (2.100)

Wie man erkennt, verschwindet in diesem Fall der Gradient an der Stelle x* nicht,
aber die notwendige Bedingung (2.3) ist fiir alle zulédssigen Richtungen d erfiillt, da
die zweite Komponente von d wegen der Definition von X, geméf (2.9) gréBer gleich
Null sein muss.

Die notwendige Optimalitatsbedingung erster Ordnung fiir einen inneren Punkt (2.4)
gemaf Satz 2.1 gibt lediglich an, dass es sich bei diesem Punkt um einen Fxtremalpunkt
(auch als stationdren Punkt bezeichnet) handelt, die Bedingung wird aber von einem
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Minimum, Maximum oder Sattelpunkt gleichermaflen erfiillt, siche Abbildung 2.1.

f(wl, T =

Maximum

Sattelpunkt

—
Minimum ‘
Z2

(a)

Abbildung 2.1: Beispiele von stationaren Punkten im ein- und zweidimensionalen Fall.
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Man kann nun Satz 2.1 weiter prézisieren, indem man bei der Taylorreihenentwicklung
(2.5) Terme hoherer Ordnung in o hinzunimmt.

Satz 2.2 (Notwendige Optimalitéitsbedingungen zweiter Ordnung). Es sei X,f C R"
die zulissige Menge des Optimierungsproblems (2.2) und f € C? eine Funktion
definiert auf X,r. Wenn x* ein lokales Minimum von f auf X, ist, dann gelten fir
jede zuldssige Richtung d am Punkt x* die Bedingungen

(a) d*(V[)(x*)>0 (2.11a)
(b) wenn dT(Vf)(x*) =0, dann dT (sz) (x*)d >0 . (2.11b)

Gilt dariuberhinaus, dass x* im Inneren von X,| liegt, dann folgen die Bedingungen

(a) (V)(x")=0 (2.12a)
(b) fir alle d gilt d" (V2f)(x")d > 0 . (2.12h)

Aufgabe 2.1. Beweisen Sie Satz 2.2. Hinweis: Orientieren Sie sich dabei am Beweis
von Satz 2.1.

Die Bedingung (2.12b) entspricht der Forderung, dass die Hessematrix (V2 f)(x) an der
Stelle x = x* positiv semi-definit ist.

Aufgabe 2.2. Betrachten Sie die Optimierungsaufgabe

min f(x1,22) = x5 — 2329 + 223 (2.13)
XEXa(

mit der zuldssigen Menge

X ={x€R?|21>0, 2 >0} (2.14)

T
Zeigen Sie, dass der Punkt x* = [6 9] zwar die Optimalitdtsbedingung erster
Ordnung erfiillt, aber trotzdem kein lokales Minimum beschreibt.

Die Optimalitdtsbedingungen von Satz 2.2 sind lediglich notwendig, wie man sich einfach
anhand der Funktion f(z) = 2? iiberzeugen kann. Die Funktion besitzt an der Stelle
r* = 0 einen Extremalpunkt (f’(z*) = 3(z*)? = 0) und obwohl die zweite Ableitung
f"(x*) = 62* = 0 positiv semi-definit ist, ist £* = 0 kein Minimum, sondern ein Sattelpunkt
(siehe Abbildung 2.1).

Fiir Punkte im Inneren von X, lassen sich ferner hinreichende Optimalitétsbedingungen
angeben.

Satz 2.3 (Hinreichende Optimalitétsbedingungen zweiter Ordnung). Es sei X,
C R™ die zulissige Menge des Optimierungsproblems (2.2) und f € C? eine Funktion
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definiert auf X,;. Wenn x* ein innerer Punkt von X[ ist und folgende Bedingungen

(a) (V) =0 (2.15a)
(b) (VQf) (x*) > 0 (positiv definite Hessematriz am Punkt x*) (2.15b)

erfillt sind, dann ist x* ein striktes lokales Minimum wvon f.
Aufgabe 2.3. Beweisen Sie Satz 2.3.

Beispiel 2.3. Fir das Optimierungsproblem

min f(x) = 2% + ar3 — 119 (2.16)
x€R?

sollen die stationdren Werte x* in Abhéngigkeit des Parameters a # i charakterisiert
werden. Der Gradient und die Hessematrix von f(x) ergeben sich zu

(V) = [2“ ) “’] (V)0 = [ ’ ‘1] . (217)

2ax9 — 11 -1 2a

T
Aus (Vf)(x*) = 0 folgt x* = {0 O] als einziger stationdrer Punkt. Die Definitheit

der Hessematrix (V2f)(x) an der Stelle x* lisst sich mit Hilfe der Hauptminoren
(Sylvesterkriterium, siehe (¢) in Satz 1.2) untersuchen

D1 =2 Dy=4a—1. (2.18)

T
Somit ist (V2f)(x*) positiv definit fiir a > I und x* = {O 0] stellt ein striktes
Minimum dar. Fiir a < % ist Dy > 0 und Dy < 0 und (V?f)(x) somit indefinit. In

T
diesem Fall ist x* = [0 0} ein Sattelpunkt, wie er in Abbildung 2.1(b) fiir a = —1
dargestellt ist.

Wenn die Funktion f(x) (strikt) konvex ist, dann lassen sich stdrkere Aussagen im
Vergleich zu den bisherigen Sdtzen treffen. Der Grund dafiir liegt darin, dass aus der
Konvexitéit von f(x) unmittelbar die positive Semi-Definitheit der Hessematrix von f(x)
folgt.

Satz 2.4 (Minimierung konvexer Funktionen — Menge der Minima). Es sei f(x)
eine konveze Funktion auf der konvezen Menge X,;. Dann ist die Menge aller Minima

G = arg min{f(x) | x € Xa[} ebenfalls konver und jedes lokale Minimum von f(x)
ist ein globales Minimum.

Beweis. Angenommen ¢y beschreibt das Minimum von f. Dann ist die Menge G =
{x | x €&, f(x) < co} gemidB (1.32) ebenfalls konvex, womit der erste Teil des
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Satzes gezeigt ist.

Im Weiteren nehme man an, dass x* € &, ein lokales Minimum von f ist und ein
weiterer Punkt y € X[ so existiert, dass gilt f(y) < f(x*). Auf Grund der Konvexitét
von f folgt nach Definition 1.6, im Speziellen (1.29), fir alle & mit 0 < a < 1 die
Ungleichung

flay+ (1 -—a)x%) <afly)+ (1 -a) f(x") < f(x7). (2.19)

Da « hinreichend klein sein kann, folgt aber aus (2.19), dass ein weiterer Punkt
z =ay + (1 — «)x* in einer hinreichend kleinen Umgebung von x* existiert, der die
Funktion f noch kleiner macht, was geméafl Definition 1.2 ein Widerspruch dazu ist,
dass x* ein lokales Minimum von f ist. O

Der néchste Satz zeigt, dass fiir eine stetig differenzierbare und konvexe Funktion f die
notwendigen Optimalitdtsbedingungen erster Ordnung notwendig und hinreichend fiir die
Existenz eines globalen Minimums sind.

Satz 2.5 (Minimierung konvexer Funktionen — globales Minimum). Es sei f € C*
eine konvere Funktion auf der konvezen Menge X,r. Existiert ein Punkt x* € X,[ so,
dass fir alley € X,p gilt

(y —x)" (V) >0, (2.20)

dann ist x* ein globales Minimum von f auf X,[. Gilt dariberhinaus, dass x* im Inne-
ren von X, liegt, dann kann die Ungleichung (2.20) durch die Bedingung (V f)(x*) = 0
ersetzt werden.

Beweis. Da d =y —x* eine zulédssige Richtung am Punkt x* ist, entspricht (2.20) der
notwendigen Optimalitidtsbedingung erster Ordnung (2.3) von Satz 2.1. Auf Grund
der Konvexitéat von f folgt nach (1.33) die Ungleichung

F¥) 2 f(x*) + (y =x) (V) = f(xF) (2.21)

fur alle y € X, womit der Satz bewiesen ist. O

2.2 Rechnergestiitzte Minimierungsverfahren: Grundlagen

Da die Bestimmung eines (lokal) optimalen Punktes x* von (2.1) durch analytische Losung
der Stationaritdtsbedingung (V f)(x*) = 0 von (2.15a) (n nichtlineare Gleichungen in x*)
nur in seltenen Féllen moglich ist, ist man im Allgemeinen auf numerische Verfahren
zur Suche von x* angewiesen. Viele der in dieser Vorlesung besprochenen Algorithmen
finden den exakten Punkt x* nicht in einer endlichen Anzahl von Rechenschritten, sondern
generieren eine Folge {x}}, entlang welcher die zu optimierende Funktion f(x) abnimmt,
d.h.

f(Xk+1) < f(Xk), k=0,1,2,..., (222)
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und die zumindest fiir K — oo gegen x* konvergieren soll, d. h.

lim x;, = x*. (2.23)

k—o0
In der englischsprachigen Literatur werden solche Algorithmen auch als iterative descent
algorithms bezeichnet. Neben der anhand von (2.23) zu beantwortenden Frage, ob ein
Algorithmus prinzipiell gegen die richtige Losung x* konvergiert, interessiert, wie rasch er
dies tut. Es ist also das (globale) Konvergenzverhalten des Algorithmus zu analysieren.
Zumeist wird diese Analyse basierend auf einer Fehlerfunktion e : R — R, welche e(x) > 0
fir alle x € R™ und e(x*) = 0 erfiillt, durchgefiihrt. Als Fehlerfunktion kann z. B. der
Euklidische Abstand

e(x)=|x—x"|| >0 (2.24a)

oder die Kostendifferenz
e(x) = f(x) = f(x") = 0 (2.24b)

verwendet werden [1]. Das Konvergenzverhalten eines Algorithmus kann nun anhand der
zu {xy} gehorenden Folge {er} mit ey = e(xy) analysiert werden. Zunéchst sollen dazu
die Begriffe Konvergenzordnung und Konvergenzrate einer Folge von Skalaren definiert
werden.

Definition 2.1 (Konvergenzordnung, Konvergenzrate). Es sei {ex} eine Folge von
Skalaren, die gegen den Grenzwert 0 konvergiert. Die Konvergenzordnung der Folge
{ex} ist das Supremum der nichtnegativen Zahlen p, fiir die gilt

- lerta
0< 1 = : 2.25
=i fep M 229

Als zugehorige Konvergenzrate bezeichnet man die Zahl u. Es werden folgende Félle
unterschieden:

e Im Fall p=1 und p € (0,1) spricht man von linearer Konvergenz.

e Im Fall p > 1 mit p > 0 oder p =1 mit u = 0 spricht man von superlinearer
Konvergenz.

e Im Fall p = 2 mit g > 0 spricht man von quadratischer Konvergenz.

e Im Fall p = 3 mit g > 0 spricht man von kubischer Konvergenz.

Im Wesentlichen beschreiben die Konvergenzordnung und die Konvergenzrate das
Verhalten einer Folge fiir k — oo. Groflere Werte der Konvergenzordnung p bedeuten, dass
die Folge schneller konvergiert, da die Folgenelemente ej (zumindest fiir sehr grofie Werte
von k) mit der p-ten Potenz abnehmen. Analoges gilt fiir kleinere Werte der Konvergenzrate
1.

Beispiel 2.4. Die Folge {a*} mit 0 < a < 1 konvergiert mit der Konvergenzordnung
p =1 und der Konvergenzrate p = a gegen Null. Zunéchst gilt, dass nur fiir p < 1
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die Bedingung
ak+1

lim = lim o't*07P) < 5o (2.26)
koo akP k—o0 .
erfiillt ist. Mit p = 1 folgt dann
k+1
kl;n;o o a=u (2.27)

fiir die Konvergenzrate p.

Aufgabe 2.4. Zeigen Sie, dass die Folge {a2k} mit 0 < a < 1 mit der Konvergenzord-
nung 2 und der Konvergenzrate 1 gegen 0 konvergiert.

Beispiel 2.5. Die Folge {kik} hat eine lineare Konvergenzordnung, da nur fiir p <1

die Bedingung
kkr

lim ——
Koo (k + 1)FHL
erfiillt ist. Mit p = 1 ergibt sich dann

T AR 1(k>k— =0 (2.29)
hooo (E+ DFFT kb k+1\k+1) _HT T '

< 0 (2.28)

Folglich konvergiert die Folge {kik} superlinear gegen Null.

Abschlieflend stellt sich die Frage, ob das beobachtete Konvergenzverhalten eines
Optimierungsalgorithmus von der gewéhlten Fehlerfunktion e(x) abhéngt. Es lasst sich
zeigen (vgl. [2]), dass die Konvergenzordnung eines Optimierungsalgorithmus von der Wahl
der Fehlerfunktion e(x) weitgehend unabhéngig ist. Dies gilt nicht fiir die Konvergenzrate.

Die bekanntesten numerischen Verfahren zur Losung der unbeschriankten statischen
Optimierungsaufgabe (2.1) sind die so genannten Liniensuchverfahren (Englisch: line
search methods). Der folgende Abschnitt gibt einen kurzen Uberblick iiber die bekanntesten
Liniensuchverfahren. Im Anschluss daran werden mit der Methode der Vertrauensbereiche
und dem direkten Suchverfahren zwei alternative Losungsmethoden fiir unbeschrénkte
statische Optimierungsaufgaben vorgestellt.

2.3 Liniensuchverfahren

Tabelle 2.1 zeigt die grundsétzliche algorithmische Struktur eines Liniensuchverfahrens.
Zum Iterationsschritt k ermittelt man vorerst eine geeignete Suchrichtung bzw. Abstiegs-
richtung sg. Sie soll so gewéhlt werden, dass, wenn man sich hinreichend wenig vom Punkt
xj aus in diese Richtung bewegt, also

Xk41 = Xk + Sk (2.30)
mit einer geeigneten Schrittweite oy, > 0, die Abstiegsbedingung (2.22), d. h.
J(Xrg1) = f(xr + arsi) < f(xk) (2.31)
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Initialisierung:  xg (Startlosung)
k=0 (Startindex)
while x; ist nicht optimal
Wéhle geeignete Suchrichtung sy
Wéhle optimale Schrittweite geméafl
ag = argmin f(xi + asy)
Xp41 $ Xp + Sk
k+—k+1
end

Tabelle 2.1: Genereller Ablauf eines Liniensuchverfahrens.

erfiillt ist. Nun wird die optimale Schrittweite oy > 0 durch Loésung des skalaren Optimie-
rungsproblems

min g(a) = f(xp + sy) (2.32)

bestimmt. Die Iteration wird solange wiederholt, bis ein Abbruchkriterium erfillt ist, z. B.
bis eine gewahlte Fehlerfunktion betraglich kleiner als ein vorgegebener Schwellwert ist.
Abbildung 2.2 veranschaulicht das Prinzip der Liniensuche anhand von einem Iterati-
onsschritt fiir eine (nicht konvexe) Kostenfunktion f(x) mit x € R? bei einer gegebenen
Suchrichtung si. In diesem Zusammenhang wird auch der Name Liniensuchverfahren
verstandlich, da sich bei gegebener Suchrichtung s; die Optimierungsaufgabe, d. h. die
Wahl der Schrittweite oy, auf das Auffinden eines Minimums entlang einer Linie reduziert.

2.3.1 Wahl der Schrittweite
2.3.1.1 Intervallschachtelungsverfahren (,,Goldener Schnitt")

Das Intervallschachtelungsverfahren generiert fiir das skalare Optimierungsproblem (2.32)
eine konvergierende Folge von Intervallschachtelungen, um das Minimum von g(ay) einzu-
grenzen.

Zunéchst muss ein Intervall [ly, rg] gefunden werden, in dem die Funktion g(ay) ein
Minimum aufweist, siehe Abbildung 2.3. Dies kann z. B. dadurch erreicht werden, dass mit
einem hinreichend kleinen [y gestartet und ro (ausgehend von ly) sukzessive vergrofert wird,
bis der Funktionswert g(rg) anfangt zuzunehmen. Fiir das Folgende wird vorausgesetzt,
dass die Funktion g(ay) stetig und unimodal im Intervall [lg,ro] ist, d. h. die Funktion
g(ay) hat ein eindeutiges lokales Minimum im offenen Intervall (Io, o).

Zum Iterationsschritt j liege das Intervall [I;, ;] vor, das nach wie vor jenen Wert o
beinhaltet, der die Funktion g(ay) minimiert. Nun werden zwei neue Punkte l} und 7;,
l; < l} < 7j <rj in der Form

Vorlesung und Ubung Optimierung (WS 2016/2017)
© Steinbéck, Kugi, Institut fiir Automatisierungs- und Regelungstechnik, TU Wien



2.3 Liniensuchverfahren Seite 30

Ny

o ]

Xk

NNHE R ESEEEESE
SN e T
ST T T T
SN
SSSsS=oc— NNNNGNANEggP77”
SESSSS==S— NN\ ""Wi%;%:é

Hohenlinien

lj =1+ (1= a)(rj = j)=alj + (1 - a)r (2.33a)
fj = lj + a(rj - lj) = (1 - a)lj + ar; (233b)

mit dem Parameter a € (3,1) berechnet. Es gilt nun folgender Satz:

Satz 2.6 (Zur Intervallschachtelung). Es sei l; < I; < 75 < r; und g(oy,) eine
stetige unimodale Funktion auf dem Intervall [l;,r;]. Bezeichnet man mit o, das
Minimum auf (I;,7;), dann gilt o € [l;,7;], wenn g(l}) < g(7j) bzw. af, € [lAj,rj},

A

wenn g(lj) = g(7;).

Beweis. Man betrachte den Fall g(l}) < ¢(#;). Angenommen, of > 7;, dann gilt
I; < ai. Da g(l;) < g(#;) und g(ak) < g(7;) ist, muss ein Punkt ay, € (Ij,af) so
existieren, dass gilt g(ay) = MaX,, (i o] g(ag), womit ay, ein lokales Maximum von
g(ay) im Intervall [I;,7;] beschreibt. Die Existenz eines lokalen Maximums ist aber

A~

aufgrund der geforderten Unimodalitét von g(oy) nicht moglich. Fir g(l;) > g(7;)
folgt der Beweis auf analoge Art und Weise. O

GemiB Satz 2.6 wird zum nichsten Tterationsschritt j + 1 fiir den Fall g(I;) < g(#;)
der duBlere Punkt r; verworfen und das Intervall ergibt sich demnach zu [l41,7j41] mit

lit1 = lj, rj;1 = 7, siche Abbildung 2.3. Fiir g(l;) > g¢(7;) folgt das Intervall zum
Iterationsschritt j 4+ 1 zu [lj41,7)41] mit lj11 = Zj, Tjf1 =Tj.
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Iy i 7 i j-ter Schritt a
Liv1 [j P41 Ti+1 (j 4 1)-ter Schritt

Abbildung 2.3: Veranschaulichung des Intervallschachtelungsverfahrens nach dem Prinzip
des ,,Goldenen Schnittes®.

Fiir die weitere Betrachtung nehme man an, dass, wie in Abbildung 2.3 dargestellt,
g(l;) < g(7;) ist. Die nachfolgenden Schritte lassen sich direkt auf den anderen Fall
iibertragen. Man fiihrt zunéchst eine weitere Iteration zur Berechnung der Zwischenpunkte
gemaf (2.33) in der Form

li1 = aljp+ (1—a)rjp1 = (1 —a+ )l + (1 — a)ar, (2.34a)
fj_;,_l = (1 — a)lj+1 +arjy1 = (1 — a2)lj + a27'j (2.34b)

N

durch. Aus einem Koeffizientenvergleich von (2.33a) und (2.34b) folgt, dass #j41 = [;
genau dann erreicht wird, wenn a? = 1 — a gilt, d. h. wenn

V5 —1

a= 5 ~0618. (2.35)

Diese Wahl von a hat den Vorteil, dass je Iteration nur ein neuer Zwischenpunkt berech-
net werden muss. Man beachte, dass die Berechnung jedes Zwischenpunktes mit einer
Auswertung der Kostenfunktion g(ay) verbunden ist. Die Zahl 1/a =1+ a = 1.618 ist
bekannt als die Verhéltniszahl des Goldenen Schnittes. Tabelle 2.2 fasst den Algorithmus
nochmals zusammen.

Abschliefend kann der optimale Wert aj entweder aus der Mittelung der letzten In-
tervallgrenzen of = (I; +7;)/2 oder aus einer quadratischen Interpolation zwischen den
kleinsten drei der vier Funktionswerte gewonnen werden. Das Intervallschachtelungsver-
fahren ist ein einfaches und robustes Verfahren, das allerdings im Vergleich zu anderen
Verfahren meist mehr Iterationen benétigt.

2.3.1.2 Quadratische Interpolation

Eine sehr effiziente Methode zur Losung des skalaren Optimierungsproblems (2.32) besteht
darin, durch drei Punkte eine quadratische Interpolationsfunktion zu legen. Dazu nehme
man an, dass die voneinander paarweise verschiedenen Punkte oy 1, a2 und oy, 3 sowie
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Initialisierung: [y, 7o (Startintervall mit Minimum im Inneren)
j=0 (Startindex)
a =0.618 (Goldener Schnitt-Parameter)
(Schranken fiir Abbruch)
(

innere Punkte)

Elr, &g
lo + aly + (1 —a)ry
7o (1 — a)lo + arg

repeat

if g(l)) > g(7;) do
Liv1 ¢
Ti+1 < Ty
lj+1 4 7
Pip1 < (L—a)ljp1 +arjn
else (d.h. g(ij) < g(#;))
i+l < T
i1 <
Fiat 4
i1 aljyr + (1 —a)rjo
end if
j<—Jj+1
until [r; — ;| <&, or [g(r;) —g(j)] < g

Tabelle 2.2: Intervallschachtelungsverfahren (,,Goldener Schnitt*).

deren Funktionswerte g1 = g(au.1), 92 = g(og2) und g3 = g(ay3) bekannt sind. Die
quadratische Interpolationsfunktion g(ay) durch diese Punkte lautet dann

q(ag) = 23:9‘ Ltk = 0tg) (2.36)

= s (ki — )

und der optimale Wert «}, errechnet sich zu

2.37
2 gi(og2 —ag3)+go(os —ap1) + g3(on1 — o 2) (2:37)

ag =

Aufgabe 2.5. Zeigen Sie die Giiltigkeit von (2.37).

2.3.1.3 Heuristische Wahl der Schrittweite

In der Praxis muss bei der Wahl der Schrittweite hdufig ein Kompromiss zwischen numeri-
schem Aufwand und erreichter Genauigkeit in Kauf genommen werden. Ungenauigkeiten
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treten z. B. auf, wenn ein iterativer Algorithmus zur Bestimmung der optimalen Schrittwei-
te vorzeitig abgebrochen wird. Es gibt nun unterschiedliche heuristische Abbruchkriterien,
die im Folgenden kurz erldutert werden. Den weiteren Betrachtungen liege das skalare
Optimierungsproblem, siehe (2.32),

min g(ag) = f(xk + agsk) (2.38)
ap>0
zugrunde.
) 9(ax) L g(ouk)
e / 9(0) + e19' (0)nay,
N g(0) + 619’(0)ak

\: S
\ SO
\
\

o e20'(0) | _
‘Zuléissiger Bereich O Zulissiger Bereich Qg
(a) (b)

Abbildung 2.4: Veranschaulichung der Armijo- und Wolfe-Bedingung.

Armijo-Bedingung: Entwickelt man g(ax) um aj = 0 in eine Taylorreihe und bricht nach
dem linearen Glied ab, so erhilt man

g9(ak) = g(0) + g'(0) v, - (2.39)

Bei der Armijo-Bedingung wird nun die Schrittweite «y so gewédhlt, dass fiir ein festes €1,
0 < g1 < 1, die Ungleichung

g(ar) < g(0) +e1'(0)ay, (2.40)

erfiillt ist. Dies garantiert, dass die Schrittweite aj nach oben hin beschrankt ist. Um
sicherzustellen, dass die Schrittweite nicht zu klein wird, fithrt man einen Parameter n > 1
ein und fordert zuséatzlich, dass die Schrittweite oy der Ungleichung

glar) > g(0) + e1g'(0)nay, (2.41)

geniigt. Abbildung 2.4(a) gibt eine grafische Veranschaulichung dieses Sachverhaltes. In
der Praxis geht man héufig so vor, dass man in einem ersten Schritt einen (weitgehend
beliebigen) Startwert fiir oy, wahlt. Ist fiir dieses oy die Ungleichung (2.40) erfiillt, dann
erhoht man «j sukzessive um den Faktor 7 solange, bis die Ungleichung (2.40) erstmals
verletzt wird. Der vorletzte Wert von oy wird dann als geeignete Schrittweite gewéhlt.
Umgekehrt, wenn der Startwert von «j, die Ungleichung (2.40) nicht erfiillt, dann wird
oy, sukzessive durch den Faktor 7 dividiert, bis erstmals die Ungleichung (2.40) erfillt
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ist. Typische Parameterwerte sind €; = 0.1 und 1 = 2. Man beachte jedoch, dass bei zu
groflem €1 die Abstiegsbedingung zu restriktiv wird.

Wolfe-Bedingung: Wenn die Ableitungen der Kostenfunktion g(cy) sehr einfach berechnet
werden kénnen, eignet sich als Alternative zur Armijo-Bedingung die so genannte Wolfe-
Bedingung. Dabei wird ein weiterer Parameter €2 mit 0 < €; < g9 < 1 eingefiihrt und von
der Schrittweite ay wird gefordert, dass sie die Ungleichungen (2.40) und

g'(ar) > 29/ (0) (2.42)

erfilllt. Abbildung 2.4(b) gibt eine grafische Veranschaulichung dieses Sachverhaltes.
Typische Werte fiir 2 sind 0.9, wenn die Suchrichtung s; iiber die Newton-Methode
oder die Quasi-Newton-Methode und 0.1, wenn s iiber die nichtlineare konjugierte
Gradientenmethode bestimmt wurde.

2.3.2 Wahl der Suchrichtung
2.3.2.1 Gradientenmethode

Bei der Gradientenmethode, sie wird auch Methode des steilsten Abstiegs (Englisch: steepest
descent method) genannt, wahlt man als Suchrichtung sy, in (2.30) den negativen Gradienten
an der Stelle xi, d.h. die Abstiegsrichtung

sk = —(Vf)(xx) - (2.43)

Entwickelt man g(ag) = f(xr + agsk) um den Punkt aj = 0 in eine Taylorreihe mit s
gemaf (2.43)

glon) = f(xp + awsp) = f(xns1) = f(xx) — arl (V) ()|l + o(a) (2.44)

wobei o(ay) den Restterm bezeichnet, der schneller nach Null abklingt als a, dann erkennt
man unmittelbar, dass fiir hinreichend kleines oy, die Ungleichungsbedingung (2.22) fiir
(Vf)(xg) # 0 erfiillt ist.

Um die Konvergenzeigenschaften der Gradientenmethode néher zu untersuchen, be-
trachte man das quadratische Minimierungsproblem

min f(x) = -x'Qx —x'b (2.45)

mit der positiv definiten Matrix Q € R™*". Da die Hessematrix (V2f)(x) = Q von f(x)
positiv definit ist, folgt aus der Eigenschaft (d) konvexer Funktionen von Abschnitt 1.3.4.2
die strikte Konvexitat von f(x). Auf Grund von Satz 2.5 errechnet sich daher das globale
eindeutige Minimum x* von f(x) aus der Beziehung

(VAx) =gx)=Qx"=b=0 (2.46)

zu

x*=Q 'b. (2.47)
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Die Tterationsvorschrift gemafl Gradientenmethode lautet in diesem Fall, siehe (2.30)
Xp1r1 = Xk — 8k mit gr = g(xx) = Qxi — b. (2.48)

Die optimale Schrittweite aj kann durch explizites Losen des Optimierungsproblems
gemaf (2.32)

. 1
min f(xg + agsg) = §(Xk — k) T Q(xk — k) — (X — xgr) b (2.49)

in der Form

T
aj = (2.50)
" gl Qe

berechnet werden.
Aufgabe 2.6. Zeigen Sie die Giiltigkeit von (2.50).

Zusammenfassend lésst sich damit die Gradientenmethode fiir die quadratische Kosten-
funktion (2.45) wie folgt

T
gL 8k
Xjp1 =Xp — gy, 8 =Qx;—b (2.51)
8, Qg

anschreiben.
Fiir die weiteren Uberlegungen ist es vorteilhaft, anstelle von f(x) die Kostenfunktion

1 * * 1 * *
Fx) = f() + 5 ()T Qx = £ (x —x)TQx — x7) (25)
zu betrachten. Da sich die beiden Kostenfunktionen f(x) und F(x) lediglich um eine

Konstante unterscheiden, sind ihre Formen und Minima x* identisch.

Lemma 2.1 (Zur Konvergenzrate des Gradientenverfahrens). Mit der Iterationsvor-
schrift des Gradientenverfahrens (2.51) gilt fir die Kostenfunktion F(x) die Beziehung

T 2
Flsi) = (1 - ggqﬁgg:ggg%ngF(XQ . (2.53)

Beweis. Aus (2.47) und (2.51) erhdlt man
gr = Qxx — b = Q(x; — x). (2.54)

Folglich gilt
1 _
F(xk) = 580 Qg (2.55)

Aus diesen Beziehungen und der Iterationsvorschrift (2.51) ldsst sich nun direkt (2.53)
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berechnen.
1 gl e T gl en
F(xy 1)—(Xk—kgk—X*> Q(Xk_ gk_X*>
(it 2 gl Qg gl Qg
1 1 (gler)?
= —(x — x")TQ(x) — x*) — - L= 2.56
2 2 gl Qg (2.56)

_ (1 (grgr)’ )F(Xk)

gl QgLel Qg

O]

Um nun die Konvergenzrate der Gradientenmethode fiir die quadratische Kostenfunktion
abschétzen zu konnen, benttigt man noch folgendes Lemma.

Lemma 2.2 (Ungleichung von Kantorovich). Es sei Q € R"*" eine symmetrische
positiv definite Matriz. Fiir jeden Vektor x € R™ gilt dann die Ungleichung

2
(XTX) > 4>\min)\max
(<TQx)(xTQ™'%) ™ (A + Amax)”

(2.57)

wobei Amin und Amax den kleinsten und grofsten (reellen und positiven) Figenwert der
Matriz Q bezeichnen.

Aufgabe 2.7. Beweisen Sie Lemma 2.2. Hinweis: Dieser Beweis ist z. B. in [2] skizziert.
Damit lésst sich folgender Satz angeben.

Satz 2.7 (Konvergenz der Gradientenmethode — Quadratische Kostenfunktion). Fiir
jeden Anfangswert xg € R"™ konvergiert die Iterationsvorschrift (2.51) der Gradien-
tenmethode gegen das eindeutige globale Minimum x* der Kostenfunktion f(x) gemdf
(2.45) bzw. F(x) gemdf (2.52) linear mit der Konvergenzrate

k—1
k+1

Plxig) < “Flx) (2.58)
(73)

wobei kK = Amax/Amin die spektrale Konditionszahl der Matriz Q, also das Verhdaltnis
des grofiten zum kleinsten (reellen und positiven) Figenwert Amax und Amin der Matriz
Q, bezeichnet.

Beweis. Aus den Lemmas 2.1 und 2.2 folgt unmittelbar

4Amin)\max )\max - )\min 2
F(x <K1l————DF(xp)=| —————— | F(xp) . 2.59
) ‘{ (Amm+Amax>2} o) = (25522 Pl (299)

O

Satz 2.7 lasst sich nun wie folgt interpretieren. Auf Grund der positiven Definitheit der
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A T2 A T2

Abb. 2.5: Beispiel eines ideal kondi- Abb. 2.6: Beispiel eines schlecht kondi-
tionierten Problems fir die tionierten = Problems fiir die
Gradientenmethode. Gradientenmethode.

Matrix Q sind die Hohenlinien (f(x) = konst.) der Kostenfunktion (2.45) n-dimensionale
Ellipsoide, deren Achsen mit den Richtungen der n paarweise orthogonalen Eigenvektoren
der Matrix Q zusammenfallen und deren Léngen invers proportional zum jeweiligen
(positiv reellen) Eigenwert sind. Der Gradient (V f)(xj) steht orthogonal zur Héhenlinie
durch den Punkt xj, siche Abbildungen 2.5 und 2.6. Wenn die Eigenwerte von Q in
(2.45) alle in der gleichen Grolenordnung liegen, weist die Gradientenmethode ein gutes
Konvergenzverhalten auf, im Falle von Apin = Amax bzw. £ = 1 konvergiert das Verfahren
sogar in einem einzigen Schritt, siehe Abbildung 2.5. Bei schlecht konditionierten Problemen
(k sehr grof}) konvergiert die Gradientenmethode sehr langsam, siehe Abbildung 2.6.

Die Gradientenmethode kann natiirlich auch auf nichtquadratische Kostenfunktionen an-
gewandt werden. Fiir diesen Fall beschreibt der nachfolgende Satz das Konvergenzverhalten
der Gradientenmethode. Sein Beweis findet sich z. B. in [2].

Satz 2.8 (Konvergenz der Gradientenmethode — Allgemeine Kostenfunktion). Ge-
geben sei die Kostenfunktion f € C? definiert im R™ mit x* als lokales Minimum.
Angenommen, die Hessematriz (V2f)(x*) hat den kleinsten und gréfiten Eigenwert
Amin > 0 und Apax > 0 und die spektrale Konditionszahl k = Amax/Amin- Wenn die
Folge {x1.} generiert durch die Gradientenmethode

Xpp1 = X — (V) (xx) (2.60)

fiir eine geeignete Schrittweite oy, gegen das lokale Minimum X* konvergiert, dann
konvergiert die Folge { f(xx)} linear gegen f(x*) mit einer Konvergenzrate von mazimal

2

=il
Schlecht konditionierte Problemstellungen bei der Gradientenmethode kénnen mitunter
durch eine geeignete Skalierung oder Transformation verbessert werden. Die Idee beruht
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darauf, dass die Aufgabe, ein Minimum der Kostenfunktion f(x) zu finden, dquivalent
dazu ist, fur die Funktion h(y) = f(Ty) mit x = Ty und der reguldren Matrix T € R™*"
ein Minimum zu suchen. Entwickelt man die Funktion A(y) um den optimalen Punkt
y* = T~!'x* in eine Taylorreihe

h(y) = h(y*) + (VR) (") (y — ¥") + %(y —y) (V) )y =y + -

= h(y") + (V) () Ty —y*) + %(y —y) T (V) )Ty — v +
(2.61)

so erkennt man, dass durch geeignete Wahl von T die Verteilung der Eigenwerte der
Hessematrix

(V2h)(y*) = T (V2f) ()T (2.62)
gegeniiber jener der Eigenwerte von (V2f)(x*) verbessert werden kann. Aus (2.62) folgt,

dass mit der idealen Wahl T = (V? f)fé(x*) fiir die Hessematrix (V2h)(y*) = E mit der
Einheitsmatrix E € R™*" folgen wiirde und das Gradientenverfahren bei quadratischen
Optimierungsproblemen nach einem Schritt konvergieren wiirde (vgl. Abbildung 2.5).
Praktisch ist diese Vorgehensweise sehr dhnlich zur nachfolgend beschriebenen Newton-
Methode. Sie hat aber den Nachteil, dass die Hessematrix explizit berechnet werden muss.
Um diesen Rechenaufwand zu vermeiden, wird alternativ hidufig eine Diagonalmatrix

_1
T verwendet, deren Diagonaleintriige beispielsweise in der Form Tj; = ((V2f),;(x*)) " 2,

i =1,...,n gewadhlt werden kénnen. Wird eine Diagonalmatrix T verwendet, so fiihrt
dies zu einer reinen Skalierung oder Normierung der Optimierungsvariablen.
Die Vor- und Nachteile der Gradientenmethode lassen sich wie folgt zusammenfassen:

+ einfaches Verfahren

+ Hessematrix (V2f)(xy) (Berechnungsaufwand O(n?)) nicht erforderlich, nur der
Gradient (V f)(xy) (Berechnungsaufwand O(n)) wird bendétigt

+ Konvergenz auch fiir Startwerte, die weiter vom Minimum entfernt sind
-- langsame Konvergenz bei schlecht konditionierten und schlecht skalierten Problemen

-- lediglich lineare Konvergenzordnung

2.3.2.2 Newton-Methode

Die Idee der Newton-Methode besteht darin, die allgemeine Kostenfunktion f(x) lokal
durch eine quadratische Funktion zu approximieren und diese zu minimieren. Entwickelt
man f(x) = f(xj + si) um den Iterationspunkt xj in eine Taylorreihe und bricht diese
nach dem quadratischen Term ab, so erhdlt man

£ £xi) +sEV ) (06) + 358 (V27 (i) (2.63)

Die so genannte Newton-Richtung sj ergibt sich unmittelbar durch Minimierung der
rechten Seite von (2.63) beziiglich si in der Form

s = —(V2) " () (V) () (2.64)
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Falls die Hessematrix (V2 f)(x*) am Minimum positiv definit ist, existiert in einer Um-

gebung um das Minimum die Inverse (V? f)_l(xk) und die Methode ist wohldefiniert.
Man beachte, dass die Berechnung von s geméf (2.64) keine tatséchliche Inversion von
(V2 f)(xx) erfordert. Der nachfolgende Satz gibt die Konvergenzordnung der Newton-
Methode an. Sein Beweis ist z. B. in [2—4] zu finden.

Satz 2.9 (Konvergenzordnung der Newton-Methode). Gegeben sei die Kostenfunktion
f € C3 definiert im R™ mit dem lokalen Minimum x*. Wenn die Hessematriz
(V2f)(x*) positiv definit ist und der Anfangswert xo in einer hinreichend nahen
Umgebung des Minimums liegt, dann konvergiert die Newton-Iteration

—il
xiq1 =% — (V2f) (k) (V) () (2.65)
mit der Konvergenzordnung 2 gegen das Minimum x*.

Fiir die praktische Anwendung der Newton-Iteration (2.65) fithrt man noch eine geeignete
Schrittweite oy < 1 geméf (2.31) ein

i1 = xi — o (V2F) () (V) (i) (2.66)

Im Zusammenhang mit der Newton-Methode wird oy auch als Ddampfungsparameter
bezeichnet. Es ist zu erwarten, dass in der Ndhe des Minimums oy = 1 ist, weshalb man
typischerweise die Iteration mit dem Wert aj = 1 beginnt. Strategien zur Berechnung der
Schrittweite oy, wurden bereits im Abschnitt 2.3.1 erldutert.

Ein Problem, das in diesem Zusammenhang héufig auftritt, besteht in dem Verlust
der positiven Definitheit von (V2f)(xx), wenn man zu weit vom Minimum entfernt ist.
Dadurch wird die Sinnhaftigkeit der zugrunde liegenden Minimierung der rechten Seite
von (2.63) in Frage gestellt und unter Umsténden geht die Invertierbarkeit von (V2 f)(xy)
verloren. Aus diesem Grund ersetzt man (2.65) gelegentlich durch

X1 = Xk — g Mp(Vf)(xx) , Mg = (<V2f) (xx) + 5kE)_1 (2.67)

mit einem geeigneten positiven Parameter . Man erkennt unmittelbar, dass (2.67) fiir
er = 0 in die Newton-Methode geméf (2.65) und fiir sehr grofe €5 in die Gradientenme-
thode geméaf (2.60) iibergeht. Eine geeignete Wahl von ¢j, erweist sich jedoch als nicht
sehr einfach. Typischerweise wird beginnend bei einem Startwert €5 > 0 sukzessive erhoht,
bis die Matrix (V2f)(xx) + exE positiv definit ist. Dies kann sowohl basierend auf den
Eigenwerten als auch beispielsweise iiber die Cholesky-Faktorisierung tiberprift werden.
Fiir die Cholesky-Faktorisierung gilt ndmlich, dass eine Matrix A genau dann positiv
definit ist, wenn sich die Matrix in der Form A = GGT faktorisieren lisst, wobei G eine
untere Dreiecksmatrix mit positiven Diagonaleintrigen ist.

Aufgabe 2.8. Zeigen Sie, dass die Newton-Methode fiir quadratische Kostenfunktionen

1
,?6111}31 §XTQX —bTx (2.68)
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mit der positiv definiten Matrix Q unabhingig vom Startpunkt xg innerhalb von nur
einem Iterationsschritt konvergiert.

Die Vor- und Nachteile der Newton-Methode kénnen wie folgt zusammengefasst werden:

+ Konvergenzordnung von 2, wenn die Hessematrix (V2 [)(xx) positiv definit ist, was
zumindest in der Ndhe des Minimums x* der Fall ist

-- auBerhalb einer hinreichend kleinen Umgebung um das Minimum ist (V2f)(xx) im
Allgemeinen nicht positiv definit

-- Berechnungsaufwand O(n?) fiir die benétigte Hessematrix (V2 f)(xy), Berechnungs-
aufwand O(n?)) fiir die Suchrichtung sy

2.3.2.3 Konjugierte Gradientenmethode

Die konjugierte Gradientenmethode (Englisch: conjugate gradient method oder kurz C-G
method) versucht nun, die Vorteile der schnellen Konvergenz der Newton-Methode und
der Recheneffizienz der Gradientenmethode zu kombinieren. Urspriinglich wurde diese
Methode fiir hochdimensionale quadratische Probleme der Form (siehe auch (2.45))

min f(x) = lXTQX —x'b (2.69)

xeR? 2 '
mit der positiv definiten Matrix Q € R™*" entwickelt. Bevor nun die Methode genauer
erlautert wird, sollen einige Grundlagen dazu erarbeitet werden.

Definition 2.2 (Q-Orthogonalitét). Zwei Vektoren d; und dg heien konjugiert
beztiglich einer positiv definiten Matrixz Q bzw. Q-orthogonal, wenn gilt d;deg =0.

Fir Q = E fallt der Begriff der Konjugiertheit mit dem klassischen Begriff der Orthogo-
nalitdt zusammenfillt. Eine Menge von Vektoren dg,d,...,d, ist Q-orthogonal, wenn
dfQd; = 0 fiir alle i # j. Es gilt nun folgendes Lemma.

Lemma 2.3 (Q-Orthogonalitit positiv definiter Matrizen). Wenn die Matriz Q posi-
tiv definit ist und eine Menge von nichttrivialen Vektoren dg,dq,...,d, Q-orthogonal
ist, dann sind die Vektoren dj, j =0,...,r linear unabhdingig.

Aufgabe 2.9. Beweisen Sie das Lemma 2.3.

Fir das Folgende sei angenommen, dass dg,d1,...,d,_1 nichttriviale Q-orthogonale
Vektoren der Matrix Q der Kostenfunktion des Optimierungsproblems (2.69) sind. Nach
Lemma 2.3 sind die n Vektoren linear unabhéngig und spannen daher den R™ auf. Die op-
timale Losung x* des Optimierungsproblems (2.69) liasst sich somit als Linearkombination
der Q-orthogonalen Vektoren in der Form

x* = [do d, ... dn—l} n (2-70)

=D
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mit 17 € R™ darstellen. Alternativ zur direkten Berechnung von n aus (2.70) erhélt man
mit Qx* = b aus (2.46) durch Vormultiplikation von (2.70) mit DTQ

DTQx* =D'b = DTQD9. (2.71)

Der sich daraus ergebende Wert fiir n wird wieder in (2.70) eingesetzt und man erhélt fiir
die optimale Losung

n—1 T
d'b
x*=DMD'QD) 'DTb =)

—i—_d,, 2.72

wobei hier die Q-Orthogonalitiit der Vektoren d; (Diagonalitiit der Matrix DTQD) aus-

geniitzt wurde. Diese Darstellung bildet auch die Grundlage fiir den nédchsten Satz.

Satz 2.10 (Konjugierte Richtung). Die Vektoren dg,ds,...,d,—1 seien nichttriviale
Q-orthogonale Vektoren der Matriz Q der Kostenfunktion des Optimierungsproblems
(2.69). Fir jeden Anfangswert xo konvergiert die Folge

_ g dy
dfQd,’

X1 = X +agdy, o = gr=Qx;, —b (2.73)

nach spdtestens n Iterationsschritten gegen die eindeutige optimale Lésung x*, d. h.
X, = X*.

Beweis. Nach Lemma 2.3 sind die Vektoren dg,dy,...,d,—1 linear unabhangig und
daher findet man geeignete Skalare «; so, dass gilt

x* — Xg = agdg + aqdy + ... + ap_1d,_q - (274)

Multipliziert man (2.74) von links mit Q und bildet man das Skalarprodukt mit dy,
dann erhilt man -
_ d; Q(x* — xo)

Qg aTQd, (2.75)
Aus (2.73) folgt durch rekursives Einsetzen
X, — Xo = apdg + o1dy + ...+ ap_1dp_g (2.76)
und auf Grund der Q-Orthogonalitiat der Vektoren d; gilt
di Q(x, —x0) =0 . (2.77)

Setzt man (2.77) in (2.75) ein, so erhdlt man unmittelbar das Ergebnis von (2.73)

oy, = df Q(x* — x) _ _d}(Qx; —b) _ dj gy
d; Qd,, d; Qd,, d; Qd,

(2.78)
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O
Fiir eine geometrische Interpretation der konjugierten Gradientenmethode betrachte
man die linearen Unterrdume By = span{dy,d,...,dx_1}. Man kann nun mit Hilfe der

vollstdndigen Induktion zeigen, dass der Gradient g zum Iterationsschritt k& orthogonal
auf den Unterraum By, ist. Da By = { }, ist die Aussage trivialerweise fiir £ = 0 erfiillt.
Angenommen es gilt g; L By, dann soll im nédchsten Schritt gezeigt werden, dass g1 L
Bj41 ist. Aus (2.73) folgt

grt1 = Qxp1 — b= Qx; — b+, Qdy, = g + a,Qdy, (2.79)
und damit gilt wegen der Definition von oy gemés (2.73)
digri1 = djgr + ard; Qdy =0 . (2.80)

Basierend auf diesem Ergebnis und der Q-Orthogonalitdt der Vektoren d; kann nun
rekursiv fir j=k—-1,j=k—-2,...,7=0

djgr1 = d;gr+ ard; Qdy =0 (2.81)

gezeigt werden, womit obige Aussage bewiesen ist. Die konjugierte Gradientenmethode
kann nun so geometrisch interpretiert werden, dass x;, die Kostenfunktion f(x) jeweils im
affinen Unterraum xg + B; minimiert.

Die Frage, die es nun noch zu klaren gilt, ist, wie die Q-orthogonalen Vektoren
do,dq,...,d,_1 festgelegt werden. Diese werden bei der konjugierten Gradientenmethode
sukzessive bestimmt, wie dies im folgenden Satz beschrieben ist. Seine Herleitung findet
sich z. B. in [4].

Satz 2.11 (Konjugierte Gradientenmethode). Fiir jeden Anfangswert xo konvergiert
die Folge

Xkp+1 = Xg + apdy (282&)
dlex

ap = — (2.82b)
d;; Qdy

d+1 = —8k+1 + Brdi (2.82c)
I d

B = 7‘%’“?(’2 k (2.82d)
d; Qd;

mit g = Qxi — b und dg = —gg = b — Qxg in hiochstens n Iterationsschritten gegen
die eindeutige optimale Losung x* des Optimierungsproblems (2.69).

Es kann sehr einfach gezeigt werden, dass die iterativ bestimmten Vektoren d; die
Figenschaft der Q-Orthogonalitit aufweisen. Man erkennt, dass im ersten Iterationsschritt
mit dg = —gp ein reiner Gradientenschritt durchgefiihrt wird und anschlieflend die neue
Suchrichtung dj4; iiber eine Linearkombination des momentanen Gradienten gi1q und
der vorigen Suchrichtung dj bestimmt wird.

Fiir viele praktische Fragestellungen zeigt die sogenannte partielle konjugierte Gradien-
tenmethode grofle Vorteile. Dabei wird die konjugierte Gradientenmethode von Satz 2.11
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lediglich fiir m 4+ 1 < n Iterationsschritte ausgefiihrt ehe sie mit dem so erhaltenen Punkt
als Startlésung neu gestartet wird. Bei jedem Aufruf des Verfahrens werden m + 1 Itera-
tionen durchgefiihrt. In diesem Zusammenhang kann folgender Satz angegeben werden,
welcher z. B. in [2] bewiesen wird.

Satz 2.12 (Partielle konjugierte Gradientenmethode). Gegeben ist das Optimierungs-
problem (2.69) mit der Kostenfunktion f(x) oder dquivalent dazu mit der Kostenfunk-
tion F(x) gemafs (2.52). Wenn nun die positiv definite Matrix Q n—m Eigenwerte im
Intervall [L,r] (1 > 0) und m FEigenwerte gréfler als r besitzt, dann zeigt die partielle
konjugierte Gradientenmethode, welche alle m + 1 Schritte neu gestartet wird, das
Konvergenzverhalten

2
Flxin) < (T ) P (2.83)
Man beachte, dass der Punkt xj1 durch (m + 1)-fache Zwischeniteration nach Satz 2.11
mit dem Anfangswert x; entsteht. Satz 2.12 zeigt, dass durch Anwendung der partiellen
konjugierten Gradientenmethode das schlechte Konvergenzverhalten der Gradientenme-
thode bei schlecht konditionierten Systemen (vergleiche dazu Satz 2.8) umgangen werden
kann.

Fiir nichtquadratische Kostenfunktionen f(x) mussen in Satz 2.11 lediglich die Substi-
tutionen

gr < (V) (xp) und Q< (v2 f) (%) (2.84)

vorgenommen werden. An dieser Stelle ist jedoch zu erwédhnen, dass der Algorithmus im
Allgemeinen nicht wie im quadratischen Fall in n Schritten terminieren wird. Um die
aufwéndige Berechnung der Hessematrix (V2 f)(xk) zu vermeiden, kann die Bestimmung
von «ay, in (2.82b) nach Satz 2.11 {iber ein Verfahren aus Abschnitt 2.3.1 erfolgen und Sy
in (2.82d) wird beispielsweise durch die sogenannte Formel von Fletcher-Reeves

T
By = gk+%gk+1 (2.85)
g 8k
ersetzt.
Die Vor- und Nachteile der Konjugierten Gradientenmethode kénnen wie folgt zusam-
mengefasst werden:

+ einfaches Verfahren, geringer Rechenaufwand und Speicherbedarf, geeignet fiir grofle
Optimierungsprobleme

+ nur der Gradient (V f)(xy) (Berechnungsaufwand O(n)) wird bendtigt

+ konvergiert bei quadratischen Optimierungsproblemen nach spétestens n Iterations-
schritten

-- Konvergenzverhalten variiert je nach Problemstellung (schlechter als Newton-Methode,
besser als Gradientenmethode)
2.3.2.4 Quasi-Newton-Methode

Einer der Hauptnachteile der Newton-Methode liegt in der aufwandigen Berechnung der
Hessematrix (V2 f)(xx). Aus diesem Grund versucht man bei der Quasi-Newton-Methode
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die inverse Hessematrix iterativ zu bestimmen. Fiir das Weitere sei angenommen, dass
die Kostenfunktion f € C? ist und fiir die Punkte x;,1 und xj, gilt gri1 = (V) (Xp41)
und gr = (Vf)(xx). Aus einer Taylorreihenentwicklung folgt die Naherung

g1 — 8k~ (V2F) (xk)ps (2.86)
mit pr = Xg41 — Xg. Nimmt man nun an, dass die Hessematrix (V2f)(x;) = K konstant
ist, dann gilt

ar = gk+1 — 8k = Kpy. - (2.87)

Wenn n linear unabhéngige Vektoren pg, p1,...,Pnr—1 mit den zugehorigen q;, j =0,...,
n — 1 zur Verfiigung stehen, dann lasst sich die Hessematrix in der Form

-1
K=|q a ... anl} [Po Pt ... pnfl} (2.88)

berechnen. Das Ziel ist es nun, unter der Annahme einer konstanten Hessematrix K in n
Tterationsschritten die inverse Hessematrix K~ iterativ in der Form

Hk+1qj = pj7 ] = 0, ey k (289)

zu konstruieren, so dass H, = K~! gilt. Diese iterative Konstruktion kann auf unter-
schiedliche Art und Weise erfolgen. Eine mégliche Variante wird im Folgenden beschrieben.
Da die Hessematrix und ihre Inverse symmetrisch sind, ist es naheliegend, auch eine
symmetrische Matrix fiir die Rekursion

Hy = Hy, + wezizy (2.90)

anzusetzen. Das dyadische Produkt zkz;f erhélt die Symmetrie und hat hoéchstens den
Rang 1, weshalb diese Korrektur auch als Rang 1 Korrektur bezeichnet wird. Setzt man
(2.90) in (2.89) ein, so erhdlt man fir j =k

pir = Hypiar = Hyar + 2zaz) i - (2.91)
Mit
T
(pr — Hyar) (pr — Hrar) ' = izizi a (Zkzgq@ = Vizv g apaizez;  (2.92)
2
(2 ax)
lasst sich (2.90) in der Form
~H — Hyqy)"
Hy,, — Hy + (Pk k%)ipk ! kQk) (2.93)
Vi (Zk Qk)
anschreiben. Bildet man von (2.91) das Skalarprodukt mit qy,
Qi Pr = a4 Hear + 7k(ziar)” (2.94)
dann kann (2.93) wie folgt
~-H —H,qp)*
Hy,, — Hy + (Px — Hyay)(Pr — Hyay) (2.95)

a} (pr — Hray)

geschrieben werden. Damit l4sst sich folgender Satz formulieren.
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Satz 2.13 (Quasi-Newton-Methode — Rang 1 Korrektur). Angenommen K ist eine
konstante symmetrische Matriz und po, pi,-- -, Pk sind linear unabhdngige Vektoren.
Mit q; = Kpj, j = 0,...,k gilt fir jede symmetrische Startmatriz Hy und die
Tterationsvorschrift

(p; — Hjq))(p; — Hq;)"
q; (p; — Hjq;)

Hy = H, + (2.96)

die Beziehung
Py = Hypidj, j=0,....k. (2.97)

Aufgabe 2.10. Beweisen Sie Satz 2.13 mit vollstdndiger Induktion. Hinweis: Dieser
Beweis ist z. B. in [4] skizziert.

Ein zentraler Nachteil der Rang 1 Korrektur ist, dass die positive Definitheit von
Hj, 11 nur gesichert ist, wenn qg (pr — Hiaqy) > 0 gilt. Aus diesem Grund wurden weitere
iterative Korrekturformeln fiir Hy entwickelt. Beispiele dafiir sind die Korrekturformel
nach Davidon-Fletcher-Powell (DFP)

T H H
Hyyy = Hy, + DhPk R 20k (2.98)

aipr  afHa

und die etwas héufiger verwendete Korrekturformel nach Broyden-Fletcher-Goldfarb-
Shanno (BFGS)

T T T
Hyyy = (BE— 253 g, (g — 3P ) ) PRPy (2.99)
q;. Pk q; Pk q; Pk

Beide werden als Rang 2 Korrekturformeln bezeichnet, da die aktuelle Approximation der
inversen Hessematrix jeweils durch eine Matrix mit Rang 2 korrigiert wird. Linearkom-
binationen der obigen beiden Formeln in der Art Hy 1 = ¢HPIT + (1 — <Z>)H]k3£?s mit
¢ € (0,1) konnen ebenfalls verwendet werden. Alle so erhaltenen Rang 2 Korrekturformeln
bilden die sogenannte Broyden Familie. Diese Korrekturformeln erhalten natiirlich die
Symmetrie von Hy. Ferner lasst sich zeigen (siehe [1, 3, 5]), dass sie die positive Definitheit
von Hj, erhalten, wenn

aipr >0 (2.100)

erfillt ist.
Basierend auf der aktuellen Schétzung Hj der inversen Hessematrix wird bei der
Quasi-Newton-Methode die Suchrichtung in der Form

S = —Hk(Vf)(Xk) (2.101)

gewahlt. Man beachte, dass hierfiir, anders als bei der Newton-Methode (siehe (2.64)),
lediglich die Kenntnis des Gradienten (V f)(xy) und eine Matrixmultiplikation von Néten
sind. Der Algorithmus der Quasi-Newton-Methode ist unter Verwendung der BFGS-
Korrekturformel in Tabelle 2.3 zusammengefasst.
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Initialisierung: H, (Startwert, positiv definite Matrix)
k= (Startindex)
X0 (Startlosung)
go = (Vf)(x0) (Gradient an der Stelle x)
Ef Ex (Schwellwerte fir Abbruchkriterien)

repeat
Schritt 1: Berechne die Suchrichtung s, = —Hggs

Schritt 2: Lése die Minimierungsaufgabe mi>% f(xx + agsg)
[7°F

Schritt 3: xp411 = X§ + xSk
Pt = X1 — X = QS
8rt+1 = (V) (%Xk+1)
qr = 8k+1 — 8k

Schritt 4: BFGS-Korrekturformel

T T T
H,. = E— Pr—quk H,|E— QI;pk + pr];pk
q; Pk q; Pk q; Pk

until  |xp1 —xil| < ex oor [f(Xpq1) — f(xx)| < e

Tabelle 2.3: Quasi-Newton-Methode mit der BFGS-Korrekturformel.

Die Erfiillung der Bedingung (2.100) lésst sich durch eine geeignete Wahl der Schrittweite
ap in Xg11 = Xj + agSg sicherstellen. Geniigt die Wahl der Schrittweite beispielsweise der
Wolfe-Bedingung geméfl Abschnitt 2.3.1.3, so ist (2.100) automatisch erfiillt. Um dies zu
sehen, beachte man, dass aus (2.42)

g (or) = ghy 1Sk > £29'(0) = eag) sy (2.102)
mit 0 < g2 < 1 folgt. Daraus erhélt man

(gk41 — 8k) sk = qisy > (62 — Dgis (2.103)
0
>

wobei die rechte Seite dieser Ungleichung (abseits des optimalen Punktes x*) strikt positiv
sein muss, da si eine Abstiegsrichtung ist. Mit py = X1 — X = agsg folgt schliellich
aus (2.103), dass

quk = akqgsk > ag(eg — 1)ggsk >0 (2.104)

gilt und (2.100) somit erfillt ist.

Fiir unbeschriankte nichtlineare Optimierungsprobleme mit konvexer Kostenfunkti-
on f(x) konvergiert die Quasi-Newton-Methode mit superlinearer Konvergenzordnung.
Fiir das unbeschrinkte quadratische Optimierungsproblem (2.69) konvergiert die Quasi-
Newton-Methode nach spétestens n Iterationsschritten. Konvergiert die Methode in
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diesem Fall genau nach n Iterationsschritten, so kann gezeigt werden (siehe [1]), dass
H, = (sz)_l(x*) = Q7! d.h. der Algorithmus liefert die exakte inverse Hessematrix.

Die Vor- und Nachteile der Quasi-Newton-Methode kénnen wie folgt zusammengefasst
werden:

+ einfaches Verfahren mit moderatem Rechenaufwand
+ nur der Gradient (V f)(xy) (Berechnungsaufwand O(n)) wird bendtigt

+ konvergiert bei quadratischen Optimierungsproblemen nach spétestens n Iterations-
schritten

+ generell superlineares Konvergenzverhalten

-- Matrix Hj, muss gespeichert werden (Speicherplatzbedarf O(n?))

2.4 Methode der Vertrauensbereiche

Bei den Liniensuchverfahren wird eine geeignete Abstiegsrichtung (Suchrichtung) sy (bei-
spielsweise der negative Gradient an der Stelle xj, geméf (2.43) bei der Gradientenmethode
oder die Newton-Richtung geméaf (2.64) bei der Newton-Methode) gewéahlt und anschlie-
Bend wird iiber das skalare Optimierungsproblem (2.32) die (optimale) Schrittweite oy, > 0
in diese Abstiegsrichtung bestimmt. Bei der Methode der Vertrauensbereiche (Englisch:
trust region method) wird die zu minimierende Kostenfunktion f(x) in der Umgebung von
Xy, durch eine quadratische Ansatzfunktion my in der Form

F(xk + sp) ~ m(sk) = f(xx) + s (V) (xk) + %SEBkSk (2.105)

mit einer geeigneten symmetrischen Matrix By approximiert. Der Approximationsfehler der
quadratischen Ansatzfunktion ist in der GréBenordnung von ||sy||* und wenn By, mit der
Hessematrix (V2 f)(xy) iibereinstimmt sogar von |si||®. Der Vertrauensbereich wird durch
den Parameter Ay charakterisiert und beschreibt jene Umgebung um den Punkt xj, in der
die Kostenfunktion f(xj + si) hinreichend genau durch die quadratische Ansatzfunktion
mg(sg) beschrieben wird. Dabei wird in jedem Iterationsschritt das Optimierungsproblem

. 1
min  mg(sg) = f(xk) + st (V) (xx) + =si Bgsy
spER™ 2

u.B.v. HSICH S Ak

(2.106)

fiir ein geeignetes Ap > 0 gelost. Man beachte, dass (im Gegensatz zu den meisten
Liniensuchverfahren) die Abstiegsrichtung und die Schrittweite gleichzeitig bestimmt
werden.

Ein wesentlicher Entwurfsfreiheitsgrad dieser Methode liegt nun in der Wahl von Aj. Da-
zu wird in jedem Iterationsschritt die Ubereinstimmung der quadratischen Ansatzfunktion
my, mit der Kostenfunktion f {iberpriift, indem das Verhéltnis

f(xp) = f(xk + i)
mk(()) = mk(Sk> (2.107)

pr(sk) =
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Initialisierung: A, A € (0,A) (Vertrauensbereich: Grenz- & Startwert)
nelfo,1) (Parameter)
k<« 0 (Iterationsindex)
€z, EF (Abbruchkriterien)
repeat
my(sk) nach (2.105) (Modell)
s Losung von (2.106) (evtl. approximativ geldst)
pr nach (2.107) (Modellgiite)
if pr. < i
Appr + 1A, (Reduktion)
else if p;, > 2 and |[s;|| = Ay
Apy1 < min{2A;, A} (VergroBerung)
else
Agig + Ag
end if
if pp >n
Xji1 ¢ X + Sk (nachster Schritt)
By < Bp+... (Aktualisierung der Ansatzfunktion)
else
Xpa1 ¢ Xk (Schritt mit A1 < Ay wiederholen)
end if
k< k+1

until [xi, — x| < &, or |f(xi) — f(xio)| < e

Tabelle 2.4: Methode der Vertrauensbereiche.

berechnet wird. Der Z&hlerterm in (2.107) beschreibt die tatsdchliche Reduktion der
Kostenfunktion wahrend der Nennerterm die pridizierte Reduktion wiedergibt. Der Nen-
nerterm von pg(sg) ist stets groBer gleich Null, da sj die Funktion my geméfl (2.106)
innerhalb des Vertrauensbereiches minimiert und der Punkt s; = 0 im Vertrauensbereich
liegt. Ist nun pi(si) < 0, so bedeutet dies, dass der Wert der Kostenfunktion am néchsten
Iterationspunkt f(xj + sy) grofer als am vorigen Iterationspunkt f(xy) ist, weshalb dieser
Iterationsschritt verworfen und der Vertrauensbereich verkleinert werden muss. Anderer-
seits kann bei pg(si) &~ 1 der Vertrauensbereich vergrofiert werden, da die Kostenfunktion
f(xg) in diesem Fall gut von der Ansatzfunktion beschrieben wird. Fiir den Fall, dass
pk(sk) positiv und deutlich kleiner als 1 ist, wird der Vertrauensbereich im néchsten Schritt
verkleinert.
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Der Algorithmus der Methode der Vertrauensbereiche ist in Tabelle 2.4 aufgelistet.
Man beachte, dass hier A die obere Grenze des zuléssigen Vertrauensbereiches beschreibt
und dass eine Vergroflerung des Vertrauensbereiches im nédchsten Iterationsschritt nur
dann stattfindet, wenn s, durch die Grenze des Vertrauensbereiches beschriankt wurde
(Bedingung ||sg|| = Ag). Die genaue praktische Ausfithrung des Algorithmus, insbesondere
die Tterationsvorschrift fiir die Matrix By, wird z.B. in [1, 3, 4] beschrieben.

2.5 Direkte Suchverfahren

Die bisher betrachteten sogenannten ableitungsbehafteten Losungsverfahren verwenden
den Gradienten (Vf)(xx) (und mitunter die Hessematrix (V2f)(xg)), um mittels einer
geeigneten Iterationsvorschrift einen neuen Punkt x4 zu bestimmen. Es soll dabei eine
hinreichend gute Reduktion der Kostenfunktion f(xjy1) < f(xx) erreicht werden.

Allerdings sind in manchen praktischen Féllen die dazu erforderlichen Ableitungen nicht
verfiigbar oder mit vertretbarem Aufwand berechenbar, da das betrachtete Problem zu
komplex oder nicht stetig differenzierbar ist. Abhilfe verschaffen in diesem Fall sogenannte
direkte oder ableitungsfreie Suchverfahren, die mit Hilfe von Stichproben eine Reihe von
Funktionswerten berechnen, um daraus einen neuen Iterationspunkt xj1 zu bestimmen.

Ein bekanntes und gleichzeitig einfaches Verfahren in der nichtlinearen Optimierung
ist das Simplex- Verfahren nach Nelder und Mead. Dieses Verfahren unterscheidet sich
grundsétzlich vom Simplex-Algorithmus in der Linearen Programmierung und sollte nicht
mit ihm verwechselt werden.

Der Algorithmus basiert im Wesentlichen auf der Iteration eines sogenannten Simplex
im n-dimensionalen Parameterraum. Unter einem Simplex versteht man in diesem Zusam-
menhang jene konvexe Hiille, die von n+1-Punkten x;,;, ¢ = 0, ..., n zum Iterationsschritt
k im n-dimensionalen Suchraum aufgespannt wird (fiir n = 1 ist dies eine Linie, fiir n = 2
ein Dreieck, etc.). Man bezeichne nun im Weiteren mit Xy min und X max jene Punkte
Xk, © = 0,...,n, die die Kostenfunktion f mdglichst klein bzw. grofl machen, d. h. es gilt

f(xk,min) = . min f(xk,i)
i=0,...,n

(2.108)

J(Xkymax) = max f(Xg;) -
1=0,...,n

Der Schwerpunkt oder Mittelpunkt des Simplex %X, gebildet durch alle Punkte aufler xj, max

errechnet sich zu
A 1<
X = o (Z Xki — Xk,max) . (2'109)
i=0

Der Algorithmus beruht nun auf der Idee, den Punkt xj . im Simplex durch einen
anderen Punkt mit einem niedrigeren Kostenfunktionswert zu ersetzen. Eine wichtige
Operationen dabei ist die Berechnung des Reflexionspunktes

Xp,ref = Xk + (X& — Xk,max) » (2.110)

der auf einer Geraden durch die Punkte xj max und X, liegt und symmetrisch beziiglich
Xj; ZU Xj max iSt, siche Abbildung 2.7(a). Abhéngig von f(Xyref) im Vergleich zu den
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Xk,2 Xk,2
XE,0 Xg1 Xk Xk,1
Xk, ref
(a) Reflexion (b) Expansion
X2 XE,2 Xk exp X2

Xk,n_ew

X
Xkl Xk Xkl Xk0d k1

Xk new
(c) Aulere Kontraktion (d) Innere Kontraktion (e) Schrumpfung

Abbildung 2.7: Operationen des Simplex-Verfahrens nach Nelder und Mead fiir § = 1,
v=1und 6 =1/2.

Funktionswerten der anderen Punkte des Simplex aufler Xj, max wird ein neuer Punkt Xy, new
konstruiert, der im néchsten Iterationsschritt den Punkt xj max ersetzt. Der Algorithmus
ist in seiner Grundfunktion in Tabelle 2.5 aufgelistet und die unterschiedlichen Operationen
sind grafisch in Abbildung 2.7 dargestellt. Man beachte, dass die Schrumpfung im Algo-
rithmus von Tabelle 2.5 stets beziiglich des minimierenden Punktes xj, mi, ausgefiihrt wird,
d.h. in Abbildung 2.7(e) gilt X3 1 = X min. Wahrend der Iteration wandert der Simplex in
Richtung des Optimums und zieht sich sukzessive zusammen. Allerdings ist die Konvergenz
im Allgemeinen nicht garantiert und es kann vorkommen, dass das Simplex-Verfahren
zu einem nicht-optimalen Punkt konvergiert. In der Praxis fiihrt das Simplex-Verfahren
dennoch hiufig zu guten Ergebnissen und akzeptablem Konvergenzverhalten.
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Initialisierung: x¢;, i =0,...,n (Startsimplex)
k<« 0 (Iterationsindex)
B>0 (Reflexionskoeffizient, typisch 5 = 1)
v >0 (Expansionskoeffizient, typisch v = 1)
6 €(0,1) (Kontraktionskoeffizient, typisch 6 = 1/2)
€z, EF (Abbruchkriterien)
repeat
XJ; min, Xk max gemMaB (2.108) (Punkte mit min. und max.
Kostenfunktionswert)
X1, gemaB (2.109) (Schwerpunkt)
Xpgref = X + B(Xk — Xk, max) (Reflexionsschritt, Abb. 2.7(a))
if f(Xpref) < f(Xk,min)
Xk exp = Xk ref + 7 (Xk ref — Xi;) (Expansionsschritt, Abb. 2.7(b))

if f(xk,exp) < f(Xk,ref)
Xk,new = Xk, exp
else
Xk new = Xk ref (Reflexionspunkt beibehalten)

end if
else if f(xpref) > max f(Xk.i)

Xk,i#xk,maxv 7;:07-“7”

if f(Xk,maX) < f(Xk:,ref)

Xk new = 0Xk max + (1 — 0)Xy, (Innere Kontraktion, Abb. 2.7(d))
else
X new = OXp ref + (1 — 0)Ry, (AuBere Kontraktion, Abb. 2.7(c))
end if
else
X new = X ref (Reflexionspunkt beibehalten)
end if
if f(Xknew) > f(Xkmax) (ev. bei nichtkonv. Kostenfkt.)
Xp+1,i ¢ 5(Xki + Xkmin), i =0,...,n  (Schrumpfung, Abb. 2.7(e))
else
Xk,max < Xk,new
Xk+1,i < Xk 1= O, ., n
end if
k+—k+1

until ||x — xp1]| Sex or [f(x) — f(xi-1)| S &

Tabelle 2.5: Simplex-Verfahren nach Nelder und Mead.
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2.6 Beispiel: Rosenbrock’s ,,Bananenfunktion*

Ein bekanntes Beispiel in der Optimierung ist das Rosenbrock-Problem

min f(x) mit  f(x)=100(zs — 22)* + (z1 — 1)%. (2.111)
p S

Abbildung 2.8 zeigt das Profil und die Hohenlinien der Funktion, die auch als Bananenfunk-
tion bezeichnet wird. Das Rosenbrock-Problem soll als Beispiel verwendet werden, um die
Konvergenzeigenschaften der behandelten Verfahren numerisch mit Hilfe von MATLAB zu
untersuchen.

. -15 : :
) Hohenlinien
©® Minimum
1400, / ) q
/ /

12004\

10004

Abbildung 2.8: Profil und Hohenlinien von Rosenbrock’s Bananenfunktion.

T
Aufgabe 2.11. Verifizieren Sie, dass der Punkt x* = {1 1} ein Minimum darstellt.

Ist das Minimum x* global und eindeutig? Sind die Funktion f(x) und das Optimie-
rungsproblem (2.111) konvex?

Zur Losung von unbeschréankten Optimierungsproblemen stellt die Optimization Toolbox
von MATLAB die folgenden Funktionen zur Verfiigung
e fminunc: Liniensuche: Gradientenverfahren, Quasi-Newton-Verfahren

Methode der Vertrauensbereiche: Newton-Verfahren

e fminsearch: Simplex-Verfahren nach Nelder-Mead.
Eine empfehlenswerte Alternative ist die frei zugéngliche MATLAB-Funktion minFunc [6],
die eine grofle Auswahl an Liniensuchverfahren bietet. Tabelle 2.6 zeigt einige Vergleichs-
daten fiir die numerische Losung des Rosenbrock-Problems (ausgehend vom Startwert

Xg = {—1 —1}T), die mit Hilfe von fminunc, fminsearch und minFunc berechnet wurden.

Abbildung 2.10 stellt zusétzlich die Iterationsverlaufe fiir die Verfahren dar, die unter
fminunc und fminsearch implementiert sind. In der Code-Auflistung 2.1 am FEnde dieses
Abschnitts ist der MATLAB-Code fiir das Rosenbrock-Problem (2.111) angegeben, um
zu verdeutlichen, wie die einzelnen Optimierungsverfahren mit fminunc und fminsearch
angesprochen werden koénnen.
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Abbildung 2.9: Darstellung der Iterationen des Gradientenverfahrens.
Verfahren Funktion  Iter. f&x*) IV AHE Funktionsaufrufe
) (VHE) (V) )
LS: Gradientenverfahren fminunc 57 0.1232 1.1978 200 200 -
LS: Konj. Gradientenm. minFunc 28 6.9-107'8 9.6-1078 68 68 -
LS: Newton-Verfahren minFunc 20 3.8-1071 7.3-1077 32 32 26
LS: Quasi-Newton (BFGS)  fminunc 23 5.4-10712 9.2.107° 29 29 -
VB: Newton-Verfahren fminunc 25 22-107'% 2.1-107% 26 26 26
Nelder-Mead Simplex-Verf. fminsearch 67 5.3-1071° - 125 — -

Tabelle 2.6: Vergleich der numerischen Verfahren fiir das Rosenbrock-Problem
(LS=Liniensuche, VB=Methode der Vertrauensbereiche).

Beim Gradientenverfahren fallt die langsame Konvergenz auf, weil auch nach dem
FErreichen der maximalen Anzahl an Funktionsauswertungen von 200 das Minimum noch
immer nicht erreicht ist. In Abbildung 2.9 ist der Iterationsverlauf des Gradientenverfahrens
iiber den Hohenlinien der Rosenbrock-Funktion (2.111) dargestellt. Erkennbar ist, dass
sich das Gradientenverfahren an der maximalen Abstiegsrichtung orientiert, die orthogonal
zur jeweiligen Hohenlinie verlauft. In Richtung des Minimums werden die Iterationsschritte
immer kleiner. Die niedrige Konvergenzgeschwindigkeit wurde bereits in Abbildung 2.6
veranschaulicht und soll in der folgenden Aufgabe naher untersucht werden.

T
Aufgabe 2.12. Berechnen Sie fir das Minimum x* = {1 1} des Rosenbrock-Problems
(2.111) die Konvergenzrate des Gradientenverfahrens gemifl Satz 2.8.
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Liniensuche: Liniensuche:
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Abbildung 2.10: Rosenbrock’s Bananenfunktion: Vergleich der numerischen Verfahren mit
fminunc und fminsearch.

Das Konvergenzverhalten des Quasi-Newton-Verfahrens in Abbildung 2.10 ist wesentlich
besser als beim Gradientenverfahren. Das Newton- Verfahren (Methode der Vertrauens-
bereiche) in Abbildung 2.10 startet zunéchst in die ,falsche“ Richtung, was durch die

T
quadratische Approximation (2.105) am Startpunkt x¢ = [—1 —1} zu erklédren ist, deren

Minimum in der N&he von x =~ {—1 1}T liegt. Allerdings sind die einzelnen Schritte
entlang des Tales der Rosenbrock-Funktion deutlich gréfer, da das Newton-Verfahren die
Hessematriz explizit verwendet und nicht auf eine Approximation angewiesen ist wie im
Fall des Quasi-Newton-Verfahrens.

Zuséitzlich sind in Tabelle 2.6 und Abbildung 2.10 die Ergebnisse fir das Simplex-
Verfahren von Nelder-Mead angegeben, die mit der MATLAB-Funktion fminsearch erzielt

wurden. Allerdings bietet die Grafikausgabe unter fminsearch nicht die Moglichkeit, die
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einzelnen Simplexe darzustellen. In der néchsten Aufgabe soll das Simplex-Verfahren
deshalb ndher untersucht werden, um einen Eindruck von den Simplex-Operationen und
der Robustheit des Verfahrens zu erhalten.

Aufgabe 2.13. Schreiben Sie eine MATLAB-Funktion, die das Rosenbrock-Problem
(2.111) mit Hilfe des Simplex-Verfahrens nach Nelder-Mead numerisch 16st (siehe
den Algorithmus von Tabelle 2.5). Konstruieren Sie den ersten Simplex mit den
Eckpunkten

-1 1 0
X0,1 = 1k Xp,2 = X0,1 + 8 ol X0,3 = X0,1 + 8 1 (2112)

in Abhéngigkeit der Seitenldnge s = 1. Verwenden Sie fiir die Abbruchbedingung in
Tabelle 2.5 die Schranke €7 = 10~° und vergleichen Sie Thre Ergebnisse mit jenen von
fminsearch in Tabelle 2.6. Stellen Sie die Simplexe aus den einzelnen Iterationen grafisch
dar. Untersuchen Sie die Robustheit und das Konvergenzverhalten des Simplex-
Verfahrens fiir verschiedene Seitenlédngen s des Startsimplex und unterschiedliche
Startpunkte xq 1.

Aufgabe 2.14. Schreiben Sie eine MATLAB-Funktion, die das Rosenbrock-Problem
(2.111) mit Hilfe des Newton-Verfahrens (Liniensuche) 16st, siehe Abschnitt 2.3.2.2.
Verwenden Sie die heuristischen Bedingungen von Abschnitt 2.3.1.3 fir die Schritt-
weitenbestimmung von ay. Vergleichen Sie die Konvergenzergebnisse mit den Werten
in Tabelle 2.6. Stellen Sie die einzelnen Iterationen grafisch dar und variieren Sie die
Startpunkte xgq.

Listing 2.1: MATLAB-Code fiir das Rosenbrock-Problem (fminunc, fminsearch).

function Xopt = rosenbrock_problem(Xinit,methodQ)
%
% Xinit: Startpunkt

% methodQ: 1 - Liniensuche: Gradientenverfahren

% 2 - Liniensuche: Quasi-Newton

% 3 - Methode der Vertrauensbereiche: Newton-Verfahren
% 4 - Nelder-Mead Simplex-Verfahren

global old

old = [Xinit; rosenbrock(Xinit)];

% Optionen fiir Ausgabe
opt_fminu = optimoptions('fminunc','Display','iter', 'PlotFcns',@plot_iterates);
opt_fmins = optimset('Display','iter','PlotFcns',@plot_iterates);

switch methodQ
case 1, % Liniensuche: Gradientenverfahren
opt_fminu = optimoptions(opt_fminu, 'Algorithm','quasi-newton',...
'HessUpdate', 'steepdesc', 'GradObj','on');
case 2, % Liniensuche: Quasi-Newton
opt_fminu = optimoptions(opt_fminu,'Algorithm','quasi-newton',...
'HessUpdate', 'bfgs', 'GradObj','on');
case 3, % Methode der Vertrauensbereiche: Newton-Verfahren
opt_fminu = optimoptions(opt_fminu,'Algorithm','trust-region', 'Hessian','on',...
'GradObj','on');
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end

% numerische Losung mit...

if methodQ<4, Xopt = fminunc(@rosenbrock,Xinit,opt_fminu); % fminunc

else Xopt = fminsearch(@rosenbrock,Xinit,opt_fmins); % fminsearch

end

function [f, grad, H] = rosenbrock(x)

%

grad = {}; H = {};

f = 100*x(x(2)-x(1)"2)"2 + (x(1)-1)"2; % Rosenbrock-Funktion

if nargout>1, % falls Gradient angefordert wird

grad = [ -400*(x(2)-x(1)"2)*x(1)+2*(x(1)-1);
200* (x(2)-x(1)"2) 1;

end
if nargout>2, % falls Hessematrix angefordert wird
H = [ -400%(x(2)-3*x(1)"2)+2, -400%x(1);
-400%x (1), 200 1;
end

function stop = plot_iterates(x,info,state)
%
global old

f = rosenbrock(x);
switch state

Grafische Ausgabe:

== =2

case 'init', Initialisierung
plot_surface(x,f);

case 'iter', % Iterationen
plot3([old(1),x(1)], [01d(2),x(2)], [01d(3),f], 'b-0', 'LineWidth',1);

case 'done', % nach letzter Iteration
plot3(x(1),x(2),f,'go", 'LineWidth',5);

end

stop = false; % kein Abbruchkriterium

old = [x;fl;

function plot_surface(x,f)
%
[X1,X2] = meshgrid(-1.5:0.15:1.5); 3D-Profil von

F = 100*(X2-X1.72).72 + (X1-1).72; % Rosenbrock-Funktion
h = surf(X1,X2,F, 'EdgeColor',0.6%[1,1,1], 'FaceColor', 'none');
hold on; axis tight;

plot3(x(1),x(2),f, ko', 'LineWidth',5);

plot3(1,1,0,'ro', 'LineWidth',5);

xlabel('x_1'); ylabel('x_2'); zlabel('f')

set(gcf, 'ToolBar', 'figure');

set(gca, 'Xdir', 'reverse', 'Ydir', 'reverse');

==

Startpunkt
optimale Ldsung

== ==

==

figure settings
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3 Statische Optimierung: Mit
Beschrankungen

Den nachfolgenden Betrachtungen liegt das statische Optimierungsproblem mit Gleichungs-
und Ungleichungsbeschrankungen geméaf (1.1) in der Form

min  f(x) Kostenfunktion (3.1a)
x€R"
uB.v. ¢i(x)=0, i=1,...,p Gleichungsbeschriankungen (3.1b)

hi(x) <0, i=1,...,q Ungleichungsbeschrankungen (3.1c)

mit p < n, der stetigen Funktion f(x) und den stetig differenzierbaren Funktionen
gi(x),i=1,...,pund h;(x), i = 1,...,q zu Grunde. Fasst man alle Gleichungs- und

T
Ungleichungsbeschrankungen in Vektoren der Form g(x) = [gl (x) ... gp(x)} und
T

h(x) = [hl(x) . hq(x)} zusammen, so kann das beschrankte Optimierungsproblem
(3.1) in der Form

Jnin - f(x) (3.2a)

uB.v. gx)=0 (3.2b)

h(x) <0 (3.2¢)

angeschrieben werden.

3.1 Optimalitatsbedingungen

Man bezeichnet eine Ungleichungsbeschrinkung h;(x) < 0 als aktiv an einem zuléssigen
Punkt x, wenn h;(x) = 0 und als inaktiv, falls h;(x) < 0. Eine Gleichungsbeschrankung
gi(x) = 0 ist demnach aktiv an jedem zuldssigen Punkt x. Inaktive Ungleichungsbe-
schrankungen an einem zuldssigen Punkt x haben keinen Einfluss auf die Lésung der
Optimierungsaufgabe in einer hinreichend kleinen Umgebung von x. Wiirde man also
die Menge der (am optimalen Punkt) aktiven Ungleichungsbeschrankungen kennen, so
konnte man die inaktiven Ungleichungsbeschrankungen vernachléssigen und die aktiven
Ungleichungsbeschrankungen durch Gleichungsbeschriankungen ersetzen. Deshalb soll in
einem ersten Schritt das Optimierungsproblem (3.2) mit reinen Gleichungsbeschrankungen
g(x) = 0 betrachtet werden.

3.1.1 Gleichungsbeschrankungen

Treten ausschliefllich Gleichungsbeschrankungen auf, so soll mit

S={xeR"g;i(x)=0,i=1,...,p} (3.3)

Vorlesung und Ubung Optimierung (WS 2016/2017)
© Steinbéck, Kugi, Institut fiir Automatisierungs- und Regelungstechnik, TU Wien



3.1 Optimalitdtsbedingungen Seite 59

die Menge der zuldssigen Punkte beschrieben werden. & wird auch zuldssige Menge
genannt.

Definition 3.1 (Reguldrer Punkt bei Gleichungsbeschrankungen, LICQ). Ein zulds-
siger Punkt x € S der Optimierungsaufgabe (3.2) mit ausschlieflich Gleichungsbe-
schrankungen (¢ = 0) ist reguldr, wenn die Gradientenvektoren (Vg;)(x),i=1,...,p
linear unabhéngig sind. D.h. die Bedingung

rang((Ve)(x)) = rang([(Va) (%) (Ve)®) ... (Vo)®)])=p,  (34)

welche im Englischen auch als linear independence constraint qualification (LICQ)
bekannt ist, muss erfiillt sein.

Folglich sind an einem reguléren Punkt, die Gleichungsbeschriankungen g(x) funktional
unabhdngig. Offensichtlich ist die Menge der reguldren Punkte eine Untermenge von S.

Man beachte, dass die Regularitdt eines Punktes geméfl Definition 3.1 direkt von der
Formulierung der Gleichungsbeschriankungen abhéngt. Als Beispiel dazu betrachte man
die zunéchst dquivalent erscheinenden Gleichungsbeschrankungen g(z1,z2) = 1 = 0 und
g(z1,79) = 2 = 0 im R2. Beide Beschriinkungen definieren die gleiche zulissige Menge
S, namlich die gesamte xo-Achse. Fiir g(x1,x2) = x; ist jeder Punkt von S ein reguldrer
Punkt geméf der Definition 3.1. Fiir g(x1,22) = 22 jedoch ist kein Punkt von S regulir.

Die zuléssige Menge S = {x € R"|g;(x) =0, i =1,...,p} mit den stetig differenzierba-
ren Funktionen g;(x),i = 1,...,p beschreibt eine (n — p)-dimensionale C'-Mannigfaltigkeit
(siehe dazu Anhang A des Skriptums Regelungssysteme 2). Der Tangentialraum 7xS an ei-
nem reguléren Punkt x wird durch n—p linear unabhéngige Vektorend;(x),j =1,...,n—p
aufgespannt. TxS lédsst sich nun als Annullator des Kotangentialraumes, welcher durch die
exakten Differentiale dg; : 73S — R, i = 1,...,p gebildet wird, definieren. Das heifit, es
gilt

TxS = {d‘ dgi(d)|x=x = Lagi(X) = (;Xgi()_c)> d=0,i=1,... ,p}. (3.5)

(Vgi) " (%)
Als Vorbereitung fiir die Formulierung notwendiger Optimalitédtsbedingungen des Op-

timierungsproblems (3.1) mit reinen Gleichungsnebenbedingungen (¢ = 0) sei folgendes
Lemma angegeben.

Lemma 3.1 (Zu den Optimalitdtsbedingungen mit Gleichungsbeschrankungen). Es
sei x* € S mit S = {xeR"gi(x)=0, i=1,...,p} ein reguldrer Punkt und ein
lokaler Extremalpunkt von f(x) unter den Gleichungsnebenbedingungen g(x) = 0 mit
fig1,...,9p € C'. Fiir alle d, die die Bedingung

(V) (x")d=0 (3.6)

erfillen, muss auch gelten

(VA xHd=0. (3.7)
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Beweisskizze: Da x* ein reguldrer Punkt von S ist, liegt jedes d, das (3.6) erfiillt,
geméf (3.5) im Tangentialraum 7Tx+S. Mit x(t), t € (—a,a), a > 0 bezeichne man im
Weiteren eine stetig differenzierbare Kurve parametriert in ¢ durch den Punkt x* mit

dem Tangentialvektor d so, dass gilt x(0) = x* und (%x) (0) = d. Da nun x* ein
lokaler Extremalpunkt ist, muss die Beziehung

= (2 5) o)) (Sx) @) = 0 (38)
o~ ()00 ()

(VHT(x*) d

d
af(x(t))

gelten. O

Lemma 3.1, speziell (3.7), besagt also, dass (V f)(x*) orthogonal auf den Tangential-
raum Tx+S steht. Dies bedeutet fiir einen reguldren Punkt x*, dass (V f)(x*) sich als
Linearkombination von (Vg;)(x*), ¢ = 1,...,p darstellen lassen muss. Dies motiviert die
Einfithrung der so genannten Lagrange-Multiplikatoren X im folgenden Satz.

Satz 3.1 (Notwendige Optimalitdtsbedingungen erster Ordnung). Es sei x* € S mit
S={xeR"gi(x)=0, i=1,...,p} ein requldrer Punkt und ein lokaler Extremal-

punkt von f(x) unter den Gleichungsnebenbedingungen g(x) = 0 mit f, g1,...,g, € C .
Dann existiert ein eindeutiges A* € RP so, dass gilt

(V") + (VE)(x)A* =0 . (3.9)

Die notwendigen Optimalitdtsbedingungen (3.9) von Satz 3.1 gemeinsam mit den
Gleichungsnebenbedingungen g(x*) = 0 bilden ein System von n + p Gleichungen in den
n + p Unbekannten (x*, A*). Man kann nun die Lagrangefunktion

L(x,A) = f(x) + ATg(x) (3.10)

einfiihren und die notwendigen Optimalitdtsbedingungen lassen sich in der Form

o T

(52E) (6.X) = (V) + (V) (x)A" =0 (3.11a)
o T

((‘?}\L> (x*,A") =g(x*)=0 (3.11b)

schreiben.

Beispiel 3.1. Man betrachte das Optimierungsproblem (3.1) mit einer Gleichungsbe-
schrénkung in der Form

min f(x) = (z1 — 2)* + (22 — 1)? (3.12a)
uB.v. g(x)=z2—22;=0. (3.12b)

Abbildung 3.1 stellt die Gerade g(x) = 0 und die Hohenlinien von f(x) dar.
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Abbildung 3.1: Veranschaulichung von Beispiel 3.1 mit einer Gleichungsbeschrankung.

Da optimale Punkte x* auf der Geraden g(x) = 0 liegen miissen, existieren z. B. fiir
die Hohenlinie f(x) = 4 zwei Schnittpunkte. Es ist direkt ersichtlich, dass fiir
Hohenlinien mit f(x) < 4 die Schnittpunkte dichter zusammenwandern und schlielich
zum Minimum

x* = (0.8 1.6}T, F(x*) = 1.8 (3.13)

fithren. Die Gradienten der Funktionen f(x) und g(x) lauten

2(1‘1 — 2)

(V1)) = [2(@ o

] - (Vo)) = m (3.14)

und damit errechnen sich die notwendigen Optimalitdtsbedingungen (3.11) mit der
Lagrangefunktion L(z1, 72, ) = f(x) + Ag(x) = (z1 — 2)? + (22 — 1)% + A(z2 — 221)
zu

O L aa\) = 2z —2) — 22 =0 (3.152)
81‘1
9 Ly A) = 2ws — 1)+ A= 0 (3.15b)
81‘2
)
iy =29 —221=0. .1
B (r1,22,\) = x2 1 =0 (3.15¢)

Die Losung dieses Gleichungssystems liefert den optimalen Punkt 7 = 0.8, x5 = 1.6
und \* = —1.2.

Aufgabe 3.1. Gegeben ist eine quaderféormige Box mit der Oberfliche A. Zeigen Sie,
dass unter allen moglichen Quadern der Wiirfel mit der Seitenldnge \/A/6 das grofite
Volumen besitzt.
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Aufgabe 3.2. Gegeben ist ein nichtlineares zeitvariantes Abtastsystem der Form

Trr1 = pr(Tk, ug), w0 = 2(0) (3.16)
mit dem Zustand x und dem Eingang u. Gesucht sind die Steuerfolge (ug, w1, ..., un)
und die zugehorigen Zustande (g, z1,...,zN) so, dass die Kostenfunktion

N
J = Vu(wr, uk) (3.17)
k=0

minimiert wird und die Endbedingungen g(xy41) = 0 erfiillt ist. Nehmen Sie dabei
an, dass sdmtliche partielle Ableitungen erster Ordnung aller auftretenden Funktionen
stetig sind und die LICQ Bedingung gemaf} Definition 3.1 erfiillt ist. Zeigen Sie, dass
mit der optimalen Lésung die Gleichungen

)\k,1 = )\k (881.90]6) (.iL‘k, uk) + (ifwk> (l’k, ’U,k), k= 1, ceey N (3.18&)
0
AN = u<%g> (zn+1) (3.18b)
0 0
0=\ <8U‘Pk) (2, ug) + ((au@ﬁk) (v, ug), k=0,...,N (3.18¢)

mit einem geeigneten Wert p verbunden sind.

Satz 3.2 (Notwendige Optimalitdtsbedingungen zweiter Ordnung). Fs sei x* € S mit
S={xeR"gi(x)=0, i=1,...,p} ein requlirer Punkt und ein lokales Minimum
von f(x) unter den Gleichungsnebenbedingungen g(x) = 0 mit f,g1,...,g, € C2.
Dann existiert ein eindeutiges A* € RP so, dass gilt

o T
(3XL) (x",A%) = (VA + (Vg)(x")A" =0 (3.19)
und
T(v2L) (x*. \*)d = dT 2x*p’."2.x*>
Ao l=d <<V ) HZzlAz(V g)(x") |d 2 0 (3.20)

fir alle d € Tx+S mit der Lagrangefunktion L gemdf (3.10).

Die Sétze 3.1 und 3.2 geben notwendige Bedingungen an, die ein lokales Minimum
des beschrankten Optimierungsproblems erfiillen muss. Der néchste Satz formuliert nun
hinreichende Bedingungen fiir ein striktes lokales Minimum des Optimierungsproblems
(3.1) mit reinen Gleichungsnebenbedingungen.

Satz 3.3 (Hinreichende Optimalitétsbedingungen zweiter Ordnung). Gesucht ist das
Minimum der Kostenfunktion f(x) unter den Gleichungsnebenbedingungen g;(x) =
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0, i=1,....,p mit f,g1,...,g9p € C2. Wenn (x*, X\*) so existieren, dass gilt

o T
<8XL> (x*, A*) = 0 (3.21a)
b T
(mL> (x*, A*) = 0 (3.21h)
und
dT(V2L)(x", Ad >0 VdE TS, d#£0 (3.22)

mit der Lagrangefunktion L gemdf (3.10), dann ist x* ein striktes lokales Minimum.

Man erkennt aus Satz 3.3, dass die Matrix L = (V2L)(x*, A*) eine dhnliche Rolle wie
die Hessematrix (V2f)(x*) der Kostenfunktion f(x) im unbeschrinkten Fall spielt, siehe
die Sétze 2.2 und 2.3. In der Tat wird das Konvergenzverhalten des beschrinkten Optimie-
rungsproblems durch die Figenwerte der Matrix L eingeschrinkt auf den Tangentialraum
Tx+S bestimmt. Um nun die Erfiillung von (3.22) zu tiberpriifen, kann die Matrix L auf
den Tangentialraum 7x«S projiziert und dort auf positive Definitheit getestet werden.
Dazu verwendet man die Transformationsmatrix T € R™*("~P) deren Spaltenvektoren
eine orthonormale Basis von Ty+S bilden. Es ldsst sich nun fiir jedes d € Tx+S stets ein
z € R"7P so finden, dass gilt d = Tz. Setzt man d = Tz in (3.22) ein, so erhélt man

d” (VQL) x*, A)d=d"Ld =z"TTLTz >0 VzeR" 7, z#0. (3.23)

Die Projektion der symmetrischen Matrix L in den Tangentialraum Tx~S ergibt sich also
in der Form

Ls = TTLT, (3.24)

und die Uberpriifung der Erfiillung von (3.22) reduziert sich auf die Priifung der positiven
Definitheit von Lg. Es sei nun A ein Eigenwert von Lg und v der zugehérige Eigenvektor
(zugleich Links- und Rechtseigenvektor). Folglich gilt

0=vI(AE - Lg)v =vIOAT'T - TTLT)v = vITT(AE — L) Tv. (3.25)

Aus diesem Ergebnis und der Spaltenregularitiat von T folgt, dass die Singularitat von
AE — Lg die Singularitdt von AE — L impliziert. Damit ist gezeigt, dass jeder Eigenwert
von Lg auch ein Eigenwert von L ist.

Beispiel 3.2. Man betrachte das Optimierungsproblem (3.1) mit einer Gleichungsbe-
schrankung in der Form

min  f(x) = 21 + 23 + zox3 + 223 (3.26a)
x€R3
uByv. g(x)=af +xi4+23-1=0. (3.26Db)
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Die notwendigen Optimalitatsbedingungen erster Ordnung nach Satz 3.1 lauten

0

Gy LX) = 142X\t =0 (3.272)
0
—L(x*,\*) = 225 + 23+ 2\"25 =0 (3.27Db)
81‘2

0
—L(x*,\*) = xh + 4das + 22 a5 =0 (3.27¢)
Ox3

0

oy L) =(z)* + (@3)? + (z5)* = 1 =0. (3.27d)

Man kann sich selbst einfach davon iiberzeugen, dass mit 27 =1, 25 = 0, 5 = 0 und
A* = —1/2 eine Losung von (3.27) gegeben ist. Fiir die notwendige Optimalitétsbe-
dingung zweiter Ordnung geméfl Satz 3.2 muss die Matrix

—1

L= (V2L)(x", \") = (3.28)

_ = O
w R O

0
0
berechnet werden.

Um den Tangentialraum 7x+S der Mannigfaltigkeit S = {x € R3|z} + 23 + 2% = 1}
(Einheitskugel) gemé$ (3.5) zu berechnen, bestimme man vorerst folgenden Ausdruck

(ig) (x*) = [21”1 229 21’3:Hx:x* = [2 0 0] . (3.29)

Man erkennt aus (3.29), dass gemaf (3.5) die erste Komponente sémtlicher Vektorfel-
der d € Tx+S identisch Null sein muss. Damit ist aber fiir alle d € Tx+S Beziehung
(3.22) von Satz 3.3 erfiillt, da die Submatrix L. 3.3 positiv definit ist. Alternativ
erhilt man dieses Ergebnis durch Projektion der Matrix L. Wahlt man dazu zwei
orthogonale Basisvektoren des Tangentialraumes 7x+S und fasst diese in der Matrix
T als Spaltenvektoren zusammen, z. B.

T =

oS = O

0
0], (3.30)
1

dann kann die Matrix L von (3.28) geméa$ (3.24) wie folgt

11

Ls =T'LT = (3.31)
1 3

in den Tangentialraum projiziert werden. Da die Matrix Lg positiv definit ist, folgt

T
auf Basis von Satz 3.3, dass der Punkt x* = [1 0 0} ein striktes lokales Minimum

des beschrénkten Optimierungsproblems (3.26) ist.
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3.1.2 Sensitivitatsbetrachtung

Angenommen, der Punkt x* ist eine Losung des beschrankten Optimierungsproblems

)EIElIiRI}L f(x) (3.32a)
uBv. gx)=0 (3.32b)

mit dem zugehorigen Lagrange-Multiplikator A*. Dann lasst sich der Lagrange-Multiplika-
tor wie folgt interpretieren.

Satz 3.4 (Sensitivitétstheorem des Lagrange-Multiplikators). Fir f,g1,...,g, € C*
betrachte man folgende Familie beschrinkter Optimierungsprobleme

){2}1{% f(x) (3.33a)
uB.v. gx)=c (3.33b)

mit c € RP. Angenommen, fiir c = 0 sei x* ein requldarer Punkt und erfille gemeinsam
mit dem Lagrange-Multiplikator X* die hinreichenden Optimalitdtsbedingungen zweiter
Ordnung von Satz 3.3 fiir ein striktes lokales Minimum. Dann existiert fiir jedes
c € R? in einer Umgebung von 0 fir das Optimierungsproblem (3.33) ein lokales
Minimum an einer Stelle x(c), welches stetig von ¢ abhdingt mit x(0) = x*. Ferner
gilt die Beziehung

fefen| =T (339

Beweisskizze: Die notwendigen Optimalitdtsbedingungen erster Ordnung fiir das
Optimierungsproblem (3.33) lauten

(Vh)(x)+(Vg)(x)A =0 (3.35a)
g(x)=c. (3.35h)

Berechnet man die Jacobimatrix von (3.35) an der Stelle (x*, A*), also fiir ¢ = 0,
dann erhélt man (siehe auch (3.20))

2 * * *

(L) X (TR)x) 556

(Veg)" (x7) 0

Da nach den Voraussetzungen von Satz 3.3 die Matrix (V2L)(x*, A*) positiv definit

auf Tx+S sein muss (striktes lokales Minimum an der Stelle x*) und die Matrix

(Vg)(x*) reguldr ist (x* ist ein reguldrer Punkt), ist die Jacobimatrix (3.36) regular
auf Tx+S.

Aufgabe 3.3. Beweisen Sie diese Behauptung.

Mit Hilfe des Satzes iiber implizite Funktionen kann daraus geschlossen werden,
dass x(c) und A(c) stetig differenzierbare Funktionen in ¢ sind.
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Die Ableitung von (3.35b) nach ¢ am Punkt ¢ = 0 liefert

dg(x(c))

XD = ()T

— = E. 3.37
c=0 dc ( )

c=0

Wird die Transponierte von (3.35a) rechtsseitig mit 3—’; multipliziert, so ergibt sich

am Punkt c=0

T/ * éﬁ «\T T/ * éE _
TN G T (Ve ) <o (3.38)
E

Gemeinsam mit (3.37) folgt daraus unmittelbar

d #\T

— f(x(c)) + (A =0 (3.39)

dc c=0
also (3.34). O

3.1.3 Ungleichungsbeschrankungen

Ausgangspunkt der weiteren Betrachtungen ist das Optimierungsproblem mit Gleichungs-
und Ungleichungsbeschrankungen (3.1) bzw. (3.2). In diesem Fall wird die Menge der
Indizes aller am aktuellen Punkt x aktiven Ungleichungsbeschrankungen in der Form

J={j eN1<j<q hy(x) =0} (3.40)
definiert. Wieder soll
S={xeR"gi(x)=0, i=1,...,p, hj(x) <0, j=1,...,q} (3.41)
die zuldssige Menge genannt werden. Ferner beschreibt
S={x€eS|hjx)=0,je€J} (3.42)

die durch die Gleichungs- und aktiven Ungleichungsbeschrankungen definierte Mannigfal-
tigkeit.

Definition 3.2 (Regulirer Punkt bei Gleichungs- und Ungleichungsbeschrankungen,
LICQ). Ein zulédssiger Punkt x € S der Optimierungsaufgabe (3.2) mit Gleichungs-
und Ungleichungsbeschréankungen ist reguldr, wenn die Gradientenvektoren (Vg;)(x),
i=1,...,pund (Vh;)(x), j € J mit J gemaB (3.40) linear unabhéngig sind. D.h.
die Bedingung

rang(|[(Ve:) ®izt,.. [(Vh)®)]jes]) = p+ 171, (3.43)
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muss erfiillt sein, welche im Englischen auch als linear independence constraint quali-

fication (LICQ) bekannt ist.

Satz 3.5 (Karush-Kuhn-Tucker (KKT) notwendige Optimalitédtsbedingungen erster
Ordnung). Angenommen, x* sei ein lokales Minimum des Optimierungsproblems (3.1)
bzw. (3.2)

min  f(x) Kostenfunktion (3.44a)
xeR™
uBv. ¢(x)=0, i=1,...,p Gleichungsbeschrinkungen (3.44b)
hi(x) <0, i=1,...,q Ungleichungsbeschrankungen (3.44c)
mit f,g1,.-.,9p, P1s... hg € Cl. Im Weiteren seix* ein regulirer Punkt der Beschrin-

kungen (3.44b) und (3.44c). Dann existiert ein eindeutiger Lagrange-Multiplikator
(AT, (u*)T) mit X* € RP und p* € R so, dass die Bedingungen

(VHE) + (Vg)(x)A™ + (Vh)(x")pu" = 0 (3.45a)

p >0 (3.45b)

hT(x*)u* =0 (3.45¢)

mit den Jacobi-Matrizen (Vg)(x*) = [(Vgl)(x*) (Vgp)(x*)] und (Vh)(x*) =
(Vh)(x*) ... (Vho)(x)| erfillt sind.

Beweisskizze: Da p* > 0 und h(x*) < 0 folgt aus (3.45¢), dass eine Komponente
von p* nur dann von Null verschieden sein kann, wenn die zugehérige Ungleichungs-
bedingung aktiv ist, d.h. h;(x*) = 0. Diese so genannte complementary slackness
condition hat zur Folge, dass h;(x*) < 0 stets uj = 0 und pj > 0 stets hj(x*) =0
impliziert.

Da x* ein lokales Minimum des beschriankten Optimierungsproblems (3.44) be-
schreibt, ist es auch ein lokales Minimum fiir jenes Optimierungsproblem, bei dem
alle aktiven Ungleichungsbeschrankungen durch Gleichungsbeschrankungen ersetzt
werden. Dann gibt (3.45a) mit p} = 0 falls hj(x*) < 0 exakt die Bedingung (3.9) des
bei gleichungsbeschriankten Problemen anwendbaren Satzes 3.1 wieder.

Um zu zeigen, dass p* > 0 gelten muss, schreibt man (3.44c¢) in

h(x) <c<0

mit ¢ € R? um, wobei am optimalen Punkt ¢ = 0 gelten soll. Ahnlich zum Beweis
von Satz 3.4 folgt, dass x(c), A(c) und p(c) stetig differenzierbare Funktionen von ¢
sind und

()" = = < f(x(c)

gilt. Hierbei gilt u7 =0V j & J, d.h. fiir alle inaktiven Ungleichungsbeschrénkungen

c=0
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hj(x*) < 0. Die Entwicklung von f in eine Taylorreihe um den optimalen Punkt
liefert

d *
fx(e)) = f(x(0)) + o f(x(c)) o O(c?) = f(x(0)) — p*c + O(c?) .
Aus diesem Ergebnis folgt p* > 0, da ¢ < 0 und wegen der Optimalitat von x(0) die
Ungleichung f(x(0)) < f(x(c)) V¢ < 0 erfillt sein muss.

O

An dieser Stelle sei betont, dass nicht jedes lokale Minimum die KKT-Bedingungen
(3.45) erfiillt. Dies ist nur der Fall, wenn die Beschrénkungen (3.44b) und (3.44c) gewisse
Voraussetzungen erfiillen, die im Englischen auch als constraint qualification (CQ) bezeich-
net werden, vgl. [1-3]. Diese Voraussetzungen sind jedenfalls erfiillt, wenn x* ein regulérer
Punkt geméf Definition 3.2 ist, d. h. wenn die LICQ Bedingung erfiillt ist. Die Erfiillung
der LICQ Bedingung garantiert ferner, dass der Lagrange-Multiplikator ((A*)T, (u*)T)
eindeutig ist. Es existieren auch andere CQ Bedingungen, die diese Eindeutigkeit nicht
garantieren.

Ein Problem bei der in Satz 3.5 gezeigten Vorgehensweise ist, dass man a priori nicht
weill, welche Ungleichungsbeschrénkungen aktiv sind. Eigentlich miisste man sdmtliche
Kombinationen aktiver und inaktiver Ungleichungsbeschrankungen tiberpriifen, um mogli-
che (lokale) Minima zu finden.

Beispiel 3.3. Man betrachte das Optimierungsproblem (3.1) mit zwei Ungleichungs-
beschréinkungen in der Form

1
min  f(x) = = (2% + 23 +23) (3.46a)
x€R3 2
uB.v. = (X) =x1+2r20+23+3<0 (3.46b)
ho(x) =21 <0 . (3.46¢)

T T
Mit (Vh)(x) = {1 1 1} und (Vhe)(x) = {1 0 0} erkennt man, dass jeder
zuléssige Punkt X ein reguldrer Punkt ist. Die KKT-Bedingungen (3.45) lauten in
diesem Fall

x] 1 1
xy| + (1| wp+ |0 py=0 (3.47a)
x3 1 0
~—~— —~~ —~
(VA (V) (Tha)(x)
W= 0 (3.47b)
ps >0 (3.47¢)
pi(a] + x5 + 23+ 3) + por] =0 (3.47d)
] +a5+23+3<0 (3.47¢)
zt <0, (3.47¢)
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Nun kénnen vier Félle unterschieden werden.

a.) Die Ungleichungsbeschrankungen sind beide inaktiv, d.h. hy(x*) = 2] + 25 +
x4+ 3 < 0 und ha(x*) = 27 < 0. Damit folgt aber uj = p5 =0 und 27 = 24 =
x5 = 0 ware die einzige Losung, die aber nicht zuléssig ist, da sie nicht die
Ungleichungsbedingung hq (x*) erfiillt.

b.) Die Ungleichungsbeschrankung hi(x*) ist inaktiv und ha(x*) ist aktiv, d.h.
hi(x*) = i+ 25+ 2543 <0, ho(x*) = 2] =0, u = 0 und p3 > 0. Die Losung
x5 = x3 = 0 ist wiederum kein zuldssiger Punkt.

c.) Die Ungleichungsbeschrankung h;(x*) ist aktiv und ho(x*) ist inaktiv, d.h.
hi(x*) = i+ 25+ 25+3 =0, ho(x*) = 27 <0, u7 > 0 und pb = 0. Die Losung
2] =x5 =25 =—1und pj =1, p5 = 0 ist damit ein zulédssiger Kandidat fiir
ein (lokales) Minimum.

d.) Die Ungleichungsbeschrankungen sind beide aktiv, d. h. hy(x*) = 2] + x5 + 2§ +
3 =0, ho(x*) =27 =0, pj > 0 und 3 > 0. Da wegen 2} = 0 die Bezichung
1y = —pb gelten muss, widerspricht dies der Forderung p] > 0 und u3 > 0.

Ob es sich nun beim Punkt 27 = 23 = 2§ = —1 tatséchlich um ein (lokales) Minimum
handelt, kann basierend auf dem néchsten Satz geklart werden.

Satz 3.6 (KKT notwendige Optimalitiatsbedingungen zweiter Ordnung). Ange-
nommen, x* sei ein lokales Minimum des Optimierungsproblems (3.1) bzw. (3.2)

nelIiP{}L f(x) Kostenfunktion (3.48a)

uBwv. ¢i(x)=0, i=1,...,p Gleichungsbeschrinkungen (3.48Db)

hi(x) <0, i=1,...,q Ungleichungsbeschrinkungen (3.48c)

mit f,g1,...,9p, P1,..., hg € C?. Im Weiteren sei x* ein requldrer Punkt der Beschrin-

kungen (3.48b) und (3.48¢c). Dann existiert ein eindeutiger Lagrange-Multiplikator
(AT, (u*)T) mit X* € RP und p* € R so, dass die Bedingungen

(V) + (V) (x)A" + (Vh)(x*)p" = 0 (3.49)
p >0 (3.49b)
hT(x*)u* =0 (3.49¢)
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mit den Jacobi-Matrizen (Vg)(x*) = [(Vgl)(x*) (Vgp)(x*)} und (Vh)(x*) =
(Vh)) ... (Vhe)(x)] erfiillt sind und

a’ ((VQf) (x*) + zp: X (V20:) () + 3 15 (V2hy) (x*)) d>0 (3.50)
=1

jeJ

(V2L)(x* A%, %)

fiir alle d € Tx=S mit S = {x € R?|gi(x) =0,i=1,...,p, hj(x) =0, j € J} und
der Lagrangefunktion L(x*, X*, u*) = f(x*) + (M) Tg(x*) + (u*)Th(x*) gilt. Mit J
wird dabei wieder die Menge der Indizes der aktiven Ungleichungsbeschrinkungen
bezeichnet, d. h. es gilt hj(x*) =0, j € J.

Satz 3.7 (KKT hinreichende Optimalitidtsbedingungen zweiter Ordnung). Gesucht
ist das (lokale) Minimum des Optimierungsproblems (3.1) bzw. (3.2)

HelIié}l f(x) Kostenfunktion (3.51a)

uBv. ¢g(x)=0, i=1,...,p Gleichungsbeschrinkungen (3.51b)

hi(x) <0, i=1,...,q Ungleichungsbeschrinkungen (3.51c)

mit f,g1,...,9p,h1,..., hg € C?. Wenn fir einen requliren Punkt x* der Beschrdn-

kungen (3.51b) und (3.51c), Griflen x* € R™, A* € RP und p* € RY so existieren,
dass gilt

(VHE) + (Vg)(x)A™ + (Vh)(x")pu" = 0 (3.52a)

pt >0 (3.52b)

hT'(x*)p* =0 (3.52¢)

mit den Jacobi-Matrizen (Vg)(x*) = [(Vgl)(x*) (Vgp)(x*)] und (Vh)(x*) =
(Vh)() ... (Vhg)(x?)] und

ar ((VQf) (x*) + zp: A (V20:) () + 3 15 (V2hy) (x*)) d>0 (3.53)
=1

jedJ

(V2L)(x*, A%, %)

fir alled € TS, d #0 und S = {x € R"|g;(x) =0,i =1,...,p, hj(x)=0,j€ J}
und der Lagrangefunktion L(x*, X*, u*) = f(x*) + (X)) Tg(x*) + (u*)Th(x*), dann ist
x* ein striktes (lokales) Minimum. Mit J wird dabei wieder die Menge der Indizes
der aktiven Ungleichungsbeschrinkungen bezeichnet, d. h. es gilt hj(x*) =0, j € J.
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Aufgabe 3.4. Zeigen Sie, dass der Punkt ] = 25 = 25 = —1 von Beispiel 3.3 ein
globales Minimum ist.

3.2 Rechnergestiitzte Optimierungsverfahren

Als Ausgangspunkt betrachte man wiederum das beschrénkte Optimierungsproblem (3.2)

;IEIII'RI}L f(x) (3.54a)
uBv. gx)=0 (3.54b)
h(x) < 0 (3.54¢)

mit p Gleichungsbeschréinkungen g¢1(x), ..., gp(x), ¢ Ungleichungsbeschriankungen h;(x),

.., hg(x) und n Optimierungsvariablen z1, ..., x,. Zur Losung dieses Problems konnen
im Rahmen der Methode der aktiven Beschrinkungen aktive und inaktive Ungleichungsbe-
schrankungen unterschiedlich behandelt werden. Mit der Gradienten-Projektionsmethode
wird wahrend der iterativen Losungssuche eine Fortbewegung in einem zuléssigen Gebiet
sichergestellt. Alternativ kann das Problem auch durch sequentielle quadratische Pro-
grammierung gelost werden, wobei hier die Optimierungsaufgabe durch eine Sequenz von
quadratischen Programmen approximiert wird. Es besteht ferner die Moglichkeit, das
beschrinkte Optimierungsproblem mit Hilfe von so genannten Straf- bzw. Barrierefunktio-
nen in ein unbeschrianktes Optimierungsproblem zu transformieren. Im Folgenden werden
einige ausgewahlte Methoden naher erldutert.

3.2.1 Methode der aktiven Beschrankungen

Ohne Einschréankung der Allgemeinheit sei fiir die folgenden Betrachtungen angenommen,
dass keine Gleichungsbeschriankungen vorhanden sind. Aus Satz 3.5 weifl man, dass die
notwendigen Optimalitdtsbedingungen fiir ein lokales Minimum durch

(VA + D ui(Vh)(x*) = 0 (3.55a)
ieJ

hi(x*) =0, ieJ (3.55h)

hi(x*) <0, i¢.J (3.55¢)

pi>0, ielJ (3.55d)

pi =0, i¢J (3.55¢)

gegeben sind. Mit J wird dabei wieder die Menge der Indizes der aktiven Ungleichungs-
beschrinkungen bezeichnet. Wenn man nun das beschrankte Optimierungsproblem fiir
eine angenommene Menge der aktiven Ungleichungsbeschrinkungen 16st und diese Losung
sowohl die nichtaktiven Ungleichungsbeschrankungen erfillt als auch ausschliellich nicht-
negative Lagrange-Multiplikatoren p; beinhaltet, dann kann die Losung als Kandidat fiir
das Minimum angesehen werden.

Die Idee der Methode der aktiven Beschrankungen (Englisch: active set methods)
beruht darauf, in jedem Iterationsschritt eine Arbeitsmenge festzulegen, die fiir den
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aktuellen Iterationspunkt x; die aktiven Ungleichungsbeschriankungen beinhaltet. Sind
Gleichungsbeschriankungen vorhanden, kénnen diese auf analoge Art und Weise in der
Arbeitsmenge beriicksichtigt werden. Der aktuelle Iterationspunkt xj, ist daher zuléssig im
Hinblick auf die Arbeitsmenge. Um zum néchsten Iterationspunkt x 11 zu gelangen, bewegt
man sich entlang der durch die Arbeitsmenge definierten Mannigfaltigkeit. Ziel ist es, so zu
einem hinsichtlich der Kostenfunktion verbesserten Punkt zu gelangen. Die verschiedenen
Verfahren unterscheiden sich dadurch, wie man sich entlang der Mannigfaltigkeit, die durch
die Arbeitsmenge definiert ist, bewegt, wobei dies auch wesentlich das Konvergenzverhalten
des Verfahrens bestimmt.

Angenommen, W bezeichne die Arbeitsmenge, also die Indexmenge der aktiven Unglei-
chungsbeschrankungen zu einem Iterationsschritt. Dann besteht die Aufgabe in diesem
Iterationsschritt darin, fiir das Optimierungsproblem

fellié% f(x) Kostenfunktion (3.56a)
uB.wv. hi(x)=0, ieW angenommene aktive Ungleichungsbeschr.  (3.56b)

eine Losung xjy, zu finden, fiir die gilt h;(xj,) < 0 fiir alle ¢ € {1,...,¢}\W. Dazu l6se
man das Gleichungssystem

(VA + > wiw(Vhi)(x5y) = 0 (3.57a)
ieEW
hi(xiy) =0, i€ W (3.57b)

nach xj, und p7y,, @ € W. Wenn nun p7y, > 0 fir alle 7 € W, dann ist xj;, eine mogliche
lokale Losung des beschrankten Optimierungsproblems. Existiert hingegegen ein k € W,
fir das gilt py y < 0, dann kann die Kostenfunktion weiter reduziert werden, indem die
Beschrankung hy(x) inaktiv gesetzt wird, d.h. der Index k& wird aus der Indexmenge W
entfernt. Dies erkennt man unmittelbar aus dem Beweis von Satz 3.5, denn wenn man statt
der aktiven Ungleichungsbeschrankung h(x) = 0 die Gleichungsbeschriankung hy(x) = ¢
mit einem kleinen Wert ¢ < 0 verwendet, d. h. x wird vom Rand in das Innere des Gebietes
der Ungleichungsbeschrinkung hy(x) < 0 bewegt, dann dndert sich fiir uy i, < 0 und
x(0) = xj;, die Kostenfunktion in der Form

c=0 ~

Flx(e)) ~ Flxiv) + < Fx(e)| e < fxiv) (359)
—_— <0

—Hpw >0

Dies zeigt also, dass durch eine Bewegung in das Innere des Gebietes der Ungleichungsbe-
schrankung hy(x) < 0 die Kostenfunktion weiter minimiert werden kann. Abbildung 3.2
veranschaulicht diesen Sachverhalt grafisch fiir die Ungleichungsbeschrankung hi(x) < 0.

Natiirlich kann es umgekehrt passieren, dass durch die iterative Losung des beschrankten
Optimierungsproblems eine in der Arbeitsmenge als inaktiv erachtete Ungleichungsbe-
schrankung verletzt wird, d.h. 3k € {1,...,¢}\W : hg(xjy,) > 0. In diesem Fall muss die
Indexmenge W um den Index k dieser Ungleichungsbeschrankung erweitert werden.

Die Methode der aktiven Beschrdnkungen beruht im Wesentlichen auf den obigen
Uberlegungen, wobei die Konvergenz durch den nachfolgenden Satz sichergestellt werden
kann.
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Zuléssiger Bereich

hl(X) =0 hQ(X) =0

Abbildung 3.2: Zur Deaktivierung von Ungleichungsbeschrankungen.

Satz 3.8 (Konvergenz der Methode der aktiven Beschrénkungen). Angenommen, fiir
aufeinanderfolgende Arbeitsmengen W ist das Optimierungsproblem (3.56) wohldefi-
niert und hat eine eindeutige nichtdegenerierte Losung (d. h. fir allei € W, Biw #0),
dann konvergiert die Methode der aktiven Beschrankungen gegen die Lésung des zu-
grundeliegenden beschrinkten Optimierungsproblems.

Eine Schwierigkeit in der praktischen Anwendung ist, dass die Iterationslésungen
exakte Losungen des unterlagerten Minimierungsproblems sein miissen. Ansonsten kénnen
Vorzeichen der Lagrange-Multiplikatoren falsch sein und man muss verhindern, dass
zwischen gleichen Arbeitsmengen sténdig hin- und hergesprungen wird. Dazu gibt es eine
Vielzahl unterschiedlicher Strategien, die sich mehr oder weniger von dem vorgestellten
Basisalgorithmus unterscheiden.

3.2.2 Gradienten-Projektionsmethode

Die Grundidee ist, dass bei dieser Methode die Bewegungsrichtung auf der Mannigfaltig-
keit, die durch die Arbeitsmenge definiert ist, als Projektion des negativen Gradienten
auf diese Mannigfaltigkeit festgelegt wird. Dazu betrachte man vorerst folgendes Optimie-
rungsproblem mit linearen Gleichungs- und Ungleichungsbeschriankungen

Jnin f(x) (3.59a)
u.B.v. a; X = b;, 1€ J1 (3.59b)
alx < b, i Jy. (3.59¢)

Zu einem Iterationsschritt sei nun angenommen, dass in Summe g < n Gleichungs- und
Ungleichungsbeschrankungen aktiv sind und die aktuelle Arbeitsmenge definieren. Fasst
man nun alle Vektoren a] der Gleichungs- und aktiven Ungleichungsbeschriinkungen als
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Zeilenvektoren der Matrix A, € R?*" zusammen, d. h.

T
aj

af
A= (3.60)
a;

dann weifl man zufolge von (3.5), dass der Tangentialraum der Mannigfaltigkeit definiert
durch alle aktuellen aktiven Beschriankungen durch die Vektoren des Nullraums Kern(A,)
aufgespannt wird, d.h. 7S = {d € R"| A,d = 0}. Da die LICQ Bedingung angenommen
wurde, ist die Matrix A, zeilenreguldr und es gilt rang(A,) = ¢, also dim(Kern(A,)) =
n — q. Der Gradientenvektor (V f)(xy) im Iterationsschritt & steht nun im Allgemeinen

nicht orthogonal auf 7S. Aufgrund von R" = Kern(A,) @ Bild (A;F) mit Bild(A,) als
dem Bild von A, lédsst sich der negative Gradient —(V f)(xj) immer in der Form

—(V)(xx) = di + A oy, (3.61)

fiir ein geeignetes dy € 7S und o) € RY anschreiben. Multipliziert man (3.61) mit A,
von links, so erhdlt man aufgrund der Zeilenregularitdt von A, unmittelbar die Beziehung

—1
o= —(AA])  Ay(VF)(xp) - (3.62)
Setzt man (3.62) in (3.61) ein, so errechnet sich dj zu
. T T\ !
dy = —Pp(Vf)(x;) mit Py=E— Al (Aqu) A, (3.63)

mit der n xn Einheitsmatrix E. Die Matrix Py wird dabei als Projektionsmatriz bezeichnet.
Sie projiziert den negativen Gradienten —(V f)(xy) in den Tangentialraum 7'S.

Aufgabe 3.5. Zeigen Sie, dass eine Projektionsmatrix P die Eigenschaften PT = P
sowie P? = P erfiillt.

Aufgabe 3.6. Zeigen Sie, dass man den projizierten Gradienten di auch als Lésung
des beschrénkten Optimierungsproblems

. 2
64
Juin - [[(VF) (k) + dillz (3.64a)
uBv. Ad,=0 (3.64b)

erhalten kann.

Man erkennt aus (3.61), dass (V f)(xx)-+d}, orthogonal auf 7S und damit dj, steht. Wenn
dj # 0 ist, dann ist damit unmittelbar eine zuldssige Abstiegsrichtung des beschrankten
Optimierungsproblems gegeben, denn es gilt

(V)" ()i = (V) (k) + df = df )dg = —[ldill3 <0 - (3.65)
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Da nun eine zuléssige Abstiegsrichtung dj festliegt, muss lediglich die Schrittweite ay
zum neuen Iterationspunkt x;1 = X + ardy beispielsweise mit dem skalaren Optimie-
rungsproblem (2.32) bestimmt werden. Wenn dj = 0 gilt, dann folgt aus (3.61)

(V) (xk) + Ajor =0 . (3.66)

Man beachte, dass (3.66) exakt der KKT-Bedingung (3.45a) von Satz 3.5 fiir das Opti-
mierungsproblem (3.59) mit o als den zugehorigen Lagrange-Multiplikatoren entspricht.
Wenn alle Eintrége oy ;, j € J2 nichtnegativ sind, dann erfiillt der Punkt x; die notwen-
digen KKT-Bedingungen fiir ein (lokales) Minimum. Fiir den Fall, dass eine Komponente
or; <0, j € Jo, kann die Kostenfunktion weiter verkleinert werden, indem die Unglei-
chungsbeschrinkung aij < b; inaktiv gesetzt wird. Im Weiteren bezeichne man mit Ag
die Matrix A, mit der j-ten Zeile gestrichen. Die Projektionsmatrix Py von (3.63) muss
nun nicht jedes Mal komplett neu berechnet werden, siehe dazu folgende Aufgabe.

Aufgabe 3.7. Angenommen die zeilenreguldre Matrix A, hat die Form
T
A, = [a ] . (3.67)
Ag
Zeigen Sie, dass die Beziehung
-1
TAT T
-l 0 —0aT AT (A;AT)
(Aqu) - T\ ! T\ ! TAT T\ !
~0(A;AT) Az (AgAT) (E +0AzaaTAT (A;AT) )
(3.68)
mit
1
0= — (3.69)
aTa—aTA7 (AquT) Agza
gilt. Hinweis: Sie konnen unterstiitzend die Ergebnisse aus Kapitel 1.3.4 des Skrip-
tums Regelungssysteme 1 verwenden.

Der Algorithmus der Gradienten-Projektionsmethode ist in Tabelle 3.1 zusammengefasst.
Betrachtet man nun anstelle des Optimierungsproblems mit linearen Beschrankungen
(3.59) das Optimierungsproblem mit nichtlinearen Beschrankungen

Jnin f(x) (3.70a)
u.B.v. hZ(X) = 0, 1€ Jp (3.70b)
hl(X) <0, 1€ Jy, (3.70C)

dann ergeben sich zusétzliche Schwierigkeiten, die im Folgenden kurz erldutert werden
sollen. Die Gleichungs- und aktiven Ungleichungsbeschriankungen werden wiederum in

T _
h(x) = {hl (x) ... hq(x)} zusammengefasst und beschreiben eine Mannigfaltigkeit S.
Der negative Gradient —(V f)(xy) an einem Punkt x; wird mit Hilfe der Projektionsmatrix

Vorlesung und Ubung Optimierung (WS 2016/2017)
© Steinbéck, Kugi, Institut fiir Automatisierungs- und Regelungstechnik, TU Wien



3.2 Rechnergestiitzte Optimierungsverfahren Seite 76

Initialisierung: xg (Zulassiger Startpunkt)
k=0 (Startindex)
stop =0 (Abbruch-Flag)

repeat

Schritt 1: Suche fir den Punkt x; die Menge der aktiven Beschrankungen
(Mannigfaltigkeit S) mit der zugehdrigen Indexmenge .

Schritt 2: Projiziere den negativen Gradienten —(V f)(xj) in der Form dj =
—P(Vf)(xx) mit Hilfe der Projektionsmatrix Pj gemaB (3.63) in
den Tangentialraum TS.

Schritt 3:

if dp #0 do

Berechne

apy = argmax{oy | x; + ogdy ist zuldssig}
ago = arg min f(x; + ogdy) ,
O<ap<ag1

setze X1 = X; + ay2dg und gehe zu Schritt 1 in der nachsten
Iteration, k «— k + 1.
else (d.h.d;=0)

Berechne oy, = —(Aqu)_lAq(Vf)(xk) (siehe (3.62))

1. Wenn oy ; > 0 fir alle j € Jo, dann erfiillt x;; die KKT-
Bedingungen, setze stop=1.

2. Wenn nicht alle oy ;, j € J2 nichtnegativ sind, dann streiche je-
ne Ungleichungsbeschrankung, die zur negativsten Komponente
Ok,j, J € Jo gehort, passe die Indexmenge T und die Matrix A,
entsprechend an und gehe zu Schritt 2 in der nachsten Iteration.
end

until stop ==

Tabelle 3.1: Gradienten-Projektionsmethode.
(vergleiche (3.63))
B T -1 T
Py = E — (Vh)(x) ((Vh) " () (Vh) (x4) ) (Vh)" (x5) (3.71)
mit (Vh)(x) = [(Vhl)(x) (th)(x)] in den Tangentialraum Ty, S projiziert.

Abbildung 3.3 gibt eine grafische Veranschaulichung dieses Sachverhaltes und es ist
unmittelbar ersichtlich, dass im Gegensatz zum bisher diskutierten Problem mit linearen
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(VR () (V00

Abbildung 3.3: Gradienten-Projektionsmethode.

Beschrankungen der Punkt
Xpy1 = Xg +apdy, mit  d = —Pr(V[)(x) (3.72)

auch fiir hinreichend kleines aj, nicht mehr auf der Mannigfaltigkeit S zu liegen kommt.
Man muss deshalb eine weitere Bewegung vom Punkt x;,1 orthogonal zu dj ausfithren,
um auf die Mannigfaltigkeit S zu gelangen. Die Idee dabei besteht darin, ein 1, € R? so
zu suchen, dass gilt

Xkt+1 = Xk+1 + (Vh)(xg)n,  mit h(xgy1) =0. (3.73)

Man beachte, dass so ein 7, nicht immer existieren muss, siehe beispielsweise Abbildung
3.4.

Xp+1

Xk

S
Abbildung 3.4: Nichtexistenz von 7, um auf S zu kommen.

Eine einfache Moglichkeit, 13, im Sinne einer Approximation erster Ordnung zu berech-
nen, besteht darin, den Ausdruck h(xy,1) beziiglich n; zu linearisieren und nach dem
linearen Glied abzubrechen, d. h.

0 = h(xp41) = h(Xe 11+ (Vh)(xk)m) ~ h(Xep1) + (Vh) () (Vh) (xp)me - (3.74)
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Daraus lassen sich ny und xj1 wie folgt berechnen
-1
e = —[(Vh)" () (Vh) (k)| h(%ep1) (3.75a)

X1 = K1 — (V) (6) [(VB) T () (V) (c0)] (%) (3.75b)

Gleichung (3.75) beinhaltet die gleichen Matrizen wie die Projektionsmatrix Py von (3.71)
und kann iterativ aufgerufen werden. Man beachte, dass fiir hinreichend kleines ay in
(3.72) die Iterationsvorschrift (3.75) auch tatsachlich konvergiert.

Ein weiteres Problem, das bei der Gradienten-Projektionsmethode mit nichtlinearen
Beschriankungen auftreten kann, besteht darin, dass inaktive Ungleichungsbeschrankungen
verletzt werden kénnen, wenn man sich in Richtung des projizierten negativen Gradienten
am Punkt x; bewegt, siche Abbildung 3.5. Typischerweise miissen in diesem Zusammen-
hang Verfahren zur Interpolation zwischen den Punkten x; und Xj.1 eingesetzt werden,
um zu einem Punkt X;_; bzw. nach der Projektion x;,1 zu gelangen, der die urspriinglich
inaktiven Ungleichungsbeschrankungen nicht verletzt.

—(Vf)(xk)

Xk
Zuldssiger Bereich

Abbildung 3.5: Interpolation  zur  Einhaltung  der  urspriinglich  inaktiven
Ungleichungsbeschrénkungen.

Die nachfolgend beschriebenen Methoden fordern nun nicht mehr, dass die Gleichungs-
und aktiven Ungleichungsbeschrankungen exakt eingehalten werden, sondern nur innerhalb
eines vorgegebenen Toleranzbandes.

3.2.3 Methode der Straf- und Barrierefunktionen

Mit Hilfe von Straf- und Barrierefunktionen lassen sich beschriankte in unbeschrankte
Optimierungsprobleme tiberfithren.

3.2.3.1 Straffunktionen

Die grundlegende Idee der Methode der Straffunktionen besteht darin, das beschrinkte
Optimierungsproblem

xrg)ig; f(x) (3.76)

mit dem zuldssigen Bereich X, in ein unbeschrinktes Optimierungsproblem der Form

;2]11{}1 f(x) + cP(x) (3.77)
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mit einem positiven Parameter ¢ und der stetigen Funktion P(x) iiberzufithren. Die
Funktion P(x) wird als Straffunktion bezeichnet und besitzt die Eigenschaft, dass P(x) > 0
fiir alle x € R™ und P(x) = 0 genau dann, wenn x € A,r- Man beachte, dass der zulassige
Bereich X, typischerweise implizit tiber Gleichungs- und Ungleichungsbeschriankungen
definiert ist.

Fiir X,y = {x € R" | hy(x) <0, i =1,...,q} kann als Straffunktion beispielsweise

P(x) = %Z(max{(], he(x)})? (3.78)

i=1
verwendet werden. Abbildung 3.6 zeigt den Verlauf der Straffunktionen cP(z) fiir hi(x) =

x — b und ha(z) = a — x und unterschiedliche Werte von ¢ > 0.

cP(x)A
(z) —

c=10

c=100 c¢=100

a b .
Abbildung 3.6: Verlauf der Straffunktionen c¢P(x).

Fiir groflere Werte von ¢ ist zu erwarten, dass die Losung des unbeschréankten Optimie-
rungsproblems (3.77) zumindest in der Néhe des zuldssigen Bereiches X, zu liegen kommt
und fiir ¢ — oo wird die Losung von (3.77) gegen jene von (3.76) konvergieren. Dabei
wird so vorgegangen, dass fiir eine gegen Unendlich strebende Folge {¢;}, | = 1,2,...
mit ¢; > 0 und ¢;41 > ¢; das unbeschrankte Optimierungsproblem (3.77) gel6st wird und
man jeweils einen optimalen Punkt x;* erhélt. Fiir die Losung des Optimierungsproblems
(3.77) mittels numerischer Verfahren bietet es sich an, den Punkt xj als Startpunkt fiir
die Optimierungsaufgabe mit ¢; 11 zu verwenden. Bei der Methode der Straffunktionen
gelten folgende Hilfssétze.

Lemma 3.2 (Ungleichungen bei der Methode der Straffunktionen). Fircj11 > ¢ >0
und den zugehdrigen Losungen x; und X[, | des unbeschrinkten Optimierungsproblems
(3.77) gelten folgende Ungleichungen

Fx7) +aP(x) < f(xi41) + a1 P(x4q) (3.79)
P(x7) > P(x{1) (3.79b)
F(x7) < f(x74q) - (3.79¢)

Beweis. Aufgrund von ¢;41 > ¢; und der Definitionen von x; und x;, ; gilt unmittelbar

f(x1) FanP(xa) 2 f(x(4) FaP(xi) > f(x]) +aP(x)), (3.80)
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womit (3.79a) gezeigt ist. Aus

—f(xi41) —aP(xi) < —f(x)) — aP(x) (3.81a)
f(xier) +anP(xi) < f(x7) + anP(x) (3.81b)
folgt
(1 — ) P(xf}) < (a1 — ) P(x]) (3.82)
und daher (3.79b). Aus (3.80) erhélt man
f(xi) +a (P(xiy) = P(x7)) = f(x)), (3.83)
<0
woraus sich schliefllich (3.79¢c) ergibt. O

Lemma 3.3 (Methode der Straffunktionen). Wenn x* die Lisung des beschrinkten
Optimierungsproblems (3.76) ist, dann gilt fir jedes | der Folge {c;}

f&XT) 2 f(x)) +aP(x)) = f(x]) - (3.84)
Aufgabe 3.8. Beweisen Sie Lemma 3.3.

Satz 3.9 (Konvergenz der Methode der Straffunktionen). Angenommen, {x;} sei eine
Folge von Punkten, die durch die Losung des unbeschrinkten Optimierungsproblems
(3.77) fir eine gegen Unendlich strebende Folge {c;}, 1 = 1,2,... mit ¢; > 0 und
ci41 > ¢ erhalten wurde. Dann ist jeder Grenzwert der Folge {x]} eine Lisung des
beschrankten Optimierungsproblems (3.76).

3.2.3.2 Barrierefunktionen

Barrieremethoden sind auf das beschréankte Optimierungsproblem (3.76) dann anwendbar,
wenn der zuldssige Bereich X[ eine robuste Menge ist, d.h. jeder Punkt am Rand von
X, kann iiber das Innere der Menge erreicht werden, siehe Abbildung 3.7.

o

Robust Nicht robust Nicht robust
Abbildung 3.7: Robuste und nicht robuste Mengen.

Eine Barrierefunktion B(x) ist im Inneren von X, definiert und hat die Eigenschaften,
dass sie stetig ist, fir alle x € &, nichtnegativ und B (x) — oo wenn x sich dem Rand
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von X, néhert.
Angenommen, X, = {x € R" [ h;(x) <0, i =1,...,q} sei eine robuste Menge und im

Inneren ist h;(x) < 0,7 =1,...,q, dann kann als Barrierefunktion beispielsweise
1
B = _ 3.85
=2 i (3.85)

verwendet werden. Abbildung 3.8 zeigt den Verlauf der Barrierefunktionen %B(m) flr
hi(z) = x — b und ha(x) = a — x und unterschiedliche Werte des Parameters ¢ > 0.

a bz
Abbildung 3.8: Verlauf der Barrierefunktionen 2 B(z).

Eine alternative Moglichkeit, eine Barrierefunktion zu konstruieren, bietet beispielsweise
die Funktion

q
B(x) ==Y _log(—hi(x)) . (3.86)
=1

Die Vorgehensweise ist nun dhnlich zur Methode der Straffunktionen. Es wird wieder
fiir eine gegen Unendlich strebende Folge {¢;}, 1 =1,2,... mit ¢; > 0 und ¢;41 > ¢; das
unbeschréankte Optimierungsproblem

1
xrg/i\{r;r f(x)+ ZIB(X) (3.87)

gelost und mit x; der jeweilige optimale Punkt bezeichnet. Mit x € X, ist der Umstand
angedeutet, dass x auf Grund des Definitionsbereiches der Barrierefunktion stets im
Inneren des zulédssigen Bereiches liegen muss. Auch hier bietet es sich zur numerischen

Loésung an, x; als Startpunkt fiir die Optimierung mit ¢;11 > ¢; zu verwenden. Es gilt nun
folgender Satz.

Satz 3.10 (Konvergenz der Methode der Barrierefunktionen). Angenommen, {xj}
sei eine Folge von Punkten, die durch die Losung des (unbeschrinkten) Optimierungs-
problems (3.87) fir eine gegen Unendlich strebende Folge {c;}, 1 =1,2,... mit c; > 0
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und cj41 > ¢ erhalten wurde. Dann ist jeder Grenzwert der Folge {x]} eine Losung
des beschrankten Optimierungsproblems (3.76).

3.2.4 Sequentielle quadratische Programmierung (SQP)
3.2.4.1 Lokales SQP-Verfahren

Fiir die Motivation des SQP-Verfahrens betrachte man das beschrankte Optimierungspro-
blem

){IelIiEgl f(x) (3.88a)
uB.v. g(x)=0 (3.88b)

mit f € C? und p < n Gleichungsbeschriinkungen g1 (x), ..., g,(x) € C%. Nach Satz 3.5
lauten die notwendigen Optimalitdtsbedingungen (KKT-Bedingungen) erster Ordnung fiir
einen optimalen Punkt (x*, A*) mit der Lagrangefunktion L(x,\) = f(x) + ATg(x)

() bxeox] l(Vf)(X*) + <Vg><x*>x*1 Y 559
(&L) (5% 8(x")
wobei gilt (Vg)(x*) = {(Vgl)(x*) (Vgp)(x*)}. Eine Moglichkeit, das Gleichungs-

system (3.89) mit den n + p Gleichungen in den n + p Unbekannten (x*, A*) rekursiv
numerisch zu l6sen, ist das Newton Verfahren mit der Iterationsvorschrift

Xk+1| | Xk Px.k .

|)‘k+1] PV " Pk (3.90)
[L(ka)\k) (Ve)(xk) | | Pxk :_[(Vf)(xk)Jr(Vg)(Xk))\k] (3.90)
(Ve)" (xx) 0 Pk g(xx)

My

und L(xg, Ax) = (%L) (x, Ax) (vgl. auch das Newton Verfahren fiir unbeschrankte

Optimierungsprobleme geméfl Abschnitt 2.3.2.2). Die Matrix My, in (3.90b) hat vollen
Rang und kann damit invertiert werden, wenn sowohl die LICQ Bedingung erfiillt ist
(d.h. die Matrix (Vg)(xy) besitzt linear unabhéngige Spaltenvektoren) als auch fiir alle
d # 0 mit der Eigenschaft (Vg)'d = 0 gilt dTL(x;, A;)d > 0. Letztere Bedingung muss
nach Satz 3.7 fiir ein striktes lokales Minimum (x*, A*) erfiillt sein und gilt wegen der
getroffenen Differenzierbarkeitsannahmen auch fiir Punkte (xj, Ax) in einer hinreichend
kleinen Umgebung des Optimums. Wenn in einem Iterationsschritt px ; = 0 gilt, ist aus
(3.90b) ersichtlich, dass damit auch ein Punkt x* = x, A* = Ag41 gefunden wurde, der
die KKT-Bedingungen (3.89) des urspriinglichen Optimierungsproblems (3.88) erfiillt.
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Die Iterationsvorschrift (3.90) kann nun auch als sukzessives Losen eines quadratischen
Programms der Form

min  f(x) + (V)" ()i + 5pFLxk, Ay (391)
pkE]R 2
wB.v. (V) (xp)pr +g(xk) =0 (3.91Db)

aufgefasst werden. Die KKT-Bedingungen fiir (3.91) lauten

lum,m <Vg><xk>] :_l<vf><><k>] (3.92)
(Ve (xx) 0 8(xx)

p;,
A

mit den Lagrange-Multiplikatoren Ai. Durch Einsetzen von PAE = Akt1 — A in (3.90b)

erhalt man
luxk, M) (Ve)xe) - le)(ﬂ | (3.93)
(Ve) " (xx) 0 g(xx)

Ein Vergleich von (3.92) mit (3.93) bestétigt, dass statt der Losung des Gleichungssystems
(3.93) auch das Minimum des quadratischen Programms (3.91) berechnet werden kann.
Die eigentliche Iterationsvorschrift lautet Agq = 5\,: und px i = Py, bzw. X1 = X, + Pj.-
Mit ihr wird implizit durch sukzessive Losung der Optimierungsaufgabe (3.91) die Newton-
Iteration (3.90) durchgefiihrt. Wenn in einem Iterationsschritt pj = 0 gilt, ist aus (3.92)
ersichtlich, dass damit auch ein Punkt x* = x3, A* = 72 gefunden wurde, der die KKT-
Bedingungen (3.89) des urspriinglichen Optimierungsproblems (3.88) erfiillt. Da sukzessive
quadratische Programme gelost werden, bezeichnet man dieses Verfahren als sequentielle
quadratische Programmierung.

Die vorangegangenen Uberlegungen motivieren die Erweiterung der SQP-Methode auf
allgemeine nichtlineare Optimierungsprobleme der Form

Px.k
Ak+1

}?GlIin}l f(x) (3.94a)
uB.v. gx)=0 (3.94b)
h(x) <0 (3.94c¢)

mit f € C?, p < n Gleichungsbeschrinkungen g;(x),...,gp,(x) € C? und ¢ Unglei-
chungsbeschrinkungen hi(x), ..., hy(x) € C2. Die zugehérige Lagrangefunktion lautet
L(x,\, 1) = f(x) + ATg(x) + puTh(x). Das Optimierungsproblem (3.94) wird in jedem
Iterationsschritt durch das quadratische Programm

Jmin Fxr) + (V) (xk)pr + %PEL(Xk, ks Bk) Pk (3.95a)
wB.v. (V) (xp)pr+g(xk) =0 (3.95b)

(Vh)" (x4)ps, + h(xy) <0 (3.95¢)
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mit L(xg, Ak, px) = (8x2 )(xk, Ak, i) approximiert. Die KKT-Bedingungen fiir (3.95)
lauten (siehe Satz 3.5)

(V) (k) + Lk, A, p)Ps + (V8) (1) Af + (Vh) (xp) . = 0 (3.96a)
gL>0 (3.96b)

((Vh)T(xk)pk + h(xk))Tﬁ; =0 (3.96¢)

(Ve)" (xk)pj. + g(xx) = 0 (3.96d)

(Vh)T (x;)p} + h(xz) <0 (3.96¢)

mit den Lagrange-Multiplikatoren A; und fiz,. Die Iterationsvorschrift des SQP-Verfahrens
lautet analog zum gleichungsbeschrénkten Fall xj1 = X3 +pf, Apy1 = 5\;; und pp1 = fi.
Gilt in einem Iterationsschritt pj; = 0, kann man sich wieder leicht anhand von (3.96)
iiberzeugen, dass damit ein Punkt x* = x3, A* = 5\,’2, p* = pi gefunden wurde, der die
KKT-Bedingungen des urspriinglichen Optimierungsproblems (3.94) erfiillt.

Unter bestimmten Voraussetzungen kann eine quadratische Konvergenzordnung (verglei-
che Satz 2.9) des SQP-Verfahrens gegen (x*, A*, u*) gezeigt werden. Allerdings gilt diese
Aussage im Allgemeinen nur fiir Startwerte (xg, Ao, po), die in einer hinreichend kleinen
Umgebung um (x*, A*, u*) liegen. Man spricht deshalb auch vom lokalen SQP-Verfahren,
welches in Tabelle 3.2 formuliert ist.

Initialisierung: x Zulassiger Startpunkt)

(
Ao, o (Startwerte der Lagrange-Multiplikatoren)
k=0 (Startindex)
€ (Abbruchkriterium)

repeat
Schritt 1: Berechne f(xx), (Vf)(xk), L(xk, Ak, k), 8(xk), (Vg)(xk), h(xk),
(Vh)(xg).
Schritt 2: Berechne pj, A;, i) durch Lésen des Optimierungsproblems (3.95).
Schritt 3: Setze Xk11 < Xk + Pfy Akl < Af, Bi1 < ff, k< k+ 1.

until [[p; <

Tabelle 3.2: Lokaler SQP-Algorithmus.

Das quadratische Programm (3.95) kann beispielsweise iiber die Methode der aktiven
Beschriankungen (siehe Abschnitt 3.2.1) gelost werden. Zur Veranschaulichung betrachte
man das nachfolgende Beispiel.
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Beispiel 3.4. Gegeben ist das quadratische Optimierungsproblem

min, %p}fﬂpk +cTpy (3.97a)
wB.v. aipy—b = —Pr1+2pp2—2<0 Ungleichungsbeschr. Ul (3.97b)
ay p — by = Pkt 2pg2—6<0 Ungleichungsbeschr. U2 (3.97¢)
a;pr—b3 =pr1—2pk2 —2<0 Ungleichungsbeschr. U3 (3.97d)
ajpr—bs=—pp1 <0 Ungleichungsbeschr. U4 (3.97e)
a5TPk —bs = —pr2<0 Ungleichungsbeschr. U5 (3.97f)

2 0
mit H = [0 2] und ¢t = [—2 —5}. Als Startpunkt fiir die Methode der aktiven

Beschrankungen wahlt man den zuldssigen Punkt pxo = |2 0 T, an dem die Un-
gleichungsbeschrankungen U3 und Ub aktiv sind. Die Indexmenge Wy der aktiven
Ungleichungsbeschréankungen lautet damit Wy = {3,5}. Der néchste Iterationspunkt
Pk,j+1 wird in der Form py j11 = pg,; + s} angesetzt. Der optimale Schritt s} folgt
aus

.1
min  ~(pr; +s;) H(pr, +85) + ' (Prj +5) (3.98a)
SjGRQ 2

wB.v. ay(pr;+8j) — by =ays; =0, Yw € Wj. (3.98Db)

Die KKT-Bedingungen fiir (3.98) lauten mit der Matrix A;, deren Spalten durch
a,, w € Wj, gegeben sind, und den Lagrange-Multiplikatoren v;

Hs; + Ajv; = —Hpyj — ¢ (3.99a)
a,si =0, YweW,. (3.99b)

Fiir j = 0 erhélt man als Losung von (3.99)

2 0 1 0 2
0 2 -2 —1|[s; 5

S0l _ (3.100)
1 -2 0 0|y 0
0 -1 0 0 0

T T
die Groflen sj; =0 und v§ = |—2 —1| wund somit px1 = pro= |2 0| . Nun wird
0 0 ; ;

die Ungleichung U3 (Lagrange-Multiplikator mit negativstem Wert) inaktiv gesetzt
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(W7 ={5}) und (3.99) erneut mit

2 0 . -2
s
0 2 -1 [ 1] = |5 (3.101)
"
0 -1 0
T
zu s} = [—1 0} und v{ = —5 gelost. Damit kann der neue Iterationspunkt py o
ZU P2 = Pk + 8] berechnet werden, vorausgesetzt es werden keine inaktiven

Ungleichungsbeschrankungen verletzt. Um diesen Fall zu berticksichtigen, wird eine
Schrittweite §; > 0 in der Form py 41 = Pk + Bjs; verwendet. Die Wahl der
Schrittweite 3; erfolgt nun auf Basis folgender Uberlegungen. Wenn fiir alle inaktiven
(affinen) Ungleichungsbeschrénkungen gilt a?s}'f < 0, dann kann 3; > 0 beliebig
gewihlt werden ohne eine Ungleichung a (Pr.j + B587) < bi, i ¢ W zu verletzen.

_aTn,
Falls hingegen a;fs; > 0, dann ist die Schrittweite durch g; < blﬁ% begrenzt. Da

andererseits das Minimum fiir 3; = 1 erreicht wird, folgt die Wahl der Schrittweite zu

b, —al .
Bj=min{1, min - iPRi (3.102)
¢Wials;>0  a;s;

T
Im vorliegenden Fall gilt §; = mm{l,&,\Z/} = 1 und damit py2 = [1 O] .

Ul U4
Da die optimale Schrittweite 81 = 1 moglich ist, muss (3.99) nicht erneut gelost

werden. Es kann direkt die Ungleichung U5 (Lagrange-Multiplikator ist negativ)
inaktiv gesetzt (Wa = { }) und das unbeschrénkte Optimierungsproblem zu sj =

T
[O 2.5} gelost werden. Die maximale Schrittweite geméf (3.102) errechnet sich

T
zu By = mln{l,&.f@,\l/} = 0.6 und damit folgt py3 = [1 1.5} . Man erkennt

Ul U2
nun, dass die Ungleichung Ul aktiv ist (der Wert 2 = 0.6 wurde gerade durch

die Ungleichungsbeschrankung Ul bestimmt), weshalb die Indexmenge der aktiven
Beschriankungen zu W3 = {1} gesetzt wird. Aus (3.99) folgt mit

0 2 2 [Silz 2 (3.103)
3

T
die Losung s3 = {0.4 0.2} und v3 = 0.8. Die Schrittweite 33 folgt aus der Beziehung

(3.102) zu B3 = min{l,&./f_)/} = 1. Daher und auf Grund des positiven Lagrange-
U2

T
Multiplikators v3 = 0.8 stellt p;, = pr,3+ 3383 = {1.4 1.7} die optimale Losung von
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(3.97) dar. Der Vektor der Lagrange-Multiplikatoren fiir das quadratische Programm
T
(3.97) lautet i =[5 0 0 0 0] .

Fiir die Formulierung des quadratischen Programms (3.95) wird in jedem Iterations-
schritt die Hessematrix der Lagrangefunktion L(xg, Ak, i) benotigt. Dies birgt folgende
Probleme. Zum einen ist die exakte Hessematrix in vielen Anwendungen nicht bekannt.
Eine numerische Approximation mit finiten Differenzen ist sehr aufwindig und ungenau
und kommt daher meist auch nicht infrage. Zum anderen kann die Hessematrix indefi-
nit sein, was insbesondere dann auftritt, wenn das Verfahren nicht in einer hinreichend
kleinen Umgebung um (x*, \*, u*) gestartet wird. Eine indefinite Hessematrix erschwert
die Losung des quadratischen Programms erheblich. Aus diesen Griinden ersetzt man in
der Praxis die Hessematrix L(xg, Ak, ) durch eine geeignete positiv definite Approxi-
mation Hy. Fiir die Berechnung von Hj, in jedem Iterationsschritt kann in Analogie zur
Quasi-Newton-Methode die modifizierte BFGS Methode (siehe z. B. [1])

T T
qqu dekdk Hk
Hy1 = Hg + - (3.104a)
+ qfd;,  d'Hgdy

mit

dj, = Xp41 — Xg, (3.104b)
o \* o \*

Yk = (axL> (Xk+15 Ak ) — (8xL> (Xks Ak k) (3.104c)
1, wenn dlyy > 0.2d} Hydy

Ok = 0.8dTHd, . (3.104d)
dHd,—dly, O

qr = Opyr + (1 — 0)Hydy, (3.104e)

verwendet werden. Sie wird auch geddmpfte BFGS Methode genannt. Man beachte, dass
hier direkt die Hessematrix und nicht deren Inverse wie in Abschnitt 2.3.2.4 approximiert
wird. Unter Verwendung von (3.104) ist garantiert, dass Hj41 symmetrisch und positiv
definit bleibt, wenn Hj symmetrisch und positiv definit war. Damit kann der lokale SQP-
Algorithmus geméafl Tabelle 3.2 dahingehend modifiziert werden, dass ausgehend von einer
symmetrischen, positiv definiten Matrix Hy in Schritt 1 Hy, statt L(xy, Ak, px) berechnet
wird. Dabei verliert man allerdings die quadratische Konvergenzordnung des Verfahrens.
Unter Verwendung von (3.104) fiir die Berechnung von Hj1 kann aber noch superlineare
Konvergenz in einer hinreichend kleinen Umgebung um (x*, A*, u*) nachgewiesen werden.

3.2.4.2 Globalisierung des SQP-Verfahrens

Im Allgemeinen konvergiert der SQP-Algorithmus geméafl Tabelle 3.2 nur fiir Startwerte
(%0, Ao, o), die in einer hinreichend kleinen Umgebung um (x*, A*, u*) liegen. Um zu
erreichen, dass das SQP-Verfahren (idealerweise) fiir beliebige Startwerte konvergiert, fithrt
man eine Globalisierung des Verfahrens durch. In Analogie zur Newton-Methode wird
dies durch die Einfiihrung einer Schrittweite ay > 0 erzielt. In Schritt 3 des Algorithmus
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berechnet man xj; daher zu
Xp4+1 = Xp + P} (3.105)

Die Schrittweite «aj, folgt aus einem geeignet formulierten Liniensuchproblem. Die Kos-
tenfunktion dieses Liniensuchproblems muss eine Bewertung ermoglichen, ob xx11 ,,bes-
ser als xj, ist. Wahrend diese Bewertung im unbeschrinkten Fall direkt anhand der
Kostenfunktionswerte an den Punkten xj; und xj,1 moglich ist, trifft dies fiir ein be-
schranktes Optimierungsproblem im Allgemeinen nicht mehr zu. Insbesondere gilt beim
SQP-Verfahren im Allgemeinen nicht mehr strikt x; € X;,r. Damit kann xx; zwar den
Kostenfunktionswert verbessern aber moglicherweise zu einer stiarkeren Verletzung der
Beschrankungen fithren. Um fiir die Wahl von «j, einen guten Kompromiss zu finden,
verwendet man daher eine so genannte Bewertungsfunktion (Englisch: merit function).
FEine beliebte Wahl ist die l; - Bewertungsfunktion in der Form

lLi(x,n) = f(x)+ U(ZM(X) + > max{0, hi(X)}> (3.106)
i=1 i=1

mit 7 > 0. Damit folgt die optimale Schrittweite o aus dem Liniensuchproblem
aj, = argmin L (xx + apr,n). (3.107)

In der Praxis wird oy, so gewéhlt, dass mit [1(xj, + apj, 1) eine hinreichende Verbesserung
gegeniiber 14 (xy,n) erreicht wird. Dies kann beispielsweise mit einem der Verfahren zur
Schrittweitenwahl aus Abschnitt 2.3.1 erfolgen.

In seltenen Fillen besitzt die [;-Bewertungsfunktion geméf (3.106) die gute Eigenschaft,
dass ein lokales Minimum x* von (3.94) auch ein lokales Minimum von [y (x,7) ist. Man
spricht dann auch von einer exakten Bewertungsfunktion. Ublicherweise ist eine Anpassung
von 7 in jedem Iterationsschritt des SQP-Verfahrens erforderlich (vgl. [5]).

3.3 Beispiel: Rosenbrock’s ,,Bananenfunktion*

Es wird das beschriankte Optimierungsproblem (vgl. (2.111))

min f(x) = 100(xy — 2%)* + (z1 — 1)* (3.108a)
xE
wB.v. 22+ 23> 0.5 (3.108b)

betrachtet. Die Kostenfunktion (,,Bananenfunktion“) ist gemeinsam mit dem Rand des
zuldssigen Bereiches X, in Abbildung 3.9 dargestellt.

Zur Losung von beschrinkten Optimierungsproblemen bietet sich in MATLAB der
Befehl fmincon an. In diesem Befehl sind die folgenden vier Algorithmen implementiert:

1. interior-point: Verwendet logarithmische Barrierefunktionen.

2. active-set: Verwendet die sequentielle quadratische Programmierung mit unter-
lagerter Losung des quadratischen Programms nach der Methode der aktiven Be-
schrénkungen.
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f(x)

12004\
10004\

Abbildung 3.9: Profil der Rosenbrock Bananenfunktion und Rand des zuléssigen Bereiches.

3. sqp: Ahnlich active-set, unterscheidet sich aber in den unterlagerten Programm-
routinen sowie den Eigenschaften der Iteration zum Minimum.

4. trust region reflective: Methode der Vertrauensbereiche, erweitert auf Opti-
mierungsprobleme mit entweder Beschrankungen der Form Ax = b oder Beschréin-
kungen der Form 1 < x < u, wobei 1 bzw. u untere bzw. obere Schranken von x
bezeichnen.

Die Losung des Optimierungsproblems (3.108) ist damit nur mit den Methoden
active-set, interior-point und sqp moglich, weil trust region reflective keine
nichtlinearen Ungleichungsbeschrankungen verarbeiten kann. Die Ergebnisse der drei ange-
sprochenen Algorithmen sind in Abbildung 3.10 dargestellt. Die Algorithmen active-set
und sqp finden das globale Minimum, interior-point konvergiert zu einem anderen
lokalen Minimum. Die gewéhlten Einstellungen der einzelnen Algorithmen sind in der
MATLAB-Implementierung in Code-Auflistung 3.1 ersichtlich.

Listing 3.1: MATLAB-Code fiir die beschriankte Optimierung der Rosenbrock’schen
Bananenfunktion.

function [Xopt,fopt,exitflag,output] = rosenbrock_problem_constrained(Xinit,testCase)
%
% Xinit: Startpunkt

% testCase: 1 - Active-Set

% 2 - SQP

% 3 - Interior Point

old = [Xinit; rosenbrock(Xinit)];
opt optimoptions('fmincon', 'Display','iter','PlotFcns',@plot_iterates); % Optionen fiir die Ausgabe

switch testCase

case 1, % Active-Set mit SQP
opt = optimoptions(opt,'Algorithm','active-set','GradObj','on', 'MaxFunEvals',1000, 'TolFun',le-12);
[Xopt,fopt,exitflag,output] = fmincon(@rosenbrock,Xinit, [],[],[],[],[],[],@nonlconstrl,opt);

case 2, % SQp
opt = optimoptions(opt,'Algorithm','sqp','GradObj', 'on', 'MaxFunEvals',2000, 'TolX',1e-18);
[Xopt,fopt,exitflag,output] = fmincon(@rosenbrock,Xinit,[1,[],[1,[],[],[],Cnonlconstrl,opt);

case 3, % Interior-Point
opt = optimoptions(opt,'Algorithm', 'interior-point','Grad0Obj','on', 'TolFun',le-12);
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active-set sQqp

fx) A f(x) | |

1400
12004
1000

800

Abbildung 3.10: Rosenbrock Bananenfunktion: Vergleich der numerischen Verfahren aus

fmincon.

[Xopt,fopt,exitflag,output] = fmincon(@rosenbrock,Xinit,[1,[],[1,[],[],[],Gnonlconstrl,opt);
end

function [c,ceq] = nonlconstri(x) % Nichtlineare Beschrankungsfunktion
c=0.5"2 - (x(1))"2 - (x(2))72; ceq = [1;

function stop = plot_iterates(x,info,state)

global old

f = rosenbrock(x);

switch state % Grafische Ausgabe:
case 'init', % Initialisierung

plot_surface(x,f);

plot_constraints;

case 'iter', % Iterationen
plot3([old(1),x(1)], [01d(2),x(2)], [01d(3),f], 'b-0', 'LineWidth',1);
case 'done',

plot3(x(1),x(2),f,'go', 'LineWidth',5);

end
stop = false; % kein Abbruchkriterium
old = [x;f];
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function plot_constraints % Zeichnen der eingestellten Beschrénkung

[X1,X2] = meshgrid(-1.5:0.15:1.5);

x1_values = [-1.5:0.15:1.5]; x2_values = [-1.5:0.15:1.5]; r = 0.5;
x1_plot_values = [-r:0.01:r]; x2_plot_valuesl = sqrt(r~2-(x1_plot_values). 2);
x2_plot_values2 = -sqrt(r~2-(x1_plot_values)."2);

z_valuesl = 100*(x2_plot_valuesl-x1_plot_values.”2).72 + (x1_plot_values-1).72;
z_values2 = 100*(x2_plot_values2-x1_plot_values."2).72 + (x1_plot_values-1).72;
line(x1_plot_values,x2_plot_valuesl,z_valuesl, 'LineWidth',2,'color','r"');
line(x1_plot_values,x2_plot_values2,z_values2, 'LineWidth',2,'color','r');

function plot_surface(x,f) % Zeichnen der Rosenbrock-Funktion mit Startpunkt und optimalem Punkt
[X1,X2] = meshgrid(-1.5:0.15:1.5); % 3D-Profil von

F = 100%(X2-X1.72).72 + (X1-1).72; % Rosenbrock-Funktion

h = surf(X1,X2,F, 'EdgeColor',0.6%[1,1,1], 'FaceColor', 'none');

hold on; axis tight;

plot3(x(1),x(2),f, 'ko', 'LineWidth',5); % Startpunkt

plot3(1,1,0,'ro', 'LineWidth',5); % optimale Losung

xlabel('x_1'); ylabel('x_2'); zlabel('f')

set(gcf, 'ToolBar', 'figure'); % Aktivieren der Meniileiste (Zoom, etc.)

set(gca, 'Xdir', 'reverse', 'Ydir', 'reverse');

function [f, grad, H] = rosenbrock(x)
grad = {}; H = {};

f = 100*%(x(2)-x(1)"2)"2 + (x(1)-1)"2; % Rosenbrock-Funktion

if nargout>1, % falls Gradient angefordert wird
grad = [ -400%(x(2)-x(1)"2)*x(1)+2*(x(1)-1); 200*(x(2)-x(1)"2) 1;

end

if nargout>2, % falls Hessematrix angefordert wird
H = [ -400%(x(2)-3*x(1)72)+2, -400*x(1); -400*x(1), 200 1;

end

3.4 Software-Ubersicht

Im Folgenden ist eine Auswahl an Software zur Lésung von statischen Optimierungspro-
blemen zusammengestellt.

Lineare Optimierung

o linprog: MATLAB Optimization Toolbox (kostenpflichtig)

o CPLEX (kostenpflichtig)
http://www.ilog.com/products/cplex

o GLPK: ,GNU Linear Programming Kit“ (frei zugénglich)
http://www.gnu.org/software/glpk

o Ip_solve: Mixed-Integer Lineare Optimierung (frei zugénglich)
http://lpsolve.sourceforge.net

Quadratische Optimierung

o quadprog: MATLAB Optimization Toolbox (kostenpflichtig)

o CPLEX (kostenpflichtig)
http://www.ilog.com/products/cplex

Vorlesung und Ubung Optimierung (WS 2016/2017)
© Steinbéck, Kugi, Institut fiir Automatisierungs- und Regelungstechnik, TU Wien




3.4 Software-Ubersicht Seite 92

OOQP (frei zugénglich)
http://pages.cs.wisc.edu/~swright/ooqp
gpOASES (frei zugénglich)
https://projects.coin-or.org/qpOASES
CVX (frei zugénglich)
http://cvxr.com/cvx/

LOQO (kostenpflichtig)
http://www.princeton.edu/~rvdb

Nichtlineare Optimierung

fmincon: MATLAB Optimization Toolbox (kostenpflichtig)

LOQO (kostenpflichtig)
http://www.princeton.edu/~rvdb

MINOS (kostenpflichtig)
http://wuw.sbsi-sol-optimize.com/asp/sol_product_minos.htm

SNOPT (kostenpflichtig, aber Studentenversion frei zugénglich)
http://wuw.sbsi-sol-optimize.com/asp/sol_product_snopt.htm
DONLP2 (frei zugénglich)
ftp://ftp.mathematik.tu-darmstadt.de/pub/department/software/opti
IPOPT (frei zugénglich)

https://projects.coin-or.org/Ipopt

NLOPT (frei zugénglich)
http://ab-initio.mit.edu/wiki/index.php/NLopt

YALMIP (frei zugénglich)

https://yalmip.github.io/

Modellierungssprachen

Viele der oben angegebenen Optimierer unterstiitzen eine Anbindung an MATLAB (z. B.
Ip_solve, SNOPT, DONLP2, IPOPT) oder an eine der Modellierungssprachen AMPL (z. B.
LOQO, GLPK, IPOPT) oder GAMS (z.B. MINOS). Diese Sprachen bieten eine symbolori-

entierte Syntax zum Formulieren von Optimierungsproblemen:

AMPL: “A Mathematical Programming Language”
http://www.ampl.com

GAMS: “General Algebraic Modeling System”
http://www.gams.com

OPL: “Optimization Programming Language”
https://www-01.ibm.com/software/commerce/optimization/modeling/
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4 Dynamische Optimierung

4.1 Grundlagen der Variationsrechnung

4.1.1 Problemformulierung

Im Gegensatz zu den bisher betrachteten statischen Optimierungsproblemen, bei denen
die Optimierungsvariablen x in einem finit-dimensionalen Fuklidischen Vektorraum R™ de-
finiert sind, wird bei dynamischen Optimierungsaufgaben nach dem Minimum (Maximum)
eines Kostenfunktionals J : X — R beziiglich einer (reellen vektorwertigen) Funktion
x(t) aus einem geeigneten Funktionenraum X gesucht. In vielen Féllen entspricht die
unabhingige Variable t der Zeit. Die totale Ableitung nach ¢ wird mit () = d(- )/dt
abgekiirzt. Typischerweise hat das Kostenfunktional die Form (Lagrange Problem der
Variationsrechnung)

T(x) = / U x(0), x(1)) dt (4.1)

to

oder (Bolza Problem der Variationsrechnung)

t1
T) = pltoxlto),t1,x(0) + [ 1t x(0),x(0) (42)
0
T
Dabei wird x(t) = [ml(t) mn(t)} : [to, t1] — R™ haufig als Trajektorie bezeichnet.

Die reellwertige Funktion I(¢,x(t),%(¢)) : R x R" x R™ — R nennt man Lagrangesche
Dichte und ¢(tg,x(to),t1,%(t1)) : R x R™ x R x R" — R beschreibt die Rand- oder
Endkostenfunktion (Englisch: boundary costs oder terminal costs). Die Lagrangesche Dichte
[ sollte nicht mit der in Abschnitt 3.1.1 eingefiihrten Lagrangefunktion L verwechselt
werden.

Man nennt eine Trajektorie x(t) zuldssig, wenn im Intervall [to,t1] sdmtliche Beschrén-
kungen eingehalten werden. Die Menge aller zuléssigen Trajektorien wird im Weiteren mit
X,[ bezeichnet. Die einfachste Form solcher Beschrankungen ist, dass beide Endpunkte fi-
xiert sind, d. h. x(tg) = xo und x(#1) = x1 bzw. X,; = {x(t) € X |x(to) = x0, x(t1) = x1}.
Eine weitere Moglichkeit besteht darin, dass die Trajektorie zwar an einem festen Punkt
(to,x0) startet aber zu einem freien Zeitpunkt ¢, € [Tp,T] auf einer vorgegebenen Kur-
ve I' definiert durch x = g(t) mit t9 < t < T zu liegen kommen muss. In diesem
Fall ist die freie Endzeit t; eine zu optimierende Grofle und die zuldssige Menge lautet
X, = {x(t) € X[x(to) = %0, x(t1) = g(t1)}. Andere mogliche Beschrinkungen sind
so genannte Pfadbeschrinkungen (Englisch: path constraints) oder Beschrinkungen der
Lagrangeschen Form

Dt x(),%(1) =0 bzw. ®(t,x(t),%(t) <0, telC [t t] (4.3)
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und isoperimetrische Beschrinkungen der Form
t1
P(t,x(t),%x(t))dt = C . (4.4)
to

Die bei der Variationsrechnung typischerweise betrachteten Funktionenraume sind die
im Intervall [to,t1] stetig differenzierbaren Funktionen (Cl[to,t1])"
stetig differenzierbaren Funktionen, im Weiteren als (C‘l[to,tl])" bezeichnet. Elemente
des Funktionenraumes (C’l[to,tl])” werden dabei im Folgenden auch als global stetig
angenommen. Die Definition des globalen Minimums x* eines Kostenfunktionals J(x) lasst
sich ohne Angabe einer Norm direkt in der Form

und die stickweise

J(x*) < J(x), Vx€ Xy (4.5)

angeben. Die Beschreibung des lokalen Verhaltens in der Umgebung des Minimums x*
hingegen verlangt die Definition einer Norm. Eine zuléssige Losung x* ist ein lokales
Minimum in X, beziiglich der Norm ||-[|, wenn gilt

3y > 0 so, dass gilt J(x*) < J(x), Vx € X, N By(x") (4.6)

mit B, (x*) = {x € X'|||x —x*|| <~}. Da in infinit-dimensionalen Vektorraumen Normen
grundsatzlich nicht dquivalent sind, kann x* zwar beziiglich einer Norm ein lokales
Minimum sein, aber beziiglich einer anderen Norm nicht. Im Funktionenraum (C*[tg, #1])"
werden hiufig die Normen

x(Oll = max x(O) wnd [x()] = max [x(O)]+ max [xO]  (@7)

verwendet, wobei ||x(t)|| eine Norm im finit-dimensionalen Vektorraum R™ beschreibt.

4.1.2 Optimalitatsbedingungen

Zur Herleitung notwendiger Optimalitdtsbedingungen benétigt man den Begriff der Va-
riation eines Funktionals.

Definition 4.1 (Variation eines Funktionals, Gateaux Ableitung). Die erste Variation
des Funktionals J(x) am Punkt x € X in Richtung & € X, auch als Gateauz Ableitung
von J(x) beziiglich £ am Punkt x bezeichnet, ist in der Form

67(xs8) i= g X1 ZT0I ) (4.8)
.

definiert. Falls 0.J(x;&) fiir alle £ € X definiert ist, dann nennt man J(x) Gateaux
differenzierbar am Punkt x.

Fiir die Existenz der Gateaux Ableitung muss nicht nur das Funktional J(x) definiert sein,
sondern auch die Ableitung von J(x+n€) beziiglich n an der Stelle n = 0 existieren.
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Beispiel 4.1. Die Gateaux Ableitung des Funktionals J(z) = ttol 22(t)dt, x € Cl[to, t1]

lautet

b 24 — [t 42
5.J(2:6) = lim 1o (@(t) +n(t))° dt — [it x*(t) dt

=0 . o . (4.9)
~ lim < 2e(t)e) dt+n [ €2(1) dt> —o [ ae) at
n—0 to to to

fiir alle ¢ € C'[to, 1], weshalb J(x) an jedem Punkt z € C'[to,t;] Gateaux differen-
zierbar ist.

Beispiel 4.2. Man betrachte das Funktional J(z) = [j |z(t)| dt, z € C1[0, 1], welches
fir jedes * € C1[0,1] im endlichen Intervall [0,1] einen finiten Wert liefert. Fiir
zo(t) = 0 und &(t) = t lautet die Gateaux Ableitung (4.8)

) 1 1 1
5.7 (z0360) :%%77(/0 ]a;0+n§0\dt—/0 |x0\dt> - (4.10a)
1 1 0
~ lim sgn(n)/ Har=42 " (4.10b)
n—0 0 -5, n——0.

Dabei erkennt man, dass in Richtung £ = ¢ an der Stelle xg = 0 die Gateaux
Ableitung nicht existiert.

Die Gateaux Ableitung ist eine lineare Operation, weshalb gilt

6(J1 + J2)(x;6) = 6J1(x;6) + 0J2(x; &) (4.11)
und fiir jedes reelle « gilt die Beziehung
d0J(x;08) = adJ(x;€E) . (4.12)

Basierend auf der Gateaux Ableitung ldsst sich nun der Begriff der zuldssigen Richtung
eines Funktionals definieren.

Definition 4.2 (Zulédssige Richtung). J : &, — R sei ein Funktional welches in
einer Teilmenge X, eines normierten linearen Vektorraums (&X', ||-||) definiert ist. An
einem (zuléissigen) Punkt x im Inneren von &, bezeichnet man &£ € X’ mit £ # 0 als
zuldssige Richtung, wenn

(a) 0J(x;&) existiert und

(b) ein (hinreichend kleines) ¢ > 0 existiert, so dass x +n§ € X, fiir alle n € (—¢,¢)
gilt.

Die Bedingung (b) verlangt natiirlich, dass x im Inneren von X, liegt. Eine zuléssige
Richtung & am Punkt x fiir die gilt §.J(x; &) < 0 wird Abstiegsrichtung des Funktionals
J am Punkt x bezeichnet. Dies stellt eine Generalisierung der Abstiegsrichtung d der
Kostenfunktion f(x) im finit-dimensionalen Fall mit d*(V f)(X) < 0 am Punkt x gemif
Satz 2.1 dar. Es gilt nun folgendes Lemma.
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Lemma 4.1 (Ausschluss eines Minimums). Wenn J ein Funktional in einem nor-
mierten linearen Vektorraum (X, |-||) beschreibt und an einem Punkt X € X, eine

zuldssige Richtung € € X so existiert, dass gilt 6J(X;&) < 0, dann kann X kein lokales
Minimum sein.

Beweisskizze: Geméaf Definition 4.1 gilt

J(X +n€) — J(X)

0J(x;€) = %13%) " <0 (4.13)
und es existiert ein v > 0 so, dass
J(X+n€) < J(X), Vne(0,y). (4.14)

Da nun £ eine zuldssige Richtung geméaf Definition 4.2 ist, kann das Funktional J
am Punkt X in Richtung n€ mit beliebigem 7 € (0, ) weiter verkleinert werden. Da
unabhéngig von der verwendeten Norm ||X 4+ n§ — x| = ||n&]| — 0 fir n — 0 gilt,
findet man stets einen hinreichend kleinen Wert n € (0,7), so dass X + n€ im Sinne
der Norm ||-]| in der Umgebung von X liegt. Folglich kann X kein lokales Minimum
sein. U

Die notwendigen Bedingungen erster Ordnung fiir ein lokales Minimum eines Funktionals

lassen sich nun wie folgt formulieren [1].

Satz 4.1 (Notwendige Bedingungen erster Ordnung). Angenommen x* € X, ist
ein (lokales) Minimum des Funktionals J, welches in einer Teilmenge X, eines
normierten linearen Vektorraums (X, |-||) definiert ist. Dann gilt

§J(x*€) =0 (4.15)

fir alle zuldssigen Richtungen & gemdfl Definition 4.2 an der Stelle x*.

Im néchsten Schritt betrachte man das Lagrange Problem der Variationsrechnung geméf
(4.1) mit festem Anfangs- und Endpunkt.

Satz 4.2 (Euler-Lagrange Gleichungen). Gegeben sei das Funktional

Jx) = [ 1t x(t), %(t) dt (4.16)

to
mit der zulissigen Menge X,r = {X(t) € (Cto, t1])" | x(t0) = %0, x(t1) = xl} und

der stetig differenzierbaren Lagrangeschen Dichtel : RxR" xR™ — R. Wenn x*(t) ein

(lokales) Minimum von J(x) auf X, bezeichnet, dann erfiillt x*(t) die Euler-Lagrange
Gleichungen

(is (aii l) (t, %" (), %* (1)) — ( 81 l) (¢, %7 (), x"(t)) = 0 (4.17)
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fir alle t € [to,t1] und i =1,...,n.

Beweis. Da x* ein Minimum ist, muss wegen Satz 4.1 gelten

§J(x*:€) = £7J(x* +né) o /tzl(;l(t,x*(t) +n€(t), X" (t) + ng’(t)) dt .
- [ (G ex oo (ga)exo.xmga=o.
| (4.18)

Wegen der stetigen Differenzierbarkeit der Lagrangeschen Dichte [ und da
¢ € (Clto,t1])" ist der Integrand von (4.18) im Intervall [to,#;] stetig und daher
ist das Funktional J(x) an allen Punkten x € (Cl[to,#1])" Gateaux differenzierbar.
Eine nach Defintion 4.2 zulédssige Richtung € muss die Bedingungen &(tp) = 0 und
&(t1) = 0 erfiillen. Fiihrt man fir den zweiten Summanden in der zweiten Zeile von
(4.18) eine partielle Integration durch, so erhélt man

(e (e [[(2)-S(&)en (2] -0

—_———

(4.19)

T
Wahlt man nun fiir ein festes ¢ = 1,...,n die Richtung & = [51 fn] €
(Cto, t1])" so, dass gilt & = 0 fiir Vj mit j # i und & (to) = &(t1) = 0, dann ergibt

sich . ) o
/to [(8l‘il) - cﬁ(@:&il)}& dt=0. (4.20)

Geméf dem nachfolgend angefithrten Fundamentallemma der Variationsrechnung
folgt aus (4.20) unmittelbar das Ergebnis (4.17). O

Lemma 4.2 (Fundamentallemma der Variationsrechnung). Angenommen g(t) ist
eine stickweise stetige Funktion auf dem Intervall [to,t1] und es gilt

t1
JNGOE (4.21)
to

fir alle stickweise stetigen Funktionen &;(t) im Intervall [to, t1], dann folgt fast iberall
(abgesehen von einer abzihlbaren Menge von Punkten) g(t) =0, t € [to, t1].

Eine Funktion x(¢), die die Euler-Lagrange Gleichungen (4.17) erfiillt, wird auch als
stationdre Funktion der Lagrangeschen Dichte | bezeichnet. In manchen Literaturstellen
werden diese Funktionen auch als extremale Funktionen oder nur Ezxtremale bezeichnet,
obwohl es sein kann, dass sie weder ein Minimum noch ein Maximum des Kostenfunktionals
beschreiben.

Mit Satz 4.2 ist es also gelungen, die Minimierung des Funktionals (4.1) in ein Zweipunkt-
randwertproblem mit den Fuler-Lagrange Gleichungen umzuformulieren. Das erhaltene
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Randwertproblem kann meist mit gdngigen numerischen Methoden [2—4], wie z. B. Ein-
fach-Schief3verfahren, Mehrfach-Schieverfahren und Kollokationsverfahren, gelost werden.
Die Losung der Euler-Lagrange Gleichungen (4.17) kann fiir Spezialfille auch mit Hilfe so
genannter erster Integrale formuliert werden:

(a) Die Lagrangesche Dichte hidngt nicht von der unabhéngigen Variablen ¢ ab, d.h.
[ =1(x,%). Mit der Hamiltonfunktion

H= @zl)"‘ (%, %) (4.22)

folgt aus den Euler-Lagrange Gleichungen (4.17), dass
d d/ o). 0 \.. 0 .\. 0 \..

(340 - (B0

D.h. die Hamiltonfunktion H ist entlang von stationdren Funktionen konstant und
bildet damit eine Invariante des Systems.

(4.23)

(b) Die Lagrangesche Dichte hiangt nicht von x ab, d.h. [ = [(¢,%). Dann folgt aus den

Euler-Lagrange Gleichungen (4.17), dass a%il, i =1,...,n Invarianten des Systems
sind, denn es gilt
d/ o
— [)=0. 4.24
dt (850,- ) (4.24)

Aufgabe 4.1. Nehmen Sie an, dass [(x,x) die Lagrangefunktion eines Starrkorpersys-
tems ist (siehe Skriptum Fachvertiefung: Automatisierungs- und Regelungstechnik
oder Regelungssysteme 2) und x bzw. x die generalisierten Lagekoordinaten und
deren Geschwindigkeiten bezeichnen. Geben Sie eine physikalische Interpretation der
Hamiltonfunktion H von (4.22) und der darin auftretenden Groéfien a%il, 1=1,...,n
an.

Bemerkung 4.1. Konservative Starrkérpersysteme erfiillen die Euler-Lagrange
Gleichungen (4.17). Dies gilt im Allgemeinen nicht fiir nicht-konservative Starr-
korpersysteme. Fiir sie lauten die Euler-Lagrange Gleichungen

d/ o 0
GG - (5t) = (4.25)

fir alle t € [tg,t1] und ¢ = 1,...,n mit den externen generalisierten Kréften 7;
(siehe Skriptum Fachvertiefung: Automatisierungs- und Regelungstechnik oder
Regelungssysteme 2).

Vorlesung und Ubung Optimierung (WS 2016/2017)
© Steinbéck, Kugi, Institut fiir Automatisierungs- und Regelungstechnik, TU Wien



4.1 Grundlagen der Variationsrechnung Seite 100

Beispiel 4.3 (Elastischer Zugstab belastet durch Eigengewicht). Ein gerader, linear

elastischer Stab habe die Zugsteifigkeit k£ und im unbelasteten Zustand die Masse pro

Léngeneinheit m und die Lange x1. Der Stab wird am Punkt x = ¢ = 0 senkrecht

befestigt und durch sein Eigengewicht (Erdbeschleunigung ¢) belastet. Es soll das

Verschiebungsfeld y(z) zufolge der Eigengewichtsbelastung berechnet werden. Die

Léngskoordinate x sei materialfest, d. h. sie wird im unbelasteten Zustand gemessen.
Unbelasteter Stab Belasteter Stab

7/ 7/

To =0+

&
-

Tl T

zY y(r1)
Y

Abbildung 4.1: Elastischer Zugstab belastet durch Eigengewicht.

Zur Losung dieser Aufgabe kann das Hamiltonsche Prinzip der Mechanik [5, 6]
verwendet werden. Angewandt auf den Sonderfall der hier rein statischen Beanspru-
chung besagt es, dass die potentielle Energie des Stabes im statischen Gleichgewicht
extremal sein muss [7]. Fiir ein stabiles statisches Gleichgewicht muss sie minimal
sein.

Die bis auf einen konstanten Term definierte potentielle Energie

1 /x 2
1w = [ ) da (4.26)

des Stabes setzt sich aus der Dehnungsenergie mit der Langsdehnung 3/(z) und der
potentiellen Héhenenergie zusammen. Am Befestigungspunkt x = zo = 0 des Stabes
darf keine Verschiebung auftreten und es gilt

y(0)=0. (4.27a)

Da am freien Ende x = x; des Stabes die Zugkraft 0 betrdgt, muss dort auch die

Dehnung verschwinden, d. h.
y'(z1) =0. (4.27b)

Die Minimierung des Funktionals (4.26) unter Beriicksichtigung der Randbedingun-
gen (4.27) kann mit Hilfe der Variationsrechnung erfolgen. Da in der Lagrangeschen
Dichte I(y,y') = k(y')?/2 — mgy die unabhingige Variable z nicht explizit auftritt,
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muss geméaf (4.23) die Hamiltonfunktion eine Invariante des Systems sein, d. h.

AV
H = (aay,l> .y = 1y,) = k(g) +ingy = c1 = konst.  (4.28)

Die Integration dieser Differentialgleichung liefert

_ y(z)
SRV ALY B (4.29)
mg y(0)

Die Werte ¢; und y(0) folgen schliefllich aus den Randbedingungen (4.27) und fiir die
Losung ergibt sich
= 2
y(x) = % <x1x - x2> . (4.30)
Alternativ kann diese Aufgabe natiirlich auch direkt mit Satz 4.2 gelost werden.
Aus der Euler-Lagrange Gleichung (4.17) folgt

g (0 0
— | == "= =y, y)=ky"+mg=0. 4.31
8x(8y,>(y,y) 3y (v, 9') = ky" + mg (4.31)
Die Integration dieser Differentialgleichung liefert bei Beriicksichtigung der Randbe-
dingungen (4.27) ebenfalls die Losung (4.30).

Analog zum finit-dimensionalen Fall, siehe Satz 2.2, kobnnen auch fiir die Minimierung
von Funktionalen notwendige Bedingungen zweiter Ordnung formuliert werden.

Satz 4.3 (Notwendige Bedingungen zweiter Ordnung - Legendre Bedingung). Ange-
nommen X* € X, ist ein lokales Minimum des Funktionals

t1
J(x) = / (¢, x(t), () dt (4.32)
to
mit der zulissigen Menge X,; = {x(t) € (C'[to,t1])" | x(to) = x0,x(t1) = x1} und
der zweifach stetig differenzierbaren Lagrangeschen Dichte [ : R x R™ x R™ — R,
dann erfillt x* die Euler-Lagrange Gleichungen (4.17) und die so genannte Legendre
Bedingung
%l

dTf <8X2> (t,x*(t),x*(t)d >0  VYdeR",te [ty t] . (4.33)

Satz 4.4 (Hinreichende Bedingungen zweiter Ordnung - Konvexitidtsbedingung).
Gegeben sei das Funktional
t1

Jx) = [ i(t,x(t),%(t))dt (4.34)

to
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mit der zulissigen Menge X, = {x(t) € (C [to, t1])" | x(to) = x0, x(t1) = x1} und der
zweifach stetig differenzierbaren Lagrangeschen Dichte [ : R x R™ x R™ — R. Erfiillt
eine Funktion x* € X, die Euler-Lagrange Gleichungen (4.17) und die sogenannte
Konvexitatsbedingung

o ((iié)(ux*@ (1) (o) (" (0),5°(1)

2 7 > d_O vd R2n, : ’
L) (x50 0) (20, x0) | €R™, t € [to, 1]

(4.35)
d.h. U(t,x(t),%(t)) ist lokal konvez in x(t) und %(t), dann ist x*(t) ein lokales Mini-
mum des Funktionals J. Ist I(t,x(t),%(t)) sogar strikt lokal konvez in x(t) und x(t)
(Gleichung (4.35) ist dann nur fir d = 0 mit Gleichheit erfillt), dann ist x*(t) ein
striktes lokales Minimum.

Der Beweis zu Satz 4.4 findet sich z. B. in [, 8].

Satz 4.2 behandelt das Lagrange Problem der Variationsrechnung (4.1). Im néchsten
Schritt soll das Bolza Problem der Variationsrechnung (4.2) mit freier Endzeit ndher
untersucht werden.

Satz 4.5 (Euler-Lagrange Gleichungen fur freie Endzeit). Gegeben sei das Funktional

(%) = ot x(0) + [ 1, x(1), %(1)) dt (4.36)

to

mit der zuldssigen Menge X,r = {(tl,x(t)) € (to, T) x (Cto, T])" | x(t0) = xo}, der
hinreichend grofien Zeit T > t1, der stetig differenzierbaren Lagrangeschen Dichte [ :
RxR®"xR"™ — R und der stetig differenzierbaren Endkostenfunktion ¢ : R x R™ — R.
Wenn (t1,x*(t)) ein (lokales) Minimum von J(x) auf X, bezeichnet, dann erfiillt
x*(t) die Euler-Lagrange Gleichungen (4.17) im Intervall [to,t]] und es gelten die
Anfangsbedingung x*(tg) = x¢ sowie die Transversalitiatsbedingungen

o, 8 .
|:a:xl + ax_.@] t:t; - =0 (437&)
o N, . 0 -

-G = (4:370)

Beweis. Wenn man die Endzeit ¢] fixiert, dann folgt aus Satz 4.2 unmittelbar, dass
die optimale Losung x*(t) im Intervall [to,¢]] die Euler-Lagrange Gleichungen (4.17)
erfiilllt. Um die optimale Endzeit ¢] zu berechnen, nimmt man an, dass x(¢) in einem
hinreichend grofien Intervall [to,T], T > t} definiert ist und betrachtet den linearen
Funktionenraum R x (C[t, T])". Die Gateaux Ableitung geméf Definition 4.1 wird
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dann in der Form

§J(t1,x;7,€) == lim J(t + 07, x +1§) — J(t1,%)
n— |

(4.38)

d
= —J t1+777_>x+77€
2] )

erweitert und die notwendige Bedingung fiir ein Minimum (4.15) von Satz 4.1 ausge-
wertet. Wendet man nun (4.38) fiir beliebiges n auf (4.36) an, so erhélt man

d * *
d*nj(tl + 07, x* +né) =
ty+nT

d
=—o(t] + 7, x*(t] +n7) + n€(t] +n7)) + —
dn(p(l n (t1 +n7) +n&(t1 +n7)) anJ,

l(t, x* + ng, %" + né) dt
(8 2ol faontel ot
ot ox \(Zt/ \(Zt/ ox t=t2 T, x=x*+nE
* é

+ /t:ﬁm;l(t, X"+, %+ ) de 11X+ 0g X+ ”E)Lﬂ;w

K; > +8E <x+n£)7+<ﬁ4
* T{l<t’x* g, X+ né)]t=tI+WT * Ki{l) <t’x* X né)E to

R
(4.39)

t=tT+nT, x=X*+nf
ty+nT

Wertet man (4.39) fiir n = 0 aus, so lautet die notwendige Optimalitdtsbedingung

d
—J(t] + 07, x* + ng)

I X ) = o

n=0

t

(@)oo |G)ex s, o

+ \ K@xl)(t’x ,X") — dt(@kl)(t’x , X )]Edt—O.

Da der Anfangswert mit x(tg) = x¢ festgelegt ist, muss fiir eine zuléssige Richtung &
die Bedingung &(tg) = 0 gelten. Im Weiteren erfiillt die optimale Losung x*(t) im
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Intervall [to,t}] die Euler-Lagrange Gleichungen (4.17), weshalb sich (4.40) zu

0 a . 0 . .
|:<875¢)T + 87)(()0(}(7- + €) + Tl] t:tf,x:x* * |:(8Xl> (g T XT):| t:t’l‘,x:x*

o\, 0 0 .0 s ()
=7l (st a9l ot Lot ol D e =0
(4.41)

vereinfacht. Wenn die Endzeit ¢; und der Endwert x(¢;) frei sind, dann sind 7 und
&(t7) unabhéngig voneinander frei wahlbar, weshalb (4.41) nur dann Null ist, wenn
die Transversalititsbedingungen (4.37) erfiillt sind. O

Das Ergebnis von Satz 4.5 lasst sich nun wie folgt verallgemeinern.

(a) Wenn die Endzeit fest ist, dann gilt t; = ¢ und damit 7 = 0, womit automatisch der
erste Term von (4.41) verschwindet. Es liegt somit keine Transversalitdtsbedingung
(4.37b) vor.

(i) Wenn fiir eine Komponente z;(t), j € {1,...,n} von x(t) gilt, dass der Endwert
zj(t7) = x;(t]) = xj1 fest ist, dann muss fiir diese Komponente &;(t7) = 0
gelten, womit der zugehorige Eintrag im zweiten Term von (4.41) automa-
tisch verschwindet und keine Transversalitdtsbedingung fiir diese Komponente

vorliegt. Dieser Fall entspricht dem Ergebnis von Satz 4.2.

(ii) Wenn fiir eine Komponente x;(t), j € {1,...,n} von x(t) gilt, dass der Endwert
xj(t7) frei ist, dann lautet die Transversalititsbedingung gemaf (4.41) fiir diese
Komponente

0. (4.42)

t=t7], x=x*

4+

0 0
89':j 83:]-

(b) Wenn die Endzeit frei ist, dann muss die Transversalitdtsbedingung (4.37b)

o)\. O
|:l - (8xl)x * at()p:| t=t], x=x* =0 (443)

gelten.

(i) Wenn fiir eine Komponente z;(t), j € {1,...,n} von x(t) gilt, dass der Endwert
z7(t7) = zj1 fest ist, dann muss fiir diese Komponente eine zuléssige Richtung
(1,&;) die Bedingung

zj1 = 2 (t] +n7) + & (t] +n7) (4.44)

bzw. 9
0= Bfﬂjjl = fj(f{) + T.T;(tf) (4.45)
n n=0

erfiillen. Damit verschwindet der zugehorige Eintrag im zweiten Term von (4.41)
und es liegt keine weitere Transversalitdtsbedingung fiir diese Komponente vor.
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(ii) Wenn fiir eine Komponente x;(t), j € {1,...,n} von x(t) gilt, dass der Endwert
z7(t7) frei ist, dann lautet, analog zum Fall (a)(ii), die Transversalititsbedingung
fir diese Komponente

=0. (4.46)

t=ty], x=x*

I+

0 0
ai’j aﬂij

4.1.3 Stiickweise stetig differenzierbare Extremale

Bei den bisherigen Betrachtungen, siehe im Speziellen die Sétze 4.2 bis 4.5, wurde stets
angenommen, dass x(¢) im Funktionenraum der im Intervall [to, 1] (vektorwertigen) stetig
differenzierbaren Funktionen (C[tg,T])" definiert ist. Im Weiteren soll dies auf den
Funktionenraum der stiickweise stetig differenzierbaren Funktionen (C'[to, T])" erweitert
werden, wobei zusétzlich die globale Stetigkeit vorausgesetzt wird. Man nennt nun eine
reellwertige Funktion z(t) € Cl[to, 1] stiickweise stetig differenzierbar, wenn sie stetig

ist und eine Partitionierung to = cp < ¢1 < ... < cy41 = t1 mit N < oo so existiert,
dass die Funktion z(t) in allen Intervallen (cg, cx+1), £ =0,..., N stetig differenzierbar
ist, siche Abbildung 4.2. Die inneren Punkte c¢i,...,cy werden als Eckpunkte von x(t)

bezeichnet. Fiir stiickweise stetig differenzierbare Funktionen Z(t) € C*[to, t1] lauten die

0 to c1 C2 CN t1 ¢

Abbildung 4.2: Beispiel einer Funktion z(t) € C*[to, t1].
Normen geméf (4.7)

x(t = max ||X(¢ und ||x(¢ = max ||X(t)|| + su
IO = s ION wnd 8O = i 1RO+ w0

(4.47)
Es gilt nun folgender Satz, welcher z.B. in [9] bewiesen wird.

Satz 4.6 (Stiickweise stetig vs. stetig differenzierbare Extremale). Angenommen
x* € X, ist ein (lokales) Minimum des Funktionals

t1
l

J(x) = [ 1(t,x(t),x(t))dt (4.48)

to

mit der zulissigen Menge X,r = {x(t) € (C'[to,t1])" | x(to) = x0,%x(t1) = x1} und
der stetig differenzierbaren Lagrangeschen Dichte I : R x R™ x R® — R, dann ist
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X* € Xoq auch ein (lokales) Minimum, des Funktionals (4.48) in der zulissigen Menge
Xog = {x(t) € (Cto, t1])™ | x(to) = x0,x(t1) = x1}. Handelt es sich wm ein lokales
Minimum, so ist der Begriff lokal beziiglich der gleichen Norm ||-|| o bzw. ||-||; o 2u
verstehen. 7

A

Man kann nun zeigen, dass eine extremale Losung %*(¢) € (C|[to, t1])" im gesamten Intervall
[to, t1] auBler an den Eckpunkten ci,...,cy die Euler-Lagrange Gleichungen (4.17) und
die Legendre-Bedingung (4.33) erfiillt. Die Transversalitatsbedingungen (4.42), (4.43) und
(4.46) bleiben im Falle stiickweise stetig differenzierbarer Extremale unverdndert. Die
Unstetigkeiten von %f{*(i) an den Eckpunkten ¢t = ¢, k = 1,..., N unterliegen nun

folgenden Einschrankungen:

Satz 4.7 (Weierstrass-Erdmann Bedingungen). Angenommen X* € X,q ist ein (loka-
les) Minimum des Funktionals

t1 .

J(&) = / 11, %(0), (1)) (4.49)
to

mit der zulissigen Menge Xpg = {f((t) e (Cto, t1])™ | R(to) = Ro, R(t1) = Xl}, wobei

die Lagrangesche Dichte | sowie die partiellen Ableitungen a%il und 8?:-1 im Gebiet

[to, t1] X R™ x R™ steig beziiglich ihrer Argumente t, véca(t) und véca(t) sind. Dann

gilt fiir jeden Eckpunkt c € (to,t1) von X*(t), dass die Bedingungen

((@ (%" (), %"(c7)) = (;z) (e, (0), 5" (7)) (4.508)

H(c, %*(c), x* (c*)) = H(c, £*(c), x* (c+)) (4.50Db)

mit der Hamiltonfunktion

0
O%

H(t,%(t), %(t)) = ( z) (£ %(1), %())%() — (1, %(t), %(®)) (4.51)
erfillt sind, wobei x*(c7) und x*(c*) den links- bzw. rechtsseitigen Grenzwert von
X*(t) an der Stelle t = ¢ bezeichnen.

Die Weierstrass-Erdmann Bedingungen besagen also, dass an den Eckpunkten einer
(lokal) extremalen Trajektorie X*(t) € (C'[to,t1])" nur jene Unstetigkeiten von X* erlaubt
sind, die die zeitliche Stetigkeit von %l und die zeitliche Stetigkeit der Hamiltonfunktion
H erhalten. Die Weierstrass-Erdmann Bedingungen sind notwendige Optimalitdtsbedin-
gungen. Thre Herleitung findet sich z. B. in [8].

Beispiel 4.4. Gesucht ist ein (lokales) Minimum z* € &, des Funktionals

J(z) = /1 22(6)(1 — &(t)) dt (4.52)

-1
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in der zuléissigen Menge X, = {z(t) € C*[—1,1]|z(—1) = 0,z(1) = 1}. Da die La-
grangesche Dichte nicht explizit von der Zeit ¢ abhéngt, ist die Hamiltonfunktion

0
H= <aj:l>5v — 1= —@)i —2?(1- @) =a?(# — 1) =~k (4.53)
fir alle Zeiten ¢ € [—1, 1] konstant mit der Konstanten k; und damit eine Invariante
des Systems, siche auch (4.23). Ersetzt man x2(t) = 2z(t) und 2z(t)#(t) = 2(t) in
(4.53), so ergibt sich

At — iz (£) = i . (4.54)
Die Losung von (4.54) lautet

2(t) = (t+ k2)* + ka (4.55)
mit der Konstanten kg. Mit z(—1) = 0 und (1) = 1 sowie z(t) = x?(t) folgen die
Konstanten k1 und ko zu k1 = — (%)2 und ko = % und die mogliche stationédre Losung

Z(t) des Kostenfunktionals (4.52) lautet

0 =(+ 1) - (2) (450

Die Wurzel liefert nur fiir ¢ > % und ¢ < —1 ein reellwertiges Ergebnis, weshalb
T(t) keine stationére Lésung von (4.52) in der zuldssigen Menge X, = {z(t) €
Cl-1,1]|2(=1) = 0, (1) = 1} darstellt.

Im néchsten Schritt soll das Kostenfunktional (4.52) in der zuldssigen Menge
Xog = {2(t) € C[-1,1]| #(=1) = 0, #(1) = 1} minimiert werden. Die Weierstrass-
Erdmann Bedingung (4.50a) besagt nun, dass an einem Eckpunkt ¢ € (—1,1) gilt

= 28%(c) |1 - i(c7)| = —2a(0)[1 - &(c)] (4.57)

und folglich
#%(c) {i(c+) — a;c(c_)} =0. (4.58)

Da an einem Eckpunkt ¢t = ¢ gilt #(c*) # #(¢™), muss zur Erfiillung von (4.58) die
Bedingung #(c) = 0 eingehalten werden. D.h. Eine Unstetigkeit in z(¢) kann nur an
Stellen auftreten, an denen der Wert von #(t) selbst identisch Null ist. Den minimalen
Wert des Kostenfunktionals (4.52), ndmlich den Wert Null, erhalt man, wenn Z(¢) = 0
oder z(t) = 1 fiir alle ¢ in [—1, 1] gilt. AuBerdem sind die Randbedingungen &(—1) = 0
und 2(1) = 1 zu erfiillen. Aus diesen Uberlegungen folgt, dass fiir die optimale Losung
#(t) =0Vt e [~1,¢ und &(t) = 1 Vt € (c, 1] gelten muss. Daraus ergibt sich der
Umschaltpunkt ¢ = 0 und die optimale Losung

0 fir-1<t<0

2(t) = { (4.59)

t fir0<t <1
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Diese Losung ist das eindeutige globale Minimum des Kostenfunktionals (4.52) in der
zuldssigen Menge X,q = {#(t) € C'[-1,1]|#(-1) =0, 2(1) = 1}.

4.2 Entwurf von Optimalsteuerungen

4.2.1 Problemformulierung

Eine typische Optimalsteuerungsaufgabe besteht darin, fiir ein dynamisches System
beschrieben durch die Differenzialgleichungen

x = f(t,x(t),u(t)) (4.60a)

mit der Zeit t € R, dem Zustand x € R"™, dem Anfangszustand
x(to) = X0 (4.60Db)
und dem Stelleingang u € R eine geeignete Steuertrajektorie u(t),t € [to,t1] so zu finden,

dass ein Kostenfunktional der Form (siche auch (4.2))

t1
J(w) = lto, x(to), tr,x(01)) + | Ut x(t), u(t)) dt (4.61)
0
beziiglich u(¢) minimiert wird und dabei allfillige Beschrankungen fir x(¢) und u(t)
eingehalten werden. Beim Kostenfunktional unterscheidet man im Allgemeinen zwischen
der Bolza-Form (4.61), der Lagrange-Form

J) = [t %), u () at (4.62)
und der Mayer-Form
J(u) = ¢(to, x(to), t1,x(t1)) - (4.63)

Die Abhéngigkeit der Funktion ¢ von ¢y und x(tp) ist natiirlich nur relevant, wenn die
Anfangsbedingung (4.60b) nicht vorhanden ist.

Aufgabe 4.2. Zeigen Sie, dass die Lagrange-Form in die Mayer-Form iibergefiihrt
werden kann, indem man einen zusatzlichen Zustand

-%"TL—H = l(t, X, u), $n+1(t0) =0 (4.64)

einfithrt und das Kostenfunktional in der Form J(u) = z,+1(t1) anschreibt.
Zeigen Sie, dass die Mayer-Form in die Lagrange-Form iibergefiihrt werden kann,
indem man einen zusatzlichen Zustand

i’n—i—l = 0, xn+1(t0) = @(to,x(to),tl,x(tl)) (465)

t1 —to

t1
einfithrt und das Kostenfunktional in der Form J(u) = / Zn+1(t) dt anschreibt.
to
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Zeigen Sie, wie man eine Bolza-Form in die Mayer- oder Lagrange-Form iiberfiihrt.

Bei den moglichen Beschrankungen unterscheidet man zwischen Punktbeschrinkungen,
beispielsweise Endpunktbeschrinkungen der Form

Y(t,x(t1)) <0, (4.66)

Pfadbeschrankungen
P(t,x(t),u(t)) <0, VtelcC [t,t], (4.67)

und isoperimetrischen Beschrankungen

t1
/ bt x(t),u(t))dt < C . (4.68)
to

Héufig sind Pfadbeschrankungen (4.67) schwieriger zu beriicksichtigen, wenn sie nicht von
der Stellgréfie abhéngen.

4.2.2 Existenz einer Losung

Im Skriptum Regelungssysteme 2 (Satz 2.13) wurden hinreichende Bedingungen fiir die
lokale Eindeutigkeit und Existenz der Losung eines Anfangswertproblems angegeben. Sie
besagen, wenn g(¢, x) stiickweise stetig in ¢ ist und der Lipschitz-Bedingung

gt x) —gt,y)| < Llx—yl, 0<L<o (4.69)

fir alle x,y € By = {x € R"|||x — xq|| <~} und alle t € [to, to + 7] geniigt, dann existiert
ein ¢ € (0, 7] so, dass das Anfangswertproblem

x =g(t,x), x(to) =xo (4.70)

fir t € [to, to + 9] genau eine Lisung besitzt. Da hier nur stiickweise Stetigkeit von g(¢, x) in
t gefordert wird, sind entsprechend (4.60) mit g(¢,x) := f(¢,x(t), u(t)) fir die Stellgréfien
u(t) auch stickweise stetige Funktionen zugelassen, d.h. u(t) € (Clto,t1])™. Man nennt
eine reellwertige Funktion u(t) € C [to, t1] stiickweise stetig, wenn eine Partitionierung
to=c) <1 <...<ecnyy1l =t mit N < oo so existiert, dass die Funktion u(t) in
allen Intervallen (cg,cg+1), kK = 0,..., N stetig ist. Fiir stiickweise stetige Stellgréfen
u(t) sind die zugehorigen Zustandsgrofien von (4.60) stiickweise stetig differenzierbar, d. h.
x(t) € (C'to, t1])™, wobei die Eckpunkte mit den Unstetigkeitsstellen der StellgroBen
iibereinstimmen. Zur Erinnerung sei angemerkt, dass geméafl Satz 2.14 des Skriptums
Regelungssysteme 2 die Stetigkeit von g(t,x) und (%) (t,x) beziiglich x auf der Menge
[to, to + 7] X By hinreichend dafiir ist, dass g(t,x) die Lipschitz-Bedingung (4.69) lokal
erfiillt.

Bei den meisten praktischen Anwendungen unterliegen die Stellgréfien gewissen Beschrén-
kungen, d.h. u(t) € U C R™. Héufig auftretende Beschrankungen sind z. B. sogenannte
box constraints

uy <wup<wuf, i=1,...,m. (4.71)
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Eine stiickweise stetige StellgroBe u(t) im Intervall to < ¢ < ¢; mit u(¢) € U fiir alle
t € [to,t1] bezeichnet man im Weiteren als zuldssige Stellgrifie. Fur das Folgende sei ange-
nommen, dass X(t;xg, u(t)) die Losung von (4.60) zum Zeitpunkt ¢ fir den Anfangswert
x(to) = xo und die StellgroBe u(7), to < 7 <t bezeichnet. Dann nennt man eine zuléssige
Stellgrofie realisierbar, wenn X(t;xg,u(t)) im gesamten Intervall ¢ty <t < ¢; definiert ist
und sdmtliche Beschriankungen einhalt.

Das Problem bei der Existenz einer Losung des Optimalsteuerungsproblems besteht
h&ufig darin, dass die Menge der realisierbaren Losungen nicht kompakt ist. Es konnte
beispielsweise passieren, dass die Losung von (4.60) innerhalb des Optimierungsintervalls
[to, t1] nach Unendlich strebt und in Folge das Kostenfunktional unendlich wird. Dieses
Phéanomen ist auch unter dem Namen finite escape time bekannt. Um derartige Félle
auszuschlieBen, fordert man oft, dass die Losungen des dynamischen Systems (4.60)
beschrénkt sind, also dass gilt

[%(t;x0,u(®))|| < a, Vi€ [to, 1] (4.72)
flir ein finites a > 0. Man beachte, dass beziiglich x affine Systeme der Form
x =A(t,u)x+b(t,u), x(to) = %o (4.73)

diese Eigenschaft stets erfiillen und in endlicher Zeit nicht nach Unendlich streben kénnen.

Wenn das Optimierungsintervall selbst unendlich ist, dann ist die Menge der realisier-
baren Stellgroffen unbeschréankt und nicht kompakt, weshalb stets ein kompaktes (finites)
Zeitintervall [to,T] mit hinreichend groflem 7' > t; gewéhlt werden sollte. Dies wird
anhand des nachfolgenden Beispiels naher erldutert.

Beispiel 4.5. Gegeben ist eine Punktmasse m, die iiber eine Kraft w(¢) mit 0 < u(t) <1
fiir alle ¢ im Optimierungsintervall [¢o, t1] beschleunigt wird. Die Aufgabe besteht nun
darin, die Stellgroie u(t) so zu bestimmen, dass ausgehend von der Anfangsposition
x(tg) = xo die Masse nach der Zeit ¢ = ¢; die Position x(¢;) = x; erreicht und dabei
das Kostenfunktional "
Ty = [ i) ar (4.74)
to
minimiert. Man erkennt unmittelbar, dass fiir 21 > xo die Stellgréie u(¢) = 0 nicht
realisierbar ist und somit fiir jede realisierbare Stellgrofie J(u) > 0 gelten muss.
Betrachtet man nun die Folge der realisierbaren konstanten Stellgroflen uy(t) = %,
k > 1 fiir alle t > tp, so erhélt man als Losung des Differentialgleichungssystems

Ty = vk, xk(to) =m0 (4.75a)
mog = ug, vE(to) =0 (4.75b)
das Ergebnis
1 2
= —(t — 4.
xp(t) = xo + ok (t —to) (4.76a)
1
t)=—(t—tg) . 4.76b
w(t) = (¢~ to) ( )
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Die Zeit t1, nach der der Zustand xy(t1) = x1 erreicht wird, errechnet sich direkt aus
(4.76a) zu
tix = to + V2mkv/z1 — 20 . (4.77)

Damit erhilt man fiir uj(t) = 7 im Optimierungsintervall [to,t; ] den Wert des

Kostenfunktionals zu

bk 1 2m
J(ug) = —dt =1/—5 V1 — 10 . (4.78)
vk k

Es gilt nun J(uy) — 0 fiir K — oo und damit ¢; , — oco. Man erkennt also, dass gilt
inf J(ux) = 0, d. h. das Problem hat kein Minimum.

Damit die Existenz einer Losung des Optimalsteuerungsproblems auch tatséchlich ge-
wiahrleistet ist, miissen weitere Einschrankungen der zuléssigen Steuerungen vorgenommen
werden. Zwei Moglichkeiten sollen im Folgenden kurz aufgezeigt werden. Einerseits besteht
die Moglichkeit, zu fordern, dass die Stellgrole der zusdtzlichen Lipschitz-Bedingung

lu(t) —u(s)|| < Lylt —s|, 0< L, <oo, Vs,té€lto,t1] (4.79)

geniigt und andererseits kann die Klasse der zulédssigen Stellgroflen auf die stickweise
konstanten Stellgréffen mit einer finiten Anzahl an Unstetigkeitsstellen eingeschrankt
werden.

4.2.3 Variationsformulierung

Im Folgenden werden die notwendigen Bedingungen erster Ordnung fiir ein Optimalsteue-
rungsproblem mit fester Endzeit und freiem Endwert formuliert und hergeleitet.

Satz 4.8 (Steuerungsproblem: Endzeit fest/Endwert frei). Gesucht ist die Stellgrofie
u € (Clto, t1])™ so, dass das Kostenfunktional (Lagrange-Form)

t1

T(u) = /t I(t, x(t), u(t)) dt (4.80)

0

unter der Gleichungsbeschrinkung (dynamisches System)
x =f(t,x(t),u(t)), x(to) =x0 (4.81)

mit fester Anfangszeit to und fester Endzeit t1 > to minimiert wird. Dabei wird ange-
nommen, dass | und f stetig in t und stetig differenzierbar beziiglich x und u fiir alle
(t,x,u) € [to, t1] x R™ x R™ sind. Wenn u*(t) € (Clto,t1])™ die optimale Losung des
Optimierungsproblems bezeichnet und x*(t) € (C*[to,t1])" die zugehérige Losung des
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Anfangswertproblems (4.81) ist, dann ewistiert ein X*(t) € (Cl[to,t1])" so, dass gilt

X = £(6,x° (0, (0), %) = %o (482
T T
5= (1) ex@w) - (5f) EXOCONO o
A (1) = 0
T T
0= (iz) (&, x*(8), w* (1)) + ( aif) (£, x*(2), w* () A*(2) (4.82¢)

fiir to <t < t1. Die Gleichungen (4.82) werden als die Euler-Lagrange Gleichungen
des Optimalsteuerungsproblems und A*(t) als der adjungierte Zustand oder der
Kozustand bezeichnet.

Beweis. Man betrachte dazu die einparametrische Familie der zuldssigen Stellgréfien
v(t;n) = u*(t) + n€u(t) mit &,(t) € (Clto,t1])™ und dem skalaren Parameter 7.
Aufgrund der Stetigkeits- und Differenzierbarkeitsannahmen fiir f existiert ein n # 0
so, dass die zu v(t) zugehorige Losung y(¢; 1) des Anfangswertproblems (4.81) fiir alle
t € [to,t1] eindeutig und beziiglich n differenzierbar ist. Fiir n = 0 gilt offensichtlich
y(t;0) = x*(t), to <t <t;. Das um die Gleichungsbeschrankungen (4.81) erweiterte
Kostenfunktional (4.80) fiir v(¢;7n) lautet

J(v(t;)) = ttll(t, y(t:n), v(tn)) + A @)E(E,y(Em), v(tn) —¥) dt
= /ttl i,y (), v(tm) + ATy () + AT y(t ), vt ) dt — [ATy] :
(4.83)

fiir jedes A(t) € (C[to,t1])". Gleichung (4.83) kann auch als Lagrangefunktion mit
den Lagrangemultiplikatoren A(t) interpretiert werden. Geméfl Satz 4.1 lautet die
notwendige Bedingung fiir ein Minimum

(5j(u*;€u) = ij(v(t;n)) o =0
= tjl (aaxl) (t,x*, u")&, + AT(1)E, + AT(t) (aaxf) (t, x*, u*)€, dt (4.84)
+ : (iz) (6, %", 0 )Eu + AT (1) (if) (1" u)gu dt = AT, (1]
mit
&y(t) = ((;y) (t;0) . (4.85)

Nachdem der Anfangszustand x(to) = y(to;n) = Xo festgelegt ist, gilt &,(to) = O.
Da die Auswirkung von &,(7) fiir 7 € [to,t] auf den Wert &,(¢) nur aufwendig zu
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berechnen ist, wahlt man A(t) = A*(¢) so, dass

T T
A== () X0 ON O - (5) X)) s

mit der Endbedingung A*(¢1) = 0 gilt. Diese Endbedingung folgt aus dem letzten
Term von (4.84), da x(t;) frei und &, (¢;) somit im Allgemeinen von Null verschieden
ist. Die adjungierte Differentialgleichung (4.86) mit der Endbedingung A*(¢1) = 0 ist
linear. Aufgrund der Differenzierbarkeitsannahmen fiir [ und f existiert die Losung
A*(t) und ist im Intervall [to,¢;] eindeutig. Damit verbleibt in (4.84) der Ausdruck

/:53 l(il)T(t,x*(t),u*(t)) + (if)T(t,X*(t),u*(t))A*(t)] dt =0, (4.87)

welcher aufgrund des Fundamentallemmas der Variationsrechnung Lemma 4.2 die
Bedingung

T T
(aauz) (5" (8), w* () + (if) (6@, W EN () =0 (4.88)
fir alle ¢ € [to, t1] impliziert. O

Wie man aus (4.82) erkennen kann, setzen sich die notwendigen Optimalitdtsbedingun-
gen fiir das Optimalsteuerungsproblem (4.80) und (4.81) aus 2n Differentialgleichungen in
x* und A* und m algebraischen Gleichungen zusammen. Da fiir die Differentialgleichung in
x* der Wert zum Anfangszeitpunkt ¢ = ¢ und fiir die Differentialgleichung in A* der Wert
zum Endzeitpunkt ¢ = ¢; gegeben ist, handelt es sich um ein Zweipunktrandwertproblem.
Analog zu den Lagrange-Multiplikatoren von Abschnitt 3.1.2 ldsst sich der adjungierte
Zustand A(t) in der Form interpretieren, dass A(tg) der Sensitivitat des Kostenfunktionals
(4.80) beziiglich einer Anderung des Anfangswertes xq entspricht.

Die Euler-Lagrange Gleichungen (4.82) lassen sich mit Hilfe der Hamiltonfunktion

H(t,x,u,\) = I(t,x,u) + AT (t)f(t,x, u) (4.89)
auch in der Form
. % 0 T * * * *
* = (a)\H) (6 (O), 0 (1), N (1), X (to) = %o (4.90a)
. 0 T
A = —(axH) (4" (1), 0 (), N (1), A*(h) =0 (4.90D)
T
0= (8(1}[) (£, (£), 0" (£), A (1) (4.90¢)

fiir tg <t <t; anschreiben. Man beachte, dass sich die hier in der dynamischen Optimie-
rung verwendete Hamiltonfunktion H im Vorzeichen von jener der Variationsrechnung
(siehe (4.22)) unterscheidet. Die Bedingung (4.90c) zeigt, dass u* ein stationdrer Punkt der
Hamiltonfunktion H sein muss. Leitet man die Hamiltonfunktion entlang der optimalen
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Losung (x*(t),u*(t), A*(t)) nach der Zeit ab, so erhdlt man

iH = QH + <6H>>‘<* + (aH) ut + <6H> \*

dt ot ox Ju oA
— (4.91)
_ 0 1+ T ok T'*_g
_aH—<A) F () A = S H

Wenn daher weder f noch [ explizit von der Zeit ¢ abhéngen, ist die Hamiltonfunktion
H eine Invariante des Zweipunktrandwertproblems (4.90). Im Weiteren muss &hnlich
zur Legendre Bedingung geméB Satz 4.3 fiir ein Minimum des Kostenfunktionals J die
notwendige Bedingung zweiter Ordnung

2
d?t <88112H> (t,x*(t),u*(£),A"(t))d >0 VdeR™ teltyt1] . (4.92)
erfiillt sein. Sie wird auch Legendre-Clebsch Bedingung genannt.

In Satz 4.8 wurde angenommen, dass die optimale Stellgrofie u* stetig ist, d.h.
u*(t) € (Clto,t1])™. Fir manche Beispiele findet man keine Losung der Euler-Lagrange
Gleichungen (4.82) in der Klasse der stetigen Stellgrofien. Aus diesem Grund sucht
man Extremale in der erweiterten Klasse der stiickweise stetigen StellgréBen (Clto, t1])™.
Wie bereits im Abschnitt 4.2.2 diskutiert, sind fiir stiickweise stetige StellgroBen u(t)
die zugehorigen Zustandsgrofien x(t) von (4.81) stiickweise stetig differenzierbar, d. h.
x(t) € (C[to,t1])™ wobei die Eckpunkte mit den Unstetigkeitsstellen der StellgréBen
iibereinstimmen. Bezeichnet man mit a*(¢) € (C[to, t1])™ die optimale Stellgrofie und mit
%*(t) und A*(t) den zugehérigen Zustand und den adjungierten Zustand des Optimalsteue-

rungsproblems (4.80), (4.81), dann gelten fiir jeden Eckpunkt ¢ € (g, t1) die Bedingungen

x*(c7) = x" (") (4.93a)
A (e7) = A (") (4.93b)
H(e™, %" (), 0%(c7), A%(¢)) = H(ct, % (0), ("), A*(0)) , (4.93c)

wobei ¢~ bzw. ¢ den jeweiligen links- bzw. rechtsseitigen Grenzwert angeben. Man
beachte, dass (4.93b) und (4.93c¢) den Weierstrass-Erdmann Bedingungen gemifl Satz 4.7
entsprechen.

Im Folgenden werden die notwendigen Bedingungen erster Ordnung fiir ein Optimal-
steuerungsproblem mit freier Endzeit und allgemeinen Endbeschrinkungen formuliert und
hergeleitet.

Satz 4.9 (Steuerungsproblem: Endzeit frei/Endbeschrankung). Gesucht ist die Stell-
grofe u € (Clto, t1])™ so, dass das Kostenfunktional (Bolza-Form,)

T ) = et x(t) + [ it x(t), u(t)) dt (4.94)

to
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unter den Gleichungsbeschrinkungen

x —f(t,x(t),u(t)) =0, x(to) =xo (4.95a)
Gr(u,t1) = Yi(t1,x(t1)) =0, k=1,...,p (4.95b)

mit fester Anfangszeit ty und freier Endzeit t1 < T minimiert wird. Dabei wird ange-
nommen, dass | und £ stetig in t, x und u und stetig differenzierbar beziiglich x und u
fiir alle (t,x,u) € [to, T] x R™ x R™ sind sowie die Funktionen ¢ und ¥y, k=1,....p
stetig und stetig differenzierbar beziglich t1 und x; fir alle (t1,%1) € [to, T] x R™ sind.
Weiters sei (u*,t}) € (Clto, t1])™ X [to, T) die optimale Losung des Optimierungspro-
blems und x* € (Cl[to,T])" die 2ugehdrige Lisung des Anfangswertproblems (4.95a).
Dariiber hinaus wird angenommen, dass fiir p unabhdngige zuldssige Richtungen
(&k, ) € (Clto, t1])™ X [to,T), k =1,...,p die Regularitiatsbedingung

0G(u*, 11561, m1) -0 6G1(u*, 1€, Tp)
det : : : £0 (4.96)

5Gp(u*7t>f;€157-1) 5Gp(u>k7t>{;£pa7—p)

gilt. Dann existiert ein A* € (C* [to,tﬂ)n und ein p* € RP so, dass die Beziehungen

T
% = (4xH) X O0COX@), X ) =% (4.97a)
. 0 T B T
N == (5eH) EXOUONO) NE) = (500) 6xE)u)
(4.97b)
B T
0 (H) (8,57 (8), 0" (£), A () (4.97¢)
ou
fiir to <t <t mit den Transversalitatsbedingungen
P(t],x"(t1)) =0 (4.98a)
a * * * * * * * * * * *
() (63" (E0), ") + (G (61),w" (D), N (8) = 0 (4.98D)
und der Hamiltonfunktion H = I4+ATf sowie ® = p+puTep mit T = {zﬁl vy ... @Z)p}

erfillt sind.

Beweis. Man betrachte dazu wieder die einparametrische Familie der zulédssigen
StellgroBen v(t; 1) = u*(t) +n&,(t) mit &, € (Clto, t1])™ und dem skalaren Parameter
1. Aufgrund der Stetigkeits- und Differenzierbarkeitsannahmen fiir f existiert ein n # 0
so, dass die zu v(t) zugehorige Losung y(¢; 1) des Anfangswertproblems (4.95a) fur alle
t € [to, T] eindeutig und beziiglich 7 differenzierbar ist. Fiir n = 0 gilt offensichtlich
v(t;0) = u*(t), to <t < tj, und y(¢;0) = x*(¢), to < t < T. Da der Anfangswert
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x(tg) = x¢ fest ist, muss die Beziehung y(to;n) = x¢ sowie (%y)(to; 0) =&,(to) =0,
siehe auch (4.85), gelten. Das um die Gleichungsbeschrankungen (4.95) erweiterte
Kostenfunktional (4.94) fiir v(¢;n) und der Endzeit ¢; = ¢; + n7 lautet dann

J(v(t;n),t1) = /ttll(t,y(t; n),v(t;n) + AT (£t y(tn), v(tn) — ) dt
+o(t,y(t;n) + ut(h,y(Esn))
51 ) (4.99)
= [ Ut,y(t;n), v(t;n) + X (O y(En), vt n) + AT ()y(t;n) dt

to

PNy + elfy (i) + e (0 y (i)

fiir jedes XA € (C1[to,%1])" und p € RP. GemiB Satz 4.1 berechnet sich die notwendige
Bedingung fiir ein Minimum aus

=0 (4.100)
n=0

d - _
§J(u*, 1] &y, 7) = d—nJ(v(t;n),tl)
zZu

o= [" (az) (t,x*, u")E, + (a‘iz) (t, x", 0w + AT (1) (if) (t,x", u*)E, dt

to \OX
4 [N (aF) (6 006+ X708 Ao+ U85, y(05:0), v (11 0)r
£ NTEDEC, y(150), V(e 0)7 + ATy (107 — AT, (0]
= AT (50)7 = ATV (007 + (e ) (05,3(05:0)8, (0

+ (500) (30507 + (i ) (3 (150D 05:0)7
0 (5 ) (1006 65) + 7 (5 ) (thv(eis0)r

+MT(£1¢)( 4yt 0yt 0)r
(4.101)
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und mit y(¢7;0) = x*(¢]), v(¢];0) = u*(¢]) folgt
0= /ti{(ao (t,x* u*)+)\T(t)(af> (t,x* u*)+>}T(t)}§ dt
- to aX X aX X Y

e { (;ill) (t,x*, u*) + AT () (glf) (t,x, u*)}ﬁu dt+

to

H (Gt (01)) + 1T (e (1)) = NT(e) (6 05) + % (1))
*{iy@mwm+w£y@mwm+uwﬂmmwm

+ATE( ;,x*(t;),u*(f;))}T .
(4.102)

Da die Auswirkung von &,(7) fiir 7 € [t,t] auf den Wert &,(¢) nur aufwendig zu
berechnen ist, wahlt man A(t) = A*(¢) so, dass die erste Zeile in (4.102) identisch
verschwindet, d. h.

T T
At = (if) (£, (), u* () A"(¢) — (iz) (¢, x* (), u* (1)) (4.103)

mit der zugehorigen Endbedingung so, dass die dritte Zeile in (4.102) zu Null wird,
also

T
N (1) = (05700 + (1) 5 (X0 ) (4.104)

Die Transversalitatsbedingung (4.98b) folgt unmittelbar aus der letzten Zeile von
(4.102) und die Extremalbedingung fiir die Hamiltonfunktion in (4.97) ergibt sich
wiederum direkt aufgrund des Fundamentallemmas der Variationsrechnung angewandt
auf die zweite Zeile von (4.102). O

Zur Berechnung der m + 2n + p + 1 unbekannten Groffen (u*(t),x*(t), X*(¢), p*,t7)
stehen mit Satz 4.9 m + 2n + p + 1 Bedingungen zur Verfligung. Das sind m algebraische
Gleichungen (4.97c), p+ 1 algebraische Gleichungen in Form der Transversalitédtsbedingun-
gen (4.98) und 2n Differentialgleichungen (4.97a) und (4.97b) fir x* und A*. Zu diesen
Differentialgleichungen gehoren die in (4.97a) und (4.97b) angegebenen 2n Randbedin-
gungen. Aus den genannten Gleichungen lassen sich eindeutig die unbekannten Groéflen
(u*(t),x*(t), A*(t), u*, t7) bestimmen.

Fiir eine Zusammenfassung der Ergebnisse von Satz 4.9 werden in weiterer Folge nur
sogenannte partielle Endbedingungen der Form

mit T = konst. als fixem Endwert der Komponente z; von x betrachtet. Fiir diesen
vereinfachenden Spezialfall kann die Endbedingung fiir A*(¢}) von (4.97b) ersetzt werden
und unter Berticksichtigung von (4.102) gilt Folgendes:
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(a) Wenn die Endzeit fest ist, d.h. t; = ¢ und damit 7 = 0, verschwindet automa-
tisch der zugehorige Eintrag in der vierten Zeile von (4.102). Es liegt somit keine
Transversalitatsbedingung geméfl (4.98b) vor.

(i) Wenn fur eine Komponente z3 von x gilt, dass der Endwert fest ist, dann gilt
yk(t1:n) = 2 (t]) = 23 (t]7) = Tp. Daraus folgt &, x(t]) =0 womit automatisch
der zugehorige Eintrag in der dritten Zeile von (4.102) verschwindet. Damit liegt
fir diese Komponente keine Endbedingung fiir den zugehorigen adjungierten
Zustand X} (t7) vor.

(ii) Wenn fiir eine Komponente x, von x gilt, dass der Endwert frei ist, dann muss,
wie man aus der dritten Zeile von (4.102) erkennen kann, die Komponente des
zugehorigen adjungierten Zustands A} (t) folgende Endbedingung

N(E) = <aflk¢>( X (E) (4.106)

erfiillen.

(b) Wenn die Endzeit frei ist, dann muss die Transversalitdtsbedingung
0
() (D)) + HUGX () 0 (A1) = 0, H =1+ AT (4.107)
1

gelten. In Abhéngigkeit davon, ob der Endwert einer Komponente x, von x fest oder
frei ist, konnen die Unterpunkte (i) und (ii) vom Fall (a) auch direkt hier angewandt
werden.

Wenn in Satz 4.9 die Gleichungsbeschrankungen (4.95b) durch Ungleichungsbeschrin-
kungen der Form

Gr(u,t1) = ¢p(t,x(t1)) <0, k=1,...,p (4.108)
ersetzt werden, so dndert sich lediglich (4.98a) zu
Yi(t],x"(t1)) < 0 (4.109a)
p >0 (4.109b)
(n) ' (t],x"(t]) = 0 (4.109¢)
Gleichung (4.109) wird auch als complementary slackness condition bezeichnet.
Aufgabe 4.3. Gesucht ist eine Losung des Optimierungsproblems
min /11u2+am2 dt, a>0 (4.110a)
u(’) 0 2 2 ’ '
uBv. t=u, z(0)=1, =z(1)=0. (4.110b)
Zeigen Sie, dass die Losung durch
x*(t) = b (e\/at - e“/a@_t)) u*(t) = 7\/6 (e\/at + e\/‘;@_t)> (4.111)
1 —e2va ’ 1 — e2va
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Parameterwerte a dargestellt sind.

gegeben ist und interpretieren Sie die Ergebnisse, die in Abbildung 4.3 fiir verschiedene

1.0 ' 0F = ._.:.____._.___.__ 10F T
: —= :
08 N _2 - / ..................... */< 8 L e
) ! e 1 :
=06} KAy g 6H EERRTRR
c% :g [ © v
%04 () e — S 4pb U
= [5) ! _ ' :
N = || — a=1 = Ny
0.2 0 —8 i — — a =10 '_% 2& ............
0.0 —10 | ~—- =100 ok .. ~. T ==
. 1.0 0 0.5 1.0 0 0.5 1.0
Zeit t Zeit t Zeit t
Abbildung 4.3: Optimale Trajektorien in Aufgabe 4.3.
Aufgabe 4.4. Gesucht ist eine Losung des Optimierungsproblems
1
min - z3(1) —I—/ —wu? dt, a>0 (4.112a)
u(-) 2 0 2
uB.wv. &1 =z, x1(0)=1, z1(1)=0 (4.112b)
j?g = u, xg(O) =0 (4.112C)

Zeigen Sie, dass sich fiir den (freien) Endzustand x5(1) = —6/(4 + a) in Abhéngigkeit
des Parameters a > 0 ergibt und dass die optimale Loésung durch

2(1 2
_2ta) 3240,
4+ a a+4

_12(1+a), 6(2+a)

4.113
44+ a a+4 ( )

u*(t)

i(t)

gegeben ist. Interpretieren Sie die Ergebnisse in Abbildung 4.4.
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Abbildung 4.4: Optimale Trajektorien in Aufgabe 4.4.

Beispiel 4.6. Betrachtet wird eine Punktmasse mit der Masse m in der (x,y)-Ebene,
auf die eine konstante Kraft F' = ma wirkt. Die Stellgréfle u des Problems ist der
Winkel zwischen der Schubrichtung und der z-Achse, sieche Abbildung 4.5. Ziel ist es,
die Punktmasse in minimaler Zeit [to = 0,t]] zu einem fest vorgegebenen Zielpunkt
(Z1,91) zu steuern. Unter der Annahme, dass aufler dem Schub keine weiteren Kréfte
auftreten, kann das Optimalsteuerungsproblem wie folgt formuliert werden

m(igl t1 (4.114a)
uBv. =wv, z(0) =x9, z(t1) =1 (4.114b)
v =acos(u), v(0)=uwvy (4.114c)
y=w, y(0) =yo, y(t1)=u (4.114d)
w = asin(u), w(0)=wp. (4.114e)

Man beachte, dass der Endzustand nur fiir die Position (z,y) aber nicht fir die
Geschwindigkeiten (v, w) vorgegeben ist.

Ay

Trajektorie

]y

Abbildung 4.5: Bewegung einer Punktmasse der Masse m in der (z,y)-Ebene.
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Die beiden fest vorgegebenen Endwerte fiir  und y kénnen als Gleichungsbeschrén-
kungen geméf (4.95b) in der Form

Pi(t,x(t)) = 2(t) — 21, Yot x(t)) = y(t) — (4.115)

formuliert werden. Die Hamiltonfunktion H und die Funktion ® geméifl Satz 4.9
lauten dann fiir das vorliegende Optimierungsproblem

H(x,u, A) = Azv + Apacos(u) + Ayw + A\yasin(u) (4.116a)

D(t1,x(t1), u) = @ + pathr + pyb2 = t1 + pa(2(ts) — Z1) + py(y(t1) — 91) (4.116b)
T T

mit x = [x vy w] , den adjungierten Zustdnden A = [)\w Ao Ay )\w} und

T
den konstanten Lagrange-Multiplikatoren p = [#x ,uy} . Die Randbedingungen fiir
den adjungierten Zustand errechnen sich gemafl (4.97b) zu

A1) = (@) (o 0Dw) = s ) = (5 ) (65X (1), 1) = 0

(4.117a)
Ay(tl) = 671/1(1) (t17x (tl)alj' ) = /Lya )‘w(tl) = 67’(1]1(1) (tlax (tl)vu ) =0.
(4.117Db)
Damit lautet das adjungierte System
. H
o= (S0 ) A =00 X S (1.118)
T
. oOH
3= (G ) o ) = x xi) = 0 (4.118D)
(G ) e 0. x5 - (11180
)\w__<au})(x ,a 7A ): _)‘yv Aw(tl) :0’ (4118d)
woraus direkt
Mol M= -0, A=k, A=t — 1) (4.119)

folgt. Des Weiteren muss die Hamiltonfunktion H geméaf (4.97) extremal sein, weshalb
die Bedingung

(%H> (x*, 0%, A%) = —Xlasin(u*) + A% acos(u”) = 0, (4.120)
u
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erfiillt sein muss und v* sich in der Form

Ay (119) py(t —1) gy

tan(u*) = —2 —————~ = —= = konst.
v *:ur( 1 ) Mo (4121)

* My . ™ * ™

= U = arctan| — mit ——=—<u <=

; 2 2

berechnen lasst. Die optimale Steuerung u* ist also auf dem gesamten Zeitintervall
[to, t7] konstant und die zugehorigen optimalen Zustandstrajektorien x*(¢) kénnen
durch Losen der Differentialgleichungen (4.114) und Einsetzen der Anfangsbedingun-
gen in der Form

1 1
o (t) = gu (s, iy, 1) = 0 + vot + 3¢ cos(u*)t?, cos(u*) = —
L (/1)

(4.122a)
v (t) = go(py, tys ) = vo + acos(u®)t (4.122b)
1 *
Y7 (6) = 9y(1ds ) = o + wot + sasin(u)e,  sin(u’) = a
o1+ (/)2
(4.122¢)
w*(t) = gu (s Hy, t) = wo + asin(u®)t . (4.122d)
bestimmt werden. Dabei wurden die trigonometrischen Beziehungen
: b 1
sin(arctan(b)) = cos(arctan(b)) = —— (4.123)

V1462 V1+ b2

verwendet. Da die Endzeit t; frei ist, muss zusétzlich die Transversalitdtsbedingung
(4.98b) gelten, wobei sich die Hamiltonfunktion (4.116a) aufgrund der Endbedingun-
gen A\ (t7) = A\, (t7) = 0 entsprechend vereinfacht

8 * k 3 * * * * * % N
0= ((%@) (t1,x*(t7), u*) + H(x*(t7), u*(t]), A* (1)) (4.1242)
=1+ 11} go(h 15, 81) + 15 Gu (1, 15, 87 - (4.124b)

Mit Hilfe der zwei Gleichungsbeschrédnkungen (4.115) und der Transversalitatsbedin-
gung (4.124) ldsst sich ein Gleichungssystem fiir die verbleibenden drei Unbekannten
Mz ty und €7 in der Form

G (1135 5 17) T
1 o (Kips pogs £1) + thyy G (1, 115 17) ~1

formulieren, welches auf numerischem Wege gelost werden kann. Eine geeignete
MATLAB-Funktion zur Lésung von nichtlinearen Gleichungen ist mit dem Befehl fsolve
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aus der Optimization Toolbox gegeben. Die Funktion fsolve verwendet standardméfig
die Methode der Vertrauensbereiche (siehe Abschnitt 2.4), um ein Gleichungssystem
in Residuenform F(x) = 0 als Minimierungsproblem in x zu losen. Als Beispiel
ist in der Code-Auflistung 4.1 der MATLAB-Code dargestellt, wie fsolve zur Losung
von (4.125) verwendet werden kann. Der gewiinschte Endpunkt (Z;,y1) wird beim
Aufruf der Funktion punktmasse(x1,yl) ibergeben, wobei angenommen wird, dass die
Punktmasse am Punkt (xo,y0) = (0,0) mit der Geschwindigkeit (vg, wp) = (0, 1) in
vertikale Richtung startet. Abbildung 4.6 stellt die optimalen Bahnen z*(t), y*(¢) der
Punktmasse in der (x,y)-Ebene fiir verschiedene Endpunkte (Z1,y;) dar. Die Pfeile
zeigen die (jeweils konstante) Richtung u* = arctan(u,,/uy) der angreifenden Kraft
ma an.

Listing 4.1: MATLAB-Code fiir das Punktmasse-Problem unter Verwendung von fsolve.

function [t,x,y,p] = punktmasse(x1,yl)
%
% (x1,y1): gewiinschter Endpunkt

% (t,x,y): Trajektorien der Punktmasse

% p: Parameterstruktur

p.a =1; % Parameter

p.x0=0; p.v0=0; p.y0=0; p.wO=1; % Anfangsbedingungen

p.x1=x1; p.yl=yi; % Endbedingungen (Ubergabe aus Funktionsaufruf)

opt = optimoptions('fsolve','Display','iter'); ’% Optionen

X0 [-1,0,1]; % Startwert

Xopt = fsolve(@eqns,X0,opt,p); % Numerische Lésung mit fsolve
p.mux=Xopt(1); p.muy=Xopt(2); p.t1=Xopt(3); % Losung

t = linspace(0,p.t1,100); % Trajektorien

x = xfct(p.mux,p.muy,t,p);

y = yfct(p.mux,p.muy,t,p);

%

function res = eqns(X,p) % Gleichungen in Residuenform

mux=X(1); muy=X(2); t1=X(3);
res = [ xfct(mux,muy,tl,p) - p.xl;
yfct (mux,muy,tl,p) - p.yl;
mux*vfct (mux,muy,tl,p) + muy*wfct(mux,muy,tl,p) + 1 1;

"

function x = xfct(mux,muy,t,p) % Funktionen fiir x und v

cosu = 1/sqrt(1+(muy/mux)”2);

x = p.x0 + p.vO*t + p.a/2%cosuxt.”2; % 't.”2' steht fiir komponentenweise Auswertung

function v = vfct(mux,muy,t,p)
cosu = 1/sqrt(1+(muy/mux)”~2);
v = p.v0 + p.a*cosuxt;

"

function y = yfct(mux,muy,t,p) % Funktionen fir y und w

sinu = muy/(mux*sqrt (1+(muy/mux)~2));

y = p.y0 + p.wO*t + p.a/2*sinu*t.”2; % 't.”2' steht fiir komponentenweise Auswertung

function w = wfct(mux,muy,t,p)
sinu = muy/(mux*sqrt (1+(muy/mux) ~2)) ;
w = p.w0 + p.aksinuxt;
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0.8}

0.61

0.2

Abbildung 4.6: Zeitoptimale Steuerung einer Punktmasse zu verschiedenen
Endpunkten.

Aufgabe 4.5. Gegeben ist ein lineares zeitvariantes Mehrgrofiensystem der Form
x=A(t)x+ B(t)u, x(tp) =xo (4.126)

mit dem Zustand x € R"™ und dem Stelleingang u € R™. Zeigen Sie, dass das
zeitvariante Zustandsregelgesetz

u*(t) = —RY )BT (1)S(t)x*(t) (4.127)
mit S(t) als Losung der Matriz-Riccati-Differentialgleichung
S=-SA-ATS+SBR!'BTS-Q, S(t1)=S1, tg<t<t (4.128)

das Kostenfunktional

1 [t

J(u) = 3 ;

1
xT(1)Q(t)x(t) + ut (H)R(t)u(t) dt + 5xT(tl)Slx(tl) (4.129)
mit der fiir alle Zeiten ty < ¢t < t; positiv definiten Matrix R(t), der fiir alle Zeiten
to <t <ty positiv semidefiniten Matrix Q(¢) und der positiv semidefiniten Matrix
S; minimiert. Dieses Problem ist auch unter dem Namen LQR (Linear Quadratic
Regulator) Problem bekannt.
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4.2.4 Minimumsprinzip von Pontryagin

Fiir das Weitere betrachte man im ersten Schritt die Minimierung des Kostenfunktionals
t1
J(u) = l(x(t),u(t))dt (4.130)
to
mit der freien Endzeit ¢; und einem festen Endzustand x(t1) = x; unter der Gleichungs-
beschriankung des dynamischen Systems
x =f(x(t),u(t)), x(to) =x0 (4.131)
flir die zuldssigen Stellgrofien

ue (Culty, 7))" ={ue (Clto, 7])" lu) e U, Vo<t <t} (4.132)

mit einer hinreichend grofien Zeit T >> t; und der nichtleeren Menge der Stellgréfenbe-
schrankungen U.
Man kann nun das Optimierungsproblem bestehend aus (4.130) und (4.131) durch

Erweiterung des Zustandsvektors in der Form xT = [XT an} mit
t
Tni1(t) = | U(x(7),u(r))dr (4.133)
to

wie folgt umformulieren: Gesucht wird eine zuléssige Stellgréfe u(t) € (Cy|to, T])™ und
eine Endzeit ¢; so, dass die Losung des erweiterten Systems

S I

Tpi1 l(x,u 0
—_— Y
x f(x,u)
beim Punkt x'(t;) = {xlT l’n+1(t1):| terminiert und dabei x,4;(¢;) moglichst klein

gemacht wird. Abbildung 4.7 veranschaulicht diesen Sachverhalt.

Die Linie durch den Punkt (x1,0) parallel zur z,1-Achse beschreibt alle Punkte einer
Familie von Trajektorien x(¢) des erweiterten Systems (4.134), die die Bedingung x(¢1) = x3
erfiillen und unterschiedliche Werte des Kostenfunktionals x,1(¢1) ergeben. Keine andere
Trajektorie kann diese vertikale Linie an einem kleineren Wert fiir x,1(¢1) schneiden
als x;,_;(t7), der mit der optimalen Stellgréfie u*(t) erreicht wird. Diese geometrischen
Uberlegungen sind auch der Ausgangspunkt fiir die Herleitung des Minimumsprinzips von
Pontryagin. Diese Herleitung wird z. B. in [10, 11] gezeigt.

An dieser Stelle wird jedoch auf einen Beweis verzichtet und auf die am Ende des
Kapitels angegebene Literatur verwiesen.

Satz 4.10 (Minimumsprinzip von Pontryagin, vorgeschriebener Endzustand). Gesucht
ist die Stellgrifie u € (Cylto,t1])™ so, dass das Kostenfunktional (Lagrange-Form)

J) = [ 1(x(t), u(t)) dt (4.135)

to
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Realisierbare Trajektorie

Tp+1 Optimale Trajektorie == =—"-

——= N\ X12
(x0,0) e rmrs, ST
x* (1))
.............................. \\ﬁ(xl,O)
\._.»Ju)

Abbildung 4.7: Zum Minimumsprinzip von Pontryagin.

unter den Gleichungsbeschrankungen (dynamisches System)
x —f(x(t),u(t)) =0, x(to) =x0, x(t1)=x1 (4.136)

mit fester Anfangszeit to und freier Endzeit t1 < T minimiert wird. Dabei wird
angenommen, dass | und f stetig in x und u und stetig differenzierbar beziiglich x fiir
alle (x,u) € R x R™ sind. Weiters sei (u*,t%) € (Cylto, t1])™ X [to,T) die optimale
Losung des Optimierungsproblems und x* die zugehorige Losung von (4.136). Dann

_ . _ _ _ T
existiert ein A* € (Cl[to, t5])" 1, A* = {Xf )\:H_l} # 0 so, dass die Beziehung

A= —(aaXH>T(x*(t), (6, X (1)) (4.137)

fiir to <t <ty mat H(x*(8),u*(t), A*(t)) = NTE(* (), w*(8)) enfillt ist, wobei A
und £ gemdf (4.134) definiert sind, und folgende Eigenschaften gelten:

(a) Die optimale Losung u*(t) minimiert die Funktion H(x’k (t),u(t), X* (t)) fir alle
Zeiten tog < t < t7 in der Menge der Stellgrofienbeschrinkungen U, d. h.

H (%" (t), v, X*(8)) > H (x* (1), 0 (£), X' (1)), Vv eU. (4.138)

(b) Es gilt fir alle Zeiten tg <t <t}

\: 1 (t) = konst. > 0 (4.139a)
H (% (t), u* (£), A*(¢) ) = konst. (4.139b)
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(c) Es gilt die folgende Transversalitatsbedingung (fiir t1 frei)
H (3 (£1), w (1), X*(£1)) = 0 . (4.140)

Zur Berechnung der m + 2n + 3 unbekannten Grofen (u*(t),x*(t), X*(t),t%) stehen
m + 2n + 3 Bedingungen zur Verfiigung. Das sind m algebraische Bedingungen aus der
Forderung, dass geméaf (4.138) die Hamiltonfunktion H zu jedem Zeitpunkt to <t <t}
am Punkt u*(¢) in der Menge U ein Minimum aufweisen muss, eine algebraische Gleichung
in Form der Transversalitidtsbedingung (4.140) und 2n + 2 Differentialgleichungen fiir den
erweiterten Zustand X* gemaf (4.134) und den erweiterten adjungierten Zustand A* geméif
(4.137). Zu diesen Differentialgleichungen gehéren n 4+ 1 Anfangsbedingungen x*(ty) =

T _
[XOT O] , n Endbedingungen x*(t]) = x; sowie die Bedingung Ay, ; (t]) > 0. Man beachte,

dass daraus noch nicht eindeutig die unbekannten Grofen (u*(t), X*(t), A*(t), t1) bestimmt
werden konnen. Es sind nun zwei Falle zu unterscheiden:

(i) Fiir A5, = 0 liegt ein abnormaler Fall vor, da dann wegen

H(x*, u*, A*) = X Tf(x*, u*) = AHf(x*, u*) + 5\2+1 I(x*,u") (4.141)
——
=0
die Hamiltonfunktion H und folglich auch die Optimalitdtsbedingungen gemaf
Satz 4.10 unabhéngig von der Lagrangeschen Dichte [ sind. In diesem Fall ist die
Optimierungsaufgabe nicht sinnvoll gestellt.

(i) Fiir A% ; > 0 liegt ein normaler Fall vor und A* ist bis auf einen multiplikativen
Faktor durch die genannten Gleichungen definiert. In der Praxis wahlt man meist
den Wert \¥ 41 = 1 und erhilt damit genau die Hamiltonfunktion wie sie bereits in
Abschnitt 4.2.3 verwendet wurde, siehe (4.89).

Die notwendigen Bedingungen dafiir, dass die Hamiltonfunktion H(x,u, A) fiir \* 1=
1 (normaler Fall) beziiglich u minimal ist, wie in (4.138) gefordert, entsprechen den
notwendigen Bedingungen erster und zweiter Ordnung (4.90c¢) und (4.92), d. h.

(;H) (x*,u*,A\*) =0 (4.142a)
u
T 82 * * * m *

die im Rahmen der Variationsrechnung hergeleitet wurden. Trotz dieser Analogie ist
das Minimumsprinzip von Pontryagin nach Satz 4.10 allgemeiner als die Ergebnisse der
Variationsrechnung, da die Bedingung %H = 0 im Allgemeinen nicht mehr giiltig ist,
wenn das Minimum von H am Rand der Menge U der Stellgré8enbeschriankungen liegt.
Im Weiteren fordert man beim Minimumsprinzip von Pontryagin lediglich die Stetigkeit
von [ und f beziiglich u, wohingegen bei der Herleitung der Euler-Lagrange Gleichungen
die stetige Differenzierbarkeit beziiglich u gefordert wurde, siehe Satz 4.8.
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Beispiel 4.7 (Abnormaler Fall). Gegeben ist das Optimalsteuerungsproblem

1
rlrLl(lgl /0 l(z,u) dt (4.143a)
uBv. 2=u, z(0)=0, z(1)=1 (4.143b)
u(t) € [0,1]. (4.143c¢)

Es existiert nur eine realisierbare Steuerung u*(¢) = 1, die den Zustand z*(t) = ¢ von
x*(0) = 0 nach z*(1) = 1 iberfithrt. Somit ist die optimale Losung unabhéngig von
der Wahl der Kostenfunktion [(x,u) und es liegt ein abnormaler Fall vor.

Beispiel 4.8. Gesucht ist das Minimum des Kostenfunktionals

1 1
T(u) = 5 / W2 (8) dt (4.144)
0
flir das dynamische System
t=—-x4+u, z(0)=1 =z(1)=0 (4.145)

unter Beriicksichtigung der Stellgrofenbeschrankung —0.6 < u(t) < 0 fiir alle
0 <t < 1. Die Hamiltonfunktion H von Satz 4.10 fiir dieses Beispiel lautet

N < 1
H(z,u,X) = Mi(—z +u) + Aogu? (4.146)

und die adjungierten Zustéinde X erfiillen gem#$ (4.137) und (4.139a) die Gleichungen

d 3k 9 * ok 3ok Yk
T = —(axH) (2w, X) = Xt (4.147a)
d-
—X\5=0. 4.147b
o3 (1147b)
Daraus folgt die Losung
Ni(t) = Cre! und  N(t) = Cy (4.148)

fir geeignete Konstanten C; und Cs > 0. Im Weiteren setzt man Co = 1, da ein
normaler Fall vorliegt. Die optimale Losung v* mit —0.6 < v* < 0 muss geméf
(4.138) der Ungleichung

H (" (1),0,X"(1)) > H (a"(1),u"(), A"(1)), Wo € [-0.6,0], Wte[0,1] (4.149)
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geniigen. Aus

a * * ) ok g * RS Nk *
<8UH> (2%, 0", A%) = Af + Agu* = M +u (4.150)

folgt fiir die optimale Stellgréfie unter Beriicksichtigung der Stellgréflenbeschriankung

0 fir A} <0
u(t) =< -\ = —Ciet  fir 0< X <06 (4.151)
—0.6 fiir  \i > 0.6 .

Hieraus folgt, dass C7 > 0 gelten muss, denn fiir C; < 0 ist /_\f < 0 und damit u*(t) =0
fiir 0 <t < 1, woraus aber wegen z*(1) = e~ ! # 0 keine zulissige Losung resultiert.
Mit C; > 0 bzw. A\f > 0 muss deshalb die optimale StellgréBe u*(t) zwischen —Cyet
und —0.6 umschalten. Da \}(t) = Cje? streng monoton steigend in t ist, setzt man
eine stiickweise stetige Steuerung

_Ciet fall .
u*(t):{ Cret falls t € [0, '] (4.152)

—0.6 fallste (¢, 1]

mit einem Umschaltzeitpunkt (Eckpunkt) ¢ = ¢* an. Fir das Zeitintervall [0, ¢*]
errechnet sich die Losung von

55?1)(75) = _$>(k1)(75) + u”(t), f(kl)(o) =1 (4.153)

zu

1 1
zyy(t) = —5C1et +e ! (201 + 1) (4.154)
und fiir das Zeitintervall [¢*, 1] folgt aus
(o) (t) = —2(p)(t) +u™(t), a(y(1) =0 (4.155)

die Losung zu
2y (t) = 0.6(e! 1~ 1) . (4.156)

Nach (4.139b) muss die Hamiltonfunktion H (xz*(t),u*(¢), A*(t)) im gesamten Zeitin-
tervall konstant sein. Daraus folgt

N ()~ (m) + (1)) + 5 (u(n))? =

) 1 (4.157a)
AT(TQ)(—$Z<2)(7'2) + u*(TQ)) + §(u*(72))2 V7 €[0,c"], =2 € (¢, 1]
und nach Einsetzen
1 1
- (1 + 201) = —(10.6e + 50.62 : (4.157b)
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Hieraus ergeben sich die zwei moglichen Losungen C7; = 0.436 und C7 2 = 0.826.
Der Zeitpunkt der Umschaltung (Eckpunkt) ¢ = ¢* folgt aus der Stetigkeitsbedingung
der Zustandsgrofie

2y (") = 2(y) (") (4.158)

zu ¢i = 0.32 fiir C11 und ¢] = —0.32 fiir C; 2. Die fiir das betrachtete Zeitintervall
0 <t <1 relevante Losung lautet daher C1 = C 1 = 0.436.

Im néchsten Schritt wird gezeigt, wie sich das Minimumsprinzip von Pontryagin nach
Satz 4.10 dndert, wenn die Endbedingung x(¢;) = x; durch eine Endbeschrinkung der
Form x(¢1) € X1 mit einer glatten Mannigfaltigkeit X; (siehe auch Abschnitt 3.1.1) der
Dimension n — p ersetzt wird. Diese (n — p)-dimensionale Mannigfaltigkeit wird durch p
Gleichungen der Form

Yr(x) =0, k=1,...,p (4.159)

beschrieben. Der Tangentialraum 7z X; an der Stelle x = x ist dann in der Form

d
Toly = {d‘ <axq/)k(>“<))d 0 k=1,... ,p} (4.160)
definiert (siehe auch Abschnitt 3.1.1).

Satz 4.11 (Minimumsprinzip von Pontryagin, beschrankter Endzustand). Gesucht
ist die Stellgréfie u € (Cylto,t1])™ so, dass das Kostenfunktional (Lagrange-Form)

) — / " Ux(t), u(t) dt (4.161)

to

unter den Gleichungsbeschrankungen (dynamisches System)
x —f(x(t),u(t)) =0, x(to) =x0, x(t1)€ X; (4.162)

mit fester Anfangszeit to, freier Endzeit t1 < T und der glatten (n — p)-dimensionalen
Mannigfaltigkeit X1 minimiert wird. Dabei wird angenommen, dass | und f stetig in x
und u und stetig differenzierbar beziiglich x fir alle (x,u) € R™ x R™ sind. Weiters
sei (u*, %) € (Cylto, t5])™ x [to,T) die optimale Lisung des Optimierungsproblems
und x* die zugehorige Losung von (4.162). Dann existiert ein X* € (C [to, t5])" 1,

— _ T — _ T
A* = [(X“)T )‘ZH} = [)\}‘ ;+1] # 0 so, dass die Beziehungen (4.137)—

T
(4.140) wvon Satz 4.10 erfillt sind und X*(t]) = [A’l‘(t’{) /\,"ib(tf)} orthogonal
zum Tangentialraum 7_. (t;)Xl ist, d. h. es gelten die Transversalitatsbedingungen

AT E)d =0, vde Te(en) - (4.163)

X

Nach Satz 4.11 und (4.160) muss X*(¢}) sich also als Linearkombination der Gradienten
(%1/%) (x7) mit k£ =1,...,p darstellen lassen, d. h. in der Form

p b T
X)) = —) x7), x]=x"(t] 4.164
()= 2w gge) D X=X (1164)
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T
mit dem Lagrange-Multiplikator pu = [,ul ,up} € R?. Die Bedingung

rang( (52) ) =p w=[pr o ) (4.165)

entspricht der LICQ (linear independence constraint qualification) Bedingung der stati-
schen Optimierung mit Gleichungsbeschriankungen, siehe auch Definition 3.1.
Fir zeitvariante Systeme

x =f(t,x(¢),u(t)), x(to) =xo0 (4.166)
fithrt man eine weitere Zustandsgréfie der Form x,,41 = ¢ ein und entwirft fiir das erweiterte
System

d f
x| (4.167)
de Tn41 1
—_— ——
Xe fe(xe,u)

die optimale Steuerung gemaf Satz 4.10 oder Satz 4.11. Dabei wird vorausgesetzt, dass f
und [ stetig differenzierbar in ¢ sind.

4.2.5 Minimumsprinzip fiir eingangsaffine Systeme

Den weiteren Betrachtungen liege das eingangsaffine System

x =f(x,u) = fy(x) + Z fi(x)u; (4.168)
i=1
mit den Stellgréfenbeschrankungen der Form
uelU=[u,u"] bzw. w; €[u,uf], i=1,...,m (4.169)

(box constraints) zugrunde.

4.2.5.1 Kostenfunktional mit verbrauchsoptimalem Anteil

In der Literatur findet man im Zusammenhang mit dem Entwurf von verbrauchsoptimalen
Steuerungen héufig Kostenfunktionale der Form

t1 m
J(u):/ lo(x) + Y rifuil dt, r;>0. (4.170)
to i=1
Die zu (4.168) und (4.170) passende Hamiltonfunktion lautet (mit A,y = 1)

H(x,u,A\) = lp(x) + i rilug) + AT (fo(x) + f: fi(x)ui> . (4.171)

i=1 i=1
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Da der Anteil lo(x)+A"fy(x) in H unabhéngig von u ist, kann er im Minimierungsproblem
(4.138) vernachléssigt werden. Die Minimierung von H

min  H;(u;) = rilui| + (5, Mui, (%, X) = ATf(x) (4.172)
ui€lu; ut
kann nun fir jedes u;, i = 1,...,m, separat durchgefithrt werden. Der Term ¢;(x, A) spielt

eine wichtige Rolle bei der Lésung dieses Problems. Im aktuellen Abschnitt wird davon
ausgegangen, dass u; < 0 < u:r gilt. Sind diese Bedingungen nicht erfiillt, lassen sich
analog zu den nachfolgenden Ausfiihrungen sehr einfach Vorschriften zur Bestimmung der
optimalen StellgréBe ableiten. Abbildung 4.8 illustriert die unterschiedlichen Falle a)—d)
mit denen die optimale Stellgrofie

u;, falls gi(x,A) >
uf =<0 falls ¢(x,A) € (—rs,m), Vi=1,...,m (4.173)
uf  falls g;(x,A) < —r
komponentenweise bestimmt wird. Ein kritischer Fall liegt vor, falls auf einem Subintervall
I C [to, t1] die Bedingung ¢;(x(t), A(t)) = £r; identisch erfiillt ist. Die optimale Stellgréfe
¥ ist dann nicht mehr eindeutig aus der Minimierungsbedingung (4.172) bestimmbar.

U;
Dieser Fall wird als singuldr bezeichnet und im Abschnitt 4.2.6 ndher erldutert.

a) | H;(u;) fiir b) | H;(u;) fiir o) | Hy(u;) fiir | d) | H;(u;) fiir
qi € (—r;,0) q; € (0,7;) Qi < =Ty qi > Ti
A
rilui\ \ 7i|wil riluil \L ‘ qiu; fir q; > r;

ST |u2]
p
o

- | 4 | >

l ’U,z f 7 [ 'LLZ

,///min HZ(U’L) qiujg fur q; e (—T‘,L"O) min Hz(ul) N :

. min H;(u;)
qiu; fir g¢; < —r;

Abbildung 4.8: Verbrauchsoptimaler Fall, grafische Veranschaulichung von (4.172).

4.2.5.2 Kostenfunktional mit energieoptimalem Anteil

Unter dem Begriff energiecoptimale Steuerung wird héufig die Minimierung eines Kosten-
funktionals der Form

t1 1 m
J(w) = [ lo(x)+5 Y riui dt, 1> 0 (4.174)
to i=1
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verstanden. Analog zum vorherigen Fall kann die Minimierung der Hamiltonfunktion H

1
min  H;(u;) = fn'u? +gi(x, Nug,  q(x,A) = )\Tfi(x) (4.175)
wieder fiir jedes u;, i = 1,...,m, separat erfolgen. Durch den quadratischen Term mit

r; > 0 hétte die Funktion H;(u;) im unbeschrénkten Fall stets ein Minimum an der Stelle

1
u) = - qi(x, ). (4.176)

Falls u innerhalb des zuldssigen Intervalls [u; ,u; ] liegt, ist die optimale Losung von
(4.168), (4.169) und (4.174) durch u} = u? gegeben. Falls u) aufierhalb von [u; ,u;] liegt,
so befindet sich das Minimum von H;(u;) an der Schranke u; oder u;, da H;(u;) fiir
ud < wu; (bzw. uf > u) im Intervall [u; ,u]] streng monoton stezgend (fallend) ist, siehe
Abbildung 4.9. Somit ist die optimale Stellgroﬁe u*(t) komponentenweise wie folgt definiert

u; falls u? <u
uf = u?  falls uf e( l—, ul), i=1,...,m. (4.177)
uf  falls ud > uf
0 + 0 0 +
u; € (u; ,u;) u; <u u; > u
(2 (A (] (2 (] (2 (3
| |
| |
| |
| |
| |
| ! !
| | ! !
| | ‘ } |
| | !
0 £ O S S .
up u) wug ow up e

Abbildung 4.9: Energieoptimaler Fall, grafische Veranschaulichung von (4.175).

4.2.5.3 Zeitoptimales Kostenfunktional

Fiir zeitoptimale Probleme lautet das Kostenfunktional
t1
J(u) = 1dt= tl - to (4.178)

to

und die Hamiltonfunktion lisst sich in der Form (mit A, 3 = 1)

H(x,u,A) =1+ AT (fg(X) + i fi(x)ui> (4.179)
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anschreiben. Minimiert man die Hamiltonfunktion H wieder fir jedes u;, i = 1,...,m
separat
min  Hi(u;) = gi(x, Mg, gi(x,A) = ATi(x) (4.180)
ui€u; u; ]
so erhélt man die optimale Stellgrofle u* direkt in Abhéngigkeit des Vorzeichens von
qi(x,A), i =1,...,m, in der Form
- falls ¢;(x,A) >0
uj:{ug alls qi(x,A) >0, (4.181)
w; falls ¢i(x,A) <0
Diese Steuerung wird in der Literatur hdufig als Bang-Bang-Steuerung bezeichnet, da
lediglich zwischen den Maximal- und Minimalwerten des StellgréBenbereiches hin- und
hergeschaltet wird. Ein singuldrer Fall liegt vor, falls ¢;(x(t), A(¢)) auf einem Subintervall
I; C [to,t1] identisch Null ist. Die Hamiltonfunktion H ist dann unabhdngig von u;,
sodass H fiir jeden beliebigen Wert von wu; trivialerweise minimal ist. Die Minimumsforde-
rung (4.180) ist damit zwar erfiillt, liefert aber keine Informationen iiber die Wahl von
Uj .
In der Praxis wird der singuldre Fall oft durch einen zuséatzlichen Regularisierungsterm

t1 1 m
J(u)=/ L5 D omiuf dt, >0 (4.182)
t i=1

0

vermieden, wobei r; hinreichend klein gewahlt wird, um annidhernd Zeitoptimalitat zu
erzielen. Der Regularisierungsterm entspricht natiirlich einem energieoptimalen Anteil,
so dass (4.182) die Form (4.174) besitzt und die optimale Stellgrofie u* gemaf (4.177)
berechnet werden kann.

Beispiel 4.9 (Doppelintegrator). Zur Veranschaulichung des Minimumsprinzips von
Pontryagin wird die zeitminimale Uberfiihrung eines Doppelintegrators mit beschrink-
tem Eingang in den Ursprung x(¢1) = 0 betrachtet. Das Optimalsteuerungsproblem

T
mit dem Zustand x = [ml :1:2} kann wie folgt formuliert werden

t1
min / dt =1 (4.183a)
u(:) to=0
uBv. 71 =x9, dTo2=u (4.183Db)
x(0) =x¢, x(t1)=0 (4.183c)
lu(t)] <1 Vte[0,t]. (4.183d)

Mit der Hamiltonfunktion (A,+1 = 1) H(x,u,A) =1+ A\jz2 + Agu ergeben sich die
T
adjungierten Zustiande A* = [X{ )\’2‘} aus (4.137) zu

A =0 = N({t) =0 (4.184a)
Ny =M = A3(t)=—Cit+Co, (4.184b)
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wobei C und Cj Integrationskonstanten darstellen. Die Minimierungsbedingung (4.138)
flir die Hamiltonfunktion fiihrt auf die optimale Stellgréfie

1 falls A} <0
u*(t):{+ ams A (4.185)

—1 falls A} >0.

Der singuldre Fall, d.h. X\5(t) = 0 auf einem nicht verschwindenden Subintervall
t € I C [to,t1], kann hier nicht auftreten, da dann aufgrund von (4.184) A5(¢) = 0
und \j(t) = 0 auf dem Gesamtintervall [0,¢;] gelten miisste. Dies widerspricht aber
der Transversalitatsbedingung (4.140) fiir die freie Endzeit t;

G, Ny = 1+ N ()3 () + X0 (1) = 0. (4.186)

Der Fall A5(t) = 0 kann also nur zu diskreten Zeitpunkten auftreten. Zu diesen
Zeitpunkten wird u*(t) zwischen —1 und +1 umgeschaltet. Da \5(t) = —C1t + Co,
gibt es mazimal einen Umschaltzeitpunkt t = t5 im Zeitintervall [0, ¢}], an dem u*(t)
zwischen —1 und +1 wechselt. Somit existieren lediglich vier mdagliche Schaltsequenzen
{+1},{—1}, {+1, -1}, {—1,+1}, die fiir eine optimale Losung in Frage kommen. Da u
stets auf einem Zeitintervall konstant ist, stellen die Trajektorien in der (z1, z2)-Ebene
Parabeln dar.

Aufgabe 4.6. Zeigen Sie, dass die Losung von (4.183b) fiir u(t) = +1 = konst.
die folgende Parabelgleichung erfiillt

2

X
xlziJrc, u==+1. (4.187)

Das Optimierungsziel ist das schnellstmdgliche Erreichen des Ursprungs x(t1) =0
ausgehend von einem beliebigen Anfangspunkt x(0) = x¢. Der Ursprung ist aber nur

iiber die Schaltkurve x1 = x3/2 fiir u = 1 bzw. ¥ = —23/2 fiir u = —1 erreichbar,
siehe Abbildung 4.10. Diese beiden Félle kénnen mit der Funktion

1
S(ze) = —§x2|x2| (4.188)

unterschieden werden. Da lediglich die Schaltsequenzen {+1}, {—1}, {+1,—1},
{=1,41} fir u in Frage kommen, gibt es nur eine Méglichkeit, um den System-

T
zustand mit x(0) = xg = [551,0 x270:| schnellstméglich zum Ursprung x(¢1) = 0 zu
bringen:

o Falls z19 = S(x2,) gilt, ist keine Umschaltung notwendig, und x(¢;) = 0 wird
direkt {iber die Schaltkurve mit u(t) = 1 fiir 19 > 0 oder u(t) = —1 fir ;0 < 0
erreicht, siche Abbildung 4.10.
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o Falls x( nicht auf der Schaltkurve liegt, d.h. z1 9 < S(x2,0) oder z1 9 > S(z2,0),
ist genau eine Umschaltung notwendig, um zunéchst die Schaltkurve zu errei-
chen und anschlieend entlang dieser Kurve zum Ursprung zu laufen, siehe
Abbildung 4.11.

tu=-1
—u=1

Abbildung 4.11: Optimale Umschaltung fiir verschiedene Anfangspunkte xq.

Das optimale Stellgesetz lautet also

+1 falls 1 < S(z2)
1 fall =S5 d 0
W (t) = +1 falls a4 (x2) und 1 > (4.189)
—1 falls z; > S(x2)
—1 falls z; =S(x2) und 21 <0
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Daraus konnen auch der Schaltzeitpunkt ¢, und die minimale Endzeit ¢] berechnet
werden.

Aufgabe 4.7. Verifizieren Sie, dass der optimale Umschaltzeitpunkt ¢s und die
minimale Endzeit ¢] wie folgt definiert sind

—

(4.190)

[y

; { 2,0 —+ 51’%’0 + 1,0 falls T1,0 > 5(33270)
S p—

—x20 + 533%70 — 1,0 falls T1,0 < S(wg’g)

T90 + /2250 +4x1o falls 10> S(w20)
t] = —x20+ 1/2375’0 — 4z falls x19 < S(x2p) (4.191)

|.%'270’ falls .Z'L(] = S(Z'Q’(]).

Abbildung 4.12 zeigt die zeitoptimalen Trajektorien fiir den Doppelintegrator fiir

T
verschiedene Anfangswerte xg = [$170 :1;2,0} .

0.0 1.0 H I ..... _
os |l
. . Lo
A . < 0 ! ..... T S i
1o | |
_0 5 _.I ..... ' .............. .
| |
-1.5 ~1.0}t'—-Le—o
0 1 2 3 0 1 2 3 0 1 2 3
Zeit t Zeit t Zeit t
T T
— xoz[—l —1] - - xoz[—l 0] S xo_[—1 1}

Abbildung 4.12: Zeitoptimale Trajektorien des Doppelintegrators fiir verschiedene
Anfangswerte xg.

Aufgabe 4.8. Implementieren Sie das System (4.183b) mit dem optimalen Stell-
gesetz (4.189) in MATLAB/SIMULINK und verifizieren Sie die Ergebnisse in Ab-
bildung 4.12 fiir verschiedene Anfangswerte xo. Verwenden Sie ¢} geméaf (4.191)
als Zeithorizont fiir die Simulation.
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4.2.6 Der singulare Fall

Wenn auf einem endlichen Subintervall I C [tg, t1] die optimale Stellgrofie u* nicht aus
der Minimierungsbedingung (4.138) bestimmt werden kann, so liegt ein singulérer Fall vor.
Zur Verdeutlichung dieser Problematik soll im Weiteren das Optimalsteuerungsproblem

t
min J(u) = Clo(x) + h(x)u dt (4.192a)
u(- to
wBwv. x=fy(x)+fi(x)u, x(to) = %o (4.192Db)
u € Cylto, t1] (4.192¢)

mit skalarer und affin auftretender Stellgrofie u(t) betrachtet werden. Die grundsétzliche
Vorgehensweise ist aber auch auf allgemeinere Optimalsteuerungsprobleme anwendbar.
Die Hamiltonfunktion

H (%, 1, X) = lo(x) + XTfo(x) + (L (x) + ATHi(x) Ju (4.193)
ist affin in «. Die Funktion
C(t) = <§UH> (5,4, A) = 11 (x) + ATHi (%) (4.194)

wird als Schaltfunktion bezeichnet und fiir sie gilt entlang der optimalen Losung (*(t) =
C()[xmxer (1) A=r= (1) Wenn ¢*(¢) = 0 auf einem endlichen Zeitintervall I, C [to, 1] gilt, so
liefert die Minimierungsbedingung (4.138) keine Aussage fiir die optimale Stellgrofie v*(t)
V't € Is. Man spricht in diesem Fall von einem singuldren Pfad (Englisch: singular arc)
und es gilt folglich auch

dk
dtk

Entlang des singuldren Pfades ist die Minimierungsbedingung (4.138) fiir alle zuldssigen

(C*(t)=0 VkeN,tels. (4.195)

StellgroBen erfiillt, d. h. es gilt nicht nur %—Z = 0, sondern auch %2721 = (0. Um dennoch eine
optimale Stellgrofle u*(¢) ermitteln zu kénnen, sucht man die kleinste positive natiirliche
Zahl k so, dass gilt )
DL ) 20 (4.196)
Ou dtk ) ’
Man kann zeigen, dass k eine gerade Zahl sein muss und nennt p = k /2 die Ordnung des
singuldren Pfades. Entlang eines singuldren Pfades miissen die ZustandsgroBen x*(¢) und
die adjungierten Zustdnde A*(t) auf einer Mannigfaltigkeit definiert durch die Gleichungen
dk
@(g (t)=0 Vk=0,...,2p—1 (4.197)
zu liegen kommen. Ahnlich der Legendre-Clebsch Bedingung (4.92) muss entlang eines
singuldren Pfades fiir alle Zeiten t € I die sogenannte generalisierte Legendre-Clebsch
Bedingung
0 a%

(1) 52 (C(1) 2 0 (4.198)

erfiillt sein, vgl. [12].
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Beispiel 4.10. Gesucht ist das Minimum des Kostenfunktionals

T(u) = = /0 "2 dt (4.199)

fiir das dynamische System

T1=x9+u CL’l(O) =1 1'1(2)
ig = —u 1‘2(0) =1 1‘2(2)

(4.200a)

0
0 (4.200b)

unter Beriicksichtigung der Stellgrofienbeschrinkung —10 < u(t) < 10 fiir alle ¢ € [0, 2].
Die Hamiltonfunktion H fiir dieses Beispiel lautet (mit A\j,41 = A3 = 1)

1
H(x,u,A\) = A\ (22 +u) — Aou + 5@"% (4.201)

und die adjungierten Zustande A erfiillen geméf (4.137) die Gleichungen

d ., 9 * ok yK) *

&)\1 = —(%H> (X , U ,A ) = —I (4202&)
Ay —<8H> (X", u*, ) = — A} (4.202b)
dt 2 — 8.7;2 ’ ’ - 1 - .

Die optimale Losung v* mit —10 < u* < 10 muss der Ungleichung (4.138)
H(x*(t),v,\"(t)) > H(x*(t),u"(t),A"(t)), Vv e [-10,10] (4.203)

geniigen. Damit folgt zunéchst fiir die optimale Stellgréfle unter Berticksichtigung der
StellgroBenbeschrankung

10 fur A7 <A}
w(t) = WAL S A (4.204)
—10 fir A7 > Aj.
Fir A} = AJ tritt ein singuldrer Pfad auf. Eine Auswertung von (4.196)
8 * * * *
%H (X , U, A ) = Al - )\2 =0 (4205&)
d o d d
<o, (x*, u, A) =) —ut — =0 (4.205¢)
2 90 x*,u, = —x5 —u" — ] = .
o d? o
———H |(x*,u, ") = -1 4.205d
(audtgau )(x,u, ) 40 (42054)
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liefert die Ordnung p = 1 des singuldren Pfades. Aus (4.205¢) folgt

ut = —x5—x] (4.206)
und aus (4.205d) folgt
(—1)?! ﬁdiﬁﬂ (x*, u,A*) =1>0 (4.207)
Ou dt? Ou A ' '

Dies zeigt, dass die generalisierte Legendre-Clebsch Bedingung (4.198) hier erfiillt
ist. GeméaB (4.139b) muss die Hamiltonfunktion H (x*(t), u*(t), A*(t)) im gesamten
Zeitintervall konstant sein, d. h.

1
~(23)? + (A} — Ap)u* = C = konst. (4.208)

)\* *
122 + 7

Entlang des singuldren Pfades miissen x*(¢) und A*(¢) auf der durch (4.205a) und

(4.205b) definierten Mannigfaltigkeit A} = A5 = 27 liegen (siehe auch (4.197)), weshalb
sich fiir diesen Fall (4.208) zu

1
riry + i(x;f =C (4.209)

vereinfacht.

Aufgabe 4.9. Zeigen Sie, dass die optimale Stellgréfie durch

10 fir 0<t<0.299
u*(t) =< —a3 — a7 fiir 0.299 < t < 1.927 (4.210)
~10 fir 1.927 <t <2

gegeben ist.
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