3 Losung von Optimalsteuerungsproblemen
mit direkten Verfahren

Zur Vorbereitung auf die Ubung wird empfohlen, sich mit den im Folgenden vorgestellten
theoretischen Grundlagen sowie dem betrachteten Beispiel vertraut zu machen. Dariiber
hinaus wird empfohlen, die Aufgaben 1. und 2. zu lésen und sich grundsétzliche Gedanken
zur Umsetzung der vorgestellten Theorie in eine MATLAB-Implementierung zu machen.

Numerische Verfahren zur Losung von Optimalsteuerungsproblemen der Form

131(11)1 J(u(")) = o(t1,x(t1)) + s I(t,x(t),u(t)) dt (3.1a)
uw.B.v. x=f(t,x,u), x(to) = Xo (3.1b)
P(t1,x(t1)) =0 (3.1c)
h(t,x(t), u(t)) <0, Vit € [to,tl] (3.1(21)

werden haufig in direkte und indirekte Verfahren unterteilt. Indirekte Verfahren basieren
auf der Losung der notwendigen Optimalitdtsbedingungen. Diese liegen typischerweise
in Form eines Randwertproblems, das z. B. aus dem Minimumsprinzip von Pontryagin
resultiert, vor.

Direkte Verfahren beruhen auf einer Diskretisierung von (3.1). Diese geschieht iibli-
cherweise mit einer Parametrierung des Zustandes x(¢) und/oder der Stellgréfien u(t) im
Sinne einer Beschreibung der zeitlichen Verldufe mit endlich vielen Parametern. Dadurch
wird schlussendlich das unendlich-dimensionale Optimalsteuerungsproblem (3.1) auf ein
endlich-dimensionales statisches Optimierungsproblem reduziert, das mit Verfahren aus
der (beschrénkten) statischen Optimierung gelost werden kann.

Bei den direkten Verfahren wird haufig zwischen Teil- und Volldiskretisierung unter-
schieden. Im Folgenden soll ndher auf die Volldiskretisierung eingegangen werden. Dazu
betrachte man die Diskretisierung des Zeitintervalls [to, ¢1] in Form des Zeitgitters

to=tl<t?<-.. <tV =1 (3.2)

mit N als Anzahl der Stiitzstellen. Basierend auf diesem Zeitgitter wird eine Parametrie-
rung der Zustands- und Stellgréfen mit endlich vielen Parametern
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vorgenommen. Im Weiteren soll gelten u’ = u(t'), x* = x(t!), i = 1,2,..., N, siche
Abbildung 3.1. Die Parameter (3.3) stellen die Freiheitsgrade dar und werden zu einem
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Abbildung 3.1: Veranschaulichung der Parametrierung der Stellgrofie u(t).

Vektor der Optimierungsvariablen
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zusammengefasst'. Damit kann das Optimalsteuerungsproblem (3.1) in ein statisches
Optimierungsproblem tiberfiihrt werden. Der Wert des Kostenfunktionals (3.1a) wird mit
der Trapezregel in der Form

_ N _N Nfl} i+l i i ooi i i1 i+l it
Ja(y) Lp(t ,x)+;2<t t)[l(t,x,u)+l(t X u )} (3.5)

angendhert. Fiir die Ungleichungsbeschrénkungen (3.1d) wird vereinfachend gefordert,
dass sie lediglich an den Gitterpunkten erfiillt sind. Damit folgt

h(ti,xi,ui> <0, i=12...,N (3.6)
und fiir die Endbedingungen (3.1c) erhélt man
p(tV,xN) =0. (3.7)

Eine Diskretisierung des Differenzialgleichungssystems (3.1b) mit der impliziten Trapezregel
liefert die algebraischen Gleichungsbedingungen

S BN H[f(taxi’ui) + f(ti+17xi+1,u"+1)} =0, i=1,2,...,N—1

2
(3.8a)

!Dies zeichnet die Volldiskretisierung aus. Bei der Teildiskretisierung werden lediglich die Parameter
u',u?, ..., u” fir die StellgréBen in den Vektor der Optimierungsvariablen aufgenommen.
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Abbildung 3.2: Wagen-Pendel-System.

mit der zusatzlichen Restriktion
x! =xq . (3.8b)

Aus den bisherigen Ergebnissen folgt das zum Optimalsteuerungsproblem (3.1) zugeho-
rige statische Optimierungsproblem zu

m}jn Ja(y) (3.9a)
u.B.v. hy(y) <0 (3.9b)
gi(y) =0 (3.9¢)

wobei hy(y) aus (3.6) und g4(y) aus (3.7) und (3.8) resultieren.

Die Berechnung einer optimalen Steuerung mittels der gezeigten Methode der Volldiskre-
tisierung soll am Beispiel des Wagen-Pendel-Systems geméfl Abbildung 3.2 durchgefiihrt
werden. Dieses System besteht aus einem in z-Richtung verschiebbaren Wagen, an dem
frei drehbar ein Pendelstab befestigt ist. Die zugehorigen Systemgleichungen lauten

0 w
d lw mgasin(f)—dw+ma cos(6)u
x=—1||= J+maZ 3.10
G ; (3.10)
v u
f(t,x,u)

mit der Wagenposition s, dem Pendelwinkel 8, dem Massentrigheitsmoment J = 0.0361 kg m?,
dem Schwerpunktsabstand a = 0.42m und der Masse m = 0.3553 kg des Pendelstabes so-
wie der Erdbeschleunigung g = 9.81m/s? und dem Reibungskoeffizienten d = 0.005 N ms.
Die Stellgréfie u ist durch die Beschleunigung des Wagens u = § = © gegeben.
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Das zugrundeliegende Optimalsteuerungsproblem besitze die Form

min  J() = el x(t) + [ e xO.u0) & (31a)
uwB.v. x=f(t,x,u), x(tg) = %o (3.11Db)
P(t1,x(t1)) =0 (3.11c)
mit

o1, x(t1)) = %XT(tl)Sx(tl) S>0 (3.12a)
I(t,x,u) =1+ %(XTQX + RuZ), Q>0, R>0, (3.12b)

den Systemgleichungen geméf (3.10) und den Endbedingungen
P(t1,x(t1)) = Mx(t1) — b (3.12c)

mit M € R?** und ¢ < 4. Die Matrizen der linearen Endbeschrinkung (3.12c) und die
Gewichtungsmatrizen in (3.12a), (3.12b) lauten

1000 000 0
Lo 0100 000 0
M=1{0 10 0 Q= S = (3.13a)
0010 005 0
0001
0001 000 0
b=0 R=0.1. (3.13b)

Bearbeiten Sie folgende Aufgaben:

1. Berechnen Sie die Jacobimatrizen %(t,x,u), g—Z(t,x, u), g—i(t,x), %(t,x, u) und
%(t,x,u) der Funktionen f, ¢ und [ aus (3.10) und (3.12a), (3.12b). Ermitteln Sie

T
weiters den Gradienten (%—iﬁ) (y) der Kostenfunktion (3.5) in Abhéngigkeit der

Optimierungsvariablen y gemafl (3.4).

2. Schreiben Sie die im Folgenden aufgelisteten Funktionen in MATLAB und beachten
Sie dazu die nachstehenden Hinweise.

Hinweis:

e Achten Sie auf eine allgemeine Implementierung, sodass Sie die Parame-
terwerte des Systems und des Optimalsteuerungsproblems leicht dndern
konnen.

e Im Sinne einer einfachen und schnellen Implementierung kénnen Sie Va-
riablen, die in mehreren Funktionen bené6tigt werden, mittels des Schliis-
selworts global in jeder betreffenden Funktion als globale Variablen de-
klarieren und damit direkt darauf zugreifen. Alternativ kénnen Sie diese
Variablen auch z. B. in Form eines Struct Arrays nach den jeweils angege-
benen Funktionsargumenten iibergeben.
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e Achten Sie in Threr Implementierung darauf, die Anzahl der Diskretisie-
rungsstiitzstellen NV variabel zu belassen. Berticksichtigen Sie weiters, dass
das Zeitgitter (3.2) nicht zwingenderweise dquidistant sein muss, d. h. es
darf ¢! — % £ konst., i = 1,2,..., N — 1, gelten. Um dies umzusetzen
konnen Sie z.B. die Zeitpunkte ¢!,¢2,...,t" in einem Vektor speichern
und entweder als globale Variable oder als Feld eines Struct Arrays den
jeweiligen Funktionen (z.B. costFct) zur Verfiigung stellen.

e [f,dfdx,dfdu] = calcf(t,x,u): Berechnung der rechten Seite der System-

gleichungen gemé&s (3.10) und der Jacobimatrizen g—i und 375'

o [phi,dphidx] = calcphi(t,x): Berechnung der Endkosten geméafl (3.12a)

und der Jacobimatrix g—i.

o [1,d1dx,d1ldu] = calcl(t,x,u): Berechnung der Integralkosten gemaf (3.12b)

: . ol 0l
und der Jacobimatrizen B und -

o [Jd,dJdy] = costFct(y): Berechnung des Wertes der Kostenfunktion (3.5)
in Abhéngigkeit der Optimierungsvariablen y gemafl (3.4). Zusatzlich soll auch

der Gradient (%—‘?)T(y) in Form der Variable dJdy retourniert werden.
Hinweis: Uberpriifen Sie die Korrektheit Ihrer Implementierung durch
Vergleich mit der zur Verfiigung gestellten Funktion costFctVer.p. Diese
Funktion verwendet intern ein dquidistantes Zeitgitter mit tg = 0s, t; =
4s und N = 50 Diskretisierungspunkten. Sie akzeptiert ein Argument
in Form der Optimierungsvariablen y gemafl (3.4). Vergleichen Sie die
Riickgabewerte Ihrer Funktion mit denen von costFctVer.p fiir mehrere
verschiedene Werte der Optimierungsvariablen y.

Die folgende Aufgabe soll in der Ubungseinheit gelést werden:

3. Das beschriankte statische Optimierungsproblem (3.9) soll in MATLAB implementiert
und mittels der Funktion fmincon geltst werden.

a) Fiir fmincon wird dazu neben costFct eine Funktion [hd,gd] = constrFct(y)
benotigt, die die Werte der Funktionen h;(y) bzw. g4(y) in Form der Variablen
hd und gd berechnet.

Hinweis: Uberpriifen Sie die Korrektheit Ihrer Implementierung durch
Vergleich mit der zur Verfiigung gestellten Funktion constrFctVer.p.
Diese Funktion akzeptiert als Argument nur die Optimierungsvariable
y geméaf (3.4) mit der selben Diskretisierung wie costFctVer.p. Die
Systemparameter sind wie oben angegeben angenommen. Vergleichen Sie
die Riickgabewerte Ihrer Funktion mit denen von constrFctVer.p fiir
mehrere verschiedene Werte der Optimierungsvariablen y.

b) Losen Sie das Optimierungsproblem (3.9) mit fmincon. Verwenden Sie dafiir
to = 0s, t; = 4s und ein dquidistantes Zeitgitter mit N = 50 Punkten. Die
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T
Anfangsbedingung lautet xg = [7r 00 0} .

Hinweis: Verwenden Sie in fmincon den Algorithmus interior-point
und erhohen Sie die maximale Anzahl der Funktionsauswertungen mit der
Option MaxFunctionEvaluations.

c¢) Stellen Sie ihre Losung mithilfe der vorhandenen Funktion plotsol(y,t_1)
mit der Lésung des Optimierungsproblems y € R*Y und der Endzeit t_1.

4. Experimentieren Sie weiter mit fmincon um eine Aufschwingtrajektorie zu finden,
welche am realen Versuchsaufbau realisiert werden kann.

a) Berticksichtigen Sie dabei durch zusétzliche Box-Beschrinkungen, dass die
Wagenposition s(¢) und die Beschleunigung des Wagens u(t) physikalisch geméaf

—0.7m < s(t) <0.7m, Vi € [to, 1]
m m
beschriankt sind. Passen Sie gegebenenfalls die Anfangs- und Endbedingungen,

Endzeit sowie die Gewichtungsmatrizen des Optimierungsproblems an um diese
Bedingungen einhalten zu koénnen.

b) Speichern Sie die gefundene Trajektorie mithilfe des MATLAB-Befehls save
in eine Datei trajectory.mat. Speichern Sie dabei die Lésung in folgendem

Format
t = [tl tN]TeIRN
w=[u() u(®) ... u@)] RN
x=[x(t) x(?) ... x(tV)] eRV*.

Damit konnen die Trajektorien am realen Versuchsaufbau geladen und in
Echtzeit aufgeschalten werden.
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