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1 Einleitung

Unter Optimierung versteht man gemeinhin die Suche nach einem im Sinne einer bestimm-
ten Zielsetzung bestmoglichen Punkt (optimale Losung) in einem Entscheidungsraum,
wobei bei dieser Suche meist Nebenbedingungen zu berticksichtigen sind. Zur Systemati-
sierung solcher Entscheidungsfindungsprozesse kénnen mathematische Formulierungen
und Losungen von Optimierungsaufgaben (Optimierungsproblemen) verwendet werden.
Das vorliegende Skriptum gibt einen Uberblick iiber die mathematische Formulierung und
Loésung von Optimierungsaufgaben.

Es wird grundsétzlich zwischen statischen und dynamischen Optimierungsproblemen
unterschieden:

e Statisches Optimierungsproblem: Minimierung einer Funktion mit Optimierungs-
variablen, die Elemente eines finit-dimensionalen Raumes (z. B. dem Euklidischen
Raum) sind

e Dynamisches Optimierungsproblem: Minimierung eines Funktionals mit Optimie-
rungsvariablen, die Elemente eines unendlich-dimensionalen Raumes sind (z. B. Zeit-
funktionen)

In diesem Abschnitt soll anhand von Beispielen der prinzipielle Unterschied zwischen
statischen und dynamischen Optimierungsaufgaben verdeutlicht werden.

1.1 Statische Optimierungsprobleme

Unter einem statischen Optimierungsproblem wird das Minimieren einer Funktion f(x)
unter Berticksichtigung gewisser Nebenbedingungen verstanden, wobei die Optimierungs-
variablen x Elemente des Euklidischen Raumes R™ sind.

1.1.1 Mathematische Formulierung

Die Standardformulierung eines statischen Optimierungsproblems lautet

m]iE? f(x) Kostenfunktion (1.1a)
xeR™

uBv. gi(x)=0, i=1,...,p Gleichungsbeschriankungen (1.1b)

hi(x) <0, i=1,...,q Ungleichungsbeschrankungen. (1.1c)

)

Ist ein Optimierungsproblem ohne die Gleichungs- und Ungleichungsbeschrankungen (1.1b
und (1.1c) gegeben, spricht man von einem wnbeschrinkten Optimierungsproblem. Im
allgemeinen Fall, d. h. unter Beriicksichtigung der Nebenbedingungen (1.1b) und (1.1c),
handelt es sich um ein beschrinktes Optimierungsproblem.
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1.1 Statische Optimierungsprobleme Seite 3

Die Menge X C R", die die Gleichungs- und Ungleichungsbeschrankungen (1.1b) und
(1.1c) erfiillt,

X={xeR"|g(x)=0,i=1,....p, hi(x)<0,i=1,...,¢} (1.2)

wird als zuldssiges Gebiet oder zuldssige Menge (englisch: admissible region oder feasible
region) und jedes x € X als zuldssiger Punkt bezeichnet. Damit ldsst sich das statische
Optimierungsproblem (1.1) auch in der dquivalenten Form

min f(x) (1.3)

angeben. Im Falle von unbeschrankten Problemen gilt X = R”. X darf nicht die leere
Menge sein, da sonst das Optimierungsproblem (1.3) keine Losung besitzt. Eine weitere
notwendige Bedingung fiir X kann aus den Gleichungsbeschrankungen (1.1b) abgelei-
tet werden, da sich durch die p algebraischen Restriktionen g;(x) = 0 die Anzahl der
freien Optimierungsvariablen x € R"™ auf n — p reduziert. Somit darf die Anzahl p der
Gleichungsbeschrankungen (1.1b) nicht grofer als die Anzahl der Optimierungsvariablen
x € R" sein, da die zuldssige Menge A ansonsten leer sein kann.

In der Literatur hat sich weitgehend die Formulierung als Minimierungsproblem (1.1)
oder (1.3) durchgesetzt. Analog dazu kann ein Maximierungsproblem ebenfalls als Mini-
mierungsproblem geméf (1.3) geschrieben werden:

max f(x) = —(min —f(x))

XEX xeX

Neben der Bezeichnung statische Optimierung werden héaufig auch die Begriffe mathema-
tische Programmierung oder endlich-dimensionale Optimierung verwendet. Der Begriff
Programmierung ist eher im Sinne von Planung zu verstehen als im Sinne der Erstellung
eines Computerprogrammes.

Bei statischen Optimierungsproblemen werden haufig folgende Klassen unterschieden:

e Lineare Programmierung: Die Kostenfunktion und die Beschriankungen sind linear
(genauer affin).

e Quadratische Programmierung: Die Kostenfunktion ist quadratisch, wahrend die
Beschrankungen linear (genauer affin) sind.

e Nichtlineare Programmierung: Die Kostenfunktion oder mindestens eine Beschrén-
kung ist nichtlinear.

o Konvexe Programmierung: Konvexitat ist ein mathematischer Begriff, der im Hinblick
auf die Optimierung eine besondere Rolle spielt. Ein Optimierungsproblem ist
konvex, wenn die Kostenfunktion eine konvexe Funktion und das zuléssige Gebiet
eine konvexe Menge ist. Bei konvexen Optimierungsproblemen sind die notwendigen
Optimalitdtsbedingungen erster Ordnung gleichzeitig hinreichend fiir ein globales
Optimum.

o Integer-Programmierung: Alle Optimierungsvariablen sind diskret.

o Mized-Integer- Programmierung: Es treten kontinuierliche und diskrete Optimierungs-
variablen auf.
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1.1 Statische Optimierungsprobleme Seite 4

1.1.2 Beispiele

Insbesondere die lineare Programmierung wird haufig bei 6konomischen Fragestellungen,
wie Produktions-, Planungs- oder Investitionsproblemen, eingesetzt. Das folgende Beispiel
zeigt eine einfache Portfolio-Optimierung.

Beispiel 1.1 (Portfolio-Optimierung). Ein Anleger mochte 10.000 Euro gewinnbringend
investieren und hat die Auswahl zwischen drei Aktienfonds mit unterschiedlicher
Gewinnerwartung und Risikoeinstufung:

Fonds Erwarteter Gewinn/Jahr Risikoeinstufung

A 10% 4
B 7% 2
C 4% 1

Der Anleger méchte nach einem Jahr mindestens 600 Euro Gewinn erzielen. An-
dererseits mochte er sein Geld eher konservativ anlegen, d. h. er m6échte mindestens
4.000 Euro in Fonds C investieren und das Risiko geméfl der oben gegebenen Risi-
koeinstufung minimieren. Wie muss der Anleger die 10.000 Euro verteilen, damit
diese Kriterien erfiillt werden?

Zunichst werden die Optimierungsvariablen x1, x2, x3 eingefithrt, die den pro-
zentualen Anteil der investierten 10.000 Euro an den jeweiligen Fonds A, B, C
kennzeichnen. Dabei kann x3 durch die Beziehung

Ir3 = 1*5[71*1‘2 (14)

ersetzt werden. Der geforderte Mindestgewinn von 600 Euro lédsst sich als die Be-
schrankung

10.000(0.1z1 + 0.0722 + 0.04(1 — 21 — 22)) > 600 = 6x1 +3z2>2  (1.5)
ausdriicken. Die Mindestanlage von 4.000 Euro in Fonds C fiihrt zu
10.000(1 — z1 — x2) > 4.000 = 1+ x2 <0.6. (1.6)

Des Weiteren missen x1 > 0, z9 > 0 und z3 > 0 erfiillt sein. Mit diesen Beschrén-
kungen und (1.6) ist auch sichergestellt, dass z; < 1, 29 < 1 und z3 < 1. Das Ziel ist
die Minimierung des Anlagerisikos, was sich durch die Funktion

f(x) =421 + 222 + (1 — 21 — 22) = 1 + 321 + 29 (1.7)

ausdriicken lasst.
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1.1 Statische Optimierungsprobleme Seite 5

A xT9

6x1 + 3x0 = 2
-------- 1+ 29 = 0.6
® Optimum x*

wWIN

Hohenlinien f(x) = konst.
mit abnehmendem Betrag

N[

=

/ zuldssiges Gebiet X
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|
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Abbildung 1.1: Grafische Losung zur Portfolio-Optimierung.

Somit kann das statische Optimierungsproblem in der Form

min  f(x) =1+ 321 + 22 (1.8a)
x€R2

wB.v. 6z1+ 329 >2 (1.8b)

1+ 10 <0.6 (1.8¢)

x1 >0 (1.8d)

29 >0 (1.8¢)

geschrieben werden. Abbildung 1.1 stellt die einzelnen Beschrdnkungen sowie das
zuldssige Gebiet grafisch dar. Aus dem Verlauf der Hohenlinien f(x) = konst. der
Kostenfunktion (1.8a) ist direkt ersichtlich, dass der Punkt x* jene Ecke des zuléssigen
Gebiets X’ mit dem niedrigsten Wert von f(x) ist. Somit ergibt sich fiir die optimale
Verteilung der 10.000 Euro auf die einzelnen Fonds
x] = L x5 = s x3 = o

Ty P15 TR s
Das folgende Beispiel der quadratischen Programmierung soll den Einfluss von Beschran-
kungen auf eine optimale Losung verdeutlichen.

(1.9)

Beispiel 1.2. Betrachtet wird das (zunéchst) unbeschrénkte Problem

Jnin, f(x) = (21 =2 + (22— 1)*. (1.10)

Vorlesung und Ubung Optimierung (WS 2023/2024)
© Steinbéck, Institut fiir Automatisierungs- und Regelungstechnik, TU Wien



1.1 Statische Optimierungsprobleme Seite 6

Die Hohenlinien f(x) = konst. der Funktion f(x) sind in Abbildung 1.2 in Abhén-
gigkeit der beiden Optimierungsvariablen x = [z x5|' dargestellt. Es ist direkt

ersichtlich, dass das Minimum f(x*) = 0 an der Stelle x* = [2 1]T auftritt.

A2 A2
T T
Optimum: x* = [2 1], f(x*) =0 Optimum: x* = 0.8 16| , f(x*) =1.8

3+ 3+

F=225 g(x) =0

f =295
2 L 24 =t
F=025

14 14

- | -
o ~__ 7
1 2 3 1 3

Abb. 1.2: Geometrische Darstellung des  Abb. 1.3: Geometrische Darstellung des
unbeschrinkten Optimierungs- beschréinkten Optimierungs-
problems (1.10). problems (1.10), (1.11).

Um den Einfluss verschiedener Beschrankungen zu untersuchen, wird zunéchst eine
Gleichungsbeschrankung der Form (1.1b) betrachtet

g(x) =29 — 221 =0. (1.11)

Die Gleichungsbeschrinkung entspricht einer algebraischen Zwangsbedingung, wo-
durch lediglich noch eine Optimierungsvariable frei wahlbar ist. Geometrisch inter-
pretiert bedeutet dies, dass eine mogliche Losung auf jener Geraden liegen muss, die
durch (1.11) definiert wird (sieche Abbildung 1.3). Die optimale Losung liegt dabei auf
dem tangentialen Berithrpunkt der Geraden ¢g(x) = 0 mit der Hohenlinie f(x) = 1.8.
Anstelle der Gleichungsbeschréankung (1.11) wird nun die Ungleichungsbeschrén-

kung
hi(x) =21 +22—2<0 (1.12)

betrachtet, wodurch sich die Menge der zulissigen Punkte x = [z, 5|7 auf das
Gebiet links unterhalb der Geraden hi(x) = 0 beschriankt (sieche Abbildung 1.4). Das
Optimum f(x*) = 0.5 an der Stelle x* = [1.5 0.5]" befindet sich an der Grenze des
zuldssigen Gebiets und liegt, wie im vorherigen Szenario, auf einer Héhenlinie, die
die Gerade hi(x) = 0 tangential beriihrt.
Zusétzlich zur ersten Ungleichungsbeschrankung (1.12) soll eine weitere Ungleichung
der Form
ho(x) = 22 — 25 <0 (1.13)
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1.2 Dynamische Optimierungsprobleme Seite 7

betrachtet werden, durch die sich die Menge der zuléssigen Punkte weiter verkleinert
(siehe Abbildung 1.5). Der optimale Punkt x* = [1 1]T mit dem Minimum f(x*) =
1 liegt nun im Schnittpunkt der Kurven hi(x) = 0 und hg(x) = 0, d.h. beide
Beschrankungen (1.12) und (1.13) sind aktiv.

42 1 r2

. . T
Optimum: - Optimum: x* = {1 1] fx) =1

| zulassige
Menge X

zuldssige
Menge X

Abb. 1.4: Geometrische Darstellung des  Abb. 1.5: Geometrische Darstellung des
beschrinkten Optimierungs- beschrinkten Optimierungs-
problems (1.10), (1.12). problems (1.10), (1.12), (1.13).

Das obige Beispiel 1.2 verdeutlicht den Einfluss von Gleichungs- und Ungleichungsbe-
schrankungen auf die Losung (und Losbarkeit) eines statischen Optimierungsproblems. Die
systematische Untersuchung von statischen Optimierungsproblemen sowie die zugehorigen
Verfahren zur numerischen Lésung werden in spéteren Abschnitten behandelt.

1.2 Dynamische Optimierungsprobleme

Bei den Problemstellungen der statischen Optimierung im vorangegangenen Abschnitt
stellen die Optimierungsvariablen x Elemente aus einem finit-dimensionalen Raum, meist
dem Euklidischen Raum R"™, dar. Bei der dynamischen Optimierung hingegen wird in
einem Raum von Funktionen einer unabhéngigen Variablen nach einem Optimum gesucht.
Da es sich bei der unabhéngigen Variablen meistens um die Zeit ¢ handelt, wird in diesem
Zusammenhang von dynamischer Optimierung gesprochen.

1.2.1 Mathematische Formulierung
Die generelle Struktur eines dynamischen Optimierungsproblems lautet
t1

Il’l(il)’l J(u) = @(t1,x(t1)) + [ U(t,x(t),u(t)) dt Kostenfunktional (1.14a)
u(- to

Vorlesung und Ubung Optimierung (WS 2023/2024)
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1.2 Dynamische Optimierungsprobleme Seite 8

uwBv. x=f(t,x,u) Systemdynamik (1.14Db)
x(tp) = X Anfangsbedingungen  (1.14c)
P(t1,x(t1)) =0 Endbedingungen (1.14d)
hi(x,u) <0, i=1,...,q Ungleichungsbeschr.  (1.14e)

Dabei stellt u € R™ die Eingangsgrofie des nichtlinearen Systems (1.14b) mit dem Zustand
x € R™ dar. Zusétzlich zu den Anfangsbedingungen (1.14¢) sind héufig Endbedingun-
gen der Form (1.14d) gegeben, um z. B. einen gewtinschten Zustand x¢ zur Endzeit ¢; zu
erreichen (also 1 (t1,x(t1)) = x(t1) —x¢). In der Praxis treten haufig Ungleichungsbeschréan-
kungen (1.14e) auf, die z. B. die Begrenzung einer Stellgréfie oder Sicherheitsschranken
eines Zustandes darstellen kénnen.

Die Aufgabe der dynamischen Optimierung besteht nun darin, eine Eingangstrajektorie
u(t), t € [to,t1] derart zu finden, dass die Zustandstrajektorie x(t), t € [to, t1] des dynami-
schen Systems (1.14b) mit den Anfangsbedingungen (1.14c) die Endbedingungen (1.14d)
erfiillt, die Beschriankungen (1.14¢) erfillt werden und gleichzeitig das Kostenfunktio-
nal (1.14a) minimiert wird. Abhéngig davon, ob ¢; vorgegeben oder unbekannt ist, spricht
man von einer festen oder freien Endzeit t1.

Neben der Bezeichnung dynamische Optimierung werden héufig auch die Begriffe un-
endlich-dimensionale Optimierung, Optimalsteuerungsproblem oder dynamische Program-
mierung verwendet. Die folgenden Beispiele erldutern die Problem- und Aufgabenstellung
der dynamischen Optimierung.

1.2.2 Beispiele

Beispiel 1.3 (Inverses Pendel). Ein klassisches Problem in der Regelungstechnik ist
das inverse Pendel, das an einem Wagen drehbar befestigt ist. Als Beispielproblem
soll das seitliche Versetzen des Pendels betrachtet werden

t
min  J(u) :/11+cu2 dt, (1.15a)
u(')vtl 0
1 0] [ 0% sin 6
u.B.v. ERtd B e Sm_ —i—u’ e=m/(M+m) (1.15b)
cost 1 0 —sin 6
T T
xO) =00 & 0o, xt)=[1 0 7 0], (1.15¢)
—1<u<l. (1.15d)

Die vereinfachten Bewegungsgleichungen (1.15b) fiir die Zustinde x = [z & 6 6T
sind normiert. Der Eingang u stellt die am Wagen angreifende Kraft dar und ist
durch (1.15d) beschrankt. Die Masse des Pendels wird mit m, diejenige des Wagens
mit M bezeichnet. Abbildung 1.6 zeigt exemplarisch das seitliche Versetzen des
Pendels, um die Bewegung zu verdeutlichen.
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1.2 Dynamische Optimierungsprobleme Seite 9

05 0 0.5 1 1.5

Abbildung 1.6: Momentaufnahmen beim Versetzens des inversen Pendels.

Das Kostenfunktional (1.15a) und somit der Charakter des Optimierungsproblems
héngt von dem Parameter ¢ ab. Fiir ¢ = 0 ergibt sich die Aufgabe, die Endzeit ¢ zu
minimieren

t
Jwy=[ 1dt=t. (1.16)
0

Fiir ¢ > 0 wird der Eingang u im Kostenfunktional (und somit der Stellgrofienauf-
wand) mitberiicksichtigt.

Position z

Winkel 6

Eingang u

Abbildung 1.7: Optimale Trajektorien beim Versetzen des inversen Pendels.

Abbildung 1.7 zeigt die optimalen Trajektorien fiir den Parameterwert € = 0.5 sowie
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1.2 Dynamische Optimierungsprobleme Seite 10

fiir die Werte ¢ = 0, ¢ = 0.25 und ¢ = 1. Fiir ¢ = 0 weist der Eingang u sogenanntes
Bang-Bang-Verhalten auf, wiahrend fiir ¢ > 0 die Steueramplituden kleiner werden
und die benétigte Zeit t; zunimmt.

Dieses Beispiel verdeutlicht, dass nicht zu jedem Optimierungsproblem eine Losung
existiert, insbesondere wenn die Endzeit t; nicht festgelegt ist. Wie aus Abbildung 1.7
ersichtlich, vergroBert sich die Endzeit ¢; bei zunehmender Gewichtung von u? im
Vergleich zum zeitoptimalen Anteil in dem Kostenfunktional (1.15a). Wenn nur die
Stellgrofle u gewichtet wiirde, d. h.

J(u) = /Otlu2 dt, (1.17)

hétte das Optimierungsproblem keine Losung, da das Versetzen des Pendels dann
unendlich langsam, d. h. mit mit {; — oo, ablaufen wiirde.

Beispiel 1.4 (Goddard-Rakete [1.1, 1.2]). Ein klassisches Optimierungsproblem aus
der Raumfahrt ist die Maximierung der Flughohe einer Rakete unter dem Einfluss von
Luftreibung und Erdbeschleunigung. Dieses Problem wurde von Robert H. Goddard
im Jahr 1919 aufgestellt und kann in der normierten Form

m(igl — h(t1) (1.18a)
. . u—D(h,v) 1 . U

wBv. h=wv, 0= - 770 M=, (1.18Db)
h0) =1, v(0) =0, m(0) =1, m(t;)=0.6, (1.18¢)
0<u<35 (1.18)

geschrieben werden.
Die Zustandsgroflen sind die Flughohe h, die Geschwindigkeit v und die Masse m
der Rakete. Die Luftreibung D(h,v) héngt iiber die Funktion

D(h,v) = Do v?elf1=h] (1.19)

von den Zustdnden h und v ab. Die Randbedingungen in (1.18c) umfassen die nor-
mierten Anfangsbedingungen sowie die Endbedingung fiir m(¢1), die dem Leergewicht
der Rakete ohne Treibstoff entspricht. Der Eingang des Systems ist der Schub u, der
innerhalb der Beschrédnkungen (1.18d) liegen muss.

In Abbildung 1.8 sind die optimalen Trajektorien fiir die Goddard-Rakete dargestellt.
Die verwendeten Parameterwerte lauten ¢ = 0.5, Dy = 310 und 8 = 500. Der Schub
u(t) ist am Anfang maximal und weist dann einen parabelférmigen Verlauf auf, bevor
der Treibstoff verbraucht ist. Dieses Verhalten wird durch den Luftwiderstand D(h, v)
hervorgerufen, der mit zunehmender Hohe abnimmt. Es ist somit im Falle eines hohen
Luftwiderstandes optimaler nicht permanent mit vollem Schub zu fliegen.
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Abbildung 1.8: Trajektorien fiir die Goddard-Rakete.

Beispiel 1.5 (Okonomisches Modell [1.3, 1.4]). Ein weiterer Anwendungszweig der dy-
namischen Optimierung sind wirtschaftliche Prozesse. Das folgende Beispiel beschreibt
das Verhalten eines typischen Konsumenten, der Konsum, Freizeit und Bildung tiber
die Lebensdauer optimieren will. Der Bildungsgrad B und das Kapital K eines
durchschnittlichen Konsumenten lassen sich durch folgendes Modell beschreiben

Weiterbildung  Vergessen

. —— =~

B= Bfusuz — 0B B(0) = By (1.20a)

K= iK +B — . K(0) =K. 1.20b
K uag(us) — U1 (0) = Ko (1.20b)

Verzinsung  minkommen Konsum

Die Eingangsgréfien sind der Konsum u;, der Anteil der Arbeitszeit an der Gesamt-
zeit uy sowie der Anteil der Fortbildungszeit an der Arbeitszeit us. Die Eingénge
unterliegen den Beschrankungen

U1 >0, 0<uy < 1, 0<usz <1 (1.21)

Das Optimierungsziel des Konsumenten ist die Maximierung von Konsum, Freizeit
und Bildung tiber die Lebensdauer von ¢; = 75 Jahren, was in dem (zu minimierenden)
Kostenfunktional

t
J(u) = —K*(t) — [ U(t,ur,us, B)e " dt . (1.22)

to
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ausgedriickt ist. Die Nutzenfunktion
U(t, Uy, U2, B) = Oéou(f + Bo(l — U/Q)ﬂ + ’)/075.8’y (123)

gewichtet dabei den Konsum wq, die Freizeit 1 —uo und den Bildungsgrad B, wéihrend
der Endwert —K"(t1) in (1.22) zusétzlich das Vererbungskapital berticksichtigt.

Die optimalen Zeitverldufe des Bildungsgrades B(¢) und des Kapitals K (t) sind
in Abbildung 1.9 dargestellt. Die Funktion g(us) in (1.20b) ist durch die Parabel
g(uz) = 1— (1 —a)ug — au? gegeben. Die verwendeten Parameterwerte lauten a = 0.3,
a=—-1,a0=-1,=-05,00=—-1,v=0.2,v% =5, s =0.2, p=0.01, e = 0.35,
0 =0.01,7=0.04, By = 1 und Ky = 30.

Die ersten 17 Jahre stellen die Lernphase dar (d.h. ug = 1). Daraufhin folgt eine
lange Arbeitsphase von 34 Jahren mit einem hohen Mafl an Weiterbildung, bevor in
den néchsten 10 Jahren (52.—-61. Lebensjahr) eine reine Arbeitsphase mit zusétzlich
reduzierter Arbeitszeit ug stattfindet. Ab dem 62. Lebensjahr setzt der Ruhestand ein.
Der Bildungsgrad B ist besonders hoch im Alter von 30-60 Jahren. Das Kapital K ist
negativ wahrend der ersten Lebenshélfte, was der Aufnahme eines Kredites entspricht.
Im Laufe des Lebens wird dies aber durch das steigende Einkommen kompensiert.

CQ 30 ........... 5 ......... l .......... l ....... ]

3 100
= 90 =

o0 <

2 o0
5 10 2 9
=

Konsum wu;

0 20 40 60 0 20 40 60 0 20 40 60
Zeit t Zeit t Zeit t

Abbildung 1.9: Optimale Trajektorien fiir das Konsumentenverhalten.

1.3 Mathematische Grundlagen

In diesem Abschnitt werden kurz einige mathematische Begriffe und Grundkonzepte
erlautert, die das Verstdndnis der weiteren Kapitel erleichtern.
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1.3.1 Infimum und Minimum

Definition 1.1 (Infimum). Es sei Y C R eine nichtleere Menge. Das Infimum von ),
kurz inf ) geschrieben, bezeichnet die grofite untere Schranke von ), d.h. es existiert
eine Zahl v = inf Y so, dass gilt

(a) z>afirallex e )y

(b) fiir alle @ > « existiert ein z € ) so, dass z < & .

Existiert fiir eine nichtleere Menge Y ein Infimum, so muss dieses nicht automatisch
in ) enthalten sein. Als Beispiel dazu betrachte man die Menge ) = (0, 4+00). In diesem
Fall gilt offensichtlich inf Y =0 ¢ Y.

Fiir die folgende Definition wird angenommen, dass X C R" die zuldssige Menge des
betrachteten Optimierungsproblems geméaf (1.2) bezeichnet.

Definition 1.2 (Globale und lokale Minima). Die Funktion f(x) besitzt in X’ an der
Stelle x*

(a) ein lokales Minimum, falls fiir eine Norm || - || ein € > 0 so existiert, dass gilt
f(x*) < f(x) fir alle x € {x € X | ||x — x*|| < &},
(b) ein striktes lokales Minimum, falls fir eine Norm || - || ein € > 0 so existiert,

dass gilt f(x*) < f(x) fir alle x € {x € X |||x —x*|| <&, x #x*},
(c) ein globales Minimum, falls f(x*) < f(x) fir alle x € X', und
(d) ein striktes globales Minimum, falls f(x*) < f(x) fir alle x € X\{x*}.

Abbildung 1.10 zeigt unterschiedliche Arten von Minima fiir eine Funktion in einer
Optimierungsvariablen.

4 ()

lokal, strikt

global, strikt
X T

T
—_
/

Abbildung 1.10: Verschiedene Minima einer Funktion f(z) mit x € X C R.

An dieser Stelle sei betont, dass ein Punkt x*, der die Funktion f(x) in der Menge X
minimiert, in X" enthalten sein muss. Ein Punkt x, dessen Funktionswert f(x) gerade dem
Infimum inf{ f(x) |x € X'} entspricht, muss jedoch nicht existieren, auch nicht auerhalb
von X.
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Af(2)

/
T

Abbildung 1.11: Nichtexistenz von Minima.

Die Menge aller Minima wird oftmals in der Form
G =argmin{f(x)|x € X} (1.24)

angeschrieben, wobei G sowohl leer sein kann als auch aus endlich oder unendlich vielen
Punkten bestehen kann. Im Falle eines strikten globalen Minimums in & versteht man
unter dem Ausdruck X = arg min{ f(x) |x € X'} meist jene Funktion, die gerade den Punkt
X € X zurtckgibt, der die Funktion f(x) global minimiert.

1.3.2 Existenz von Minima

Abbildung 1.11 zeigt drei Félle, bei denen kein Minimum existiert. In Abbildung 1.11(a)
ist das Infimum von f(x) in der Menge X = («,3) durch f(B) gegeben. Da aber X
nicht abgeschlossen ist und somit 5 ¢ X, existiert in diesem Fall kein Minimum. In
Abbildung 1.11(b) ist der linksseitige Grenzwert lim,_,.- f(z) das Infimum von f(x) in
der Menge X = [, f]. Auch in diesem Fall existiert auf Grund der Unstetigkeit von f(x)
das Minimum nicht. Im letzten Fall, Abbildung 1.11(c), existiert das Minimum ebenfalls
nicht, da f(x) in der unbeschréankten Menge X = {# € R |z > a} nach unten hin nicht
beschrankt ist.

Der nachfolgende Satz gibt nun hinreichende Bedingungen fiir die Existenz einer Losung
von Optimierungsproblemen an.

Satz 1.1 (Satz von Weierstrass). Es sei X' eine nichtleere und kompakte (abgeschlos-
sene und beschrénkte) Menge und f : X — R stetig auf X. Dann ist die Menge aller
Minima G = argmin{ f(x) | x € X'} nichtleer und kompakt.

Der Beweis dieses Satzes ist beispielsweise in [1.5, 1.6] zu finden. Es sei an dieser Stelle
betont, dass Satz 1.1 eine hinreichende jedoch nicht notwendige Bedingung fiir die Existenz
einer optimalen Losung angibt. Als Beispiel dazu betrachte man die Minimierungsaufgabe
minge (1,1 22, die zeigt, dass mit = 0 ein Minimum gegeben ist, obwohl die Menge
X = (—1,1) offen und damit nicht kompakt ist.
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1.3.3 Gradient und Hessematrix

Die Berechnung von Ableitungen erster und zweiter Ordnung einer Kostenfunktion f(x) ist
von fundamentaler Bedeutung in der Optimierung. Da im Falle von unstetigen Funktionen
oder unstetigen Ableitungen Probleme auftreten konnen (sowohl numerischer als auch
theoretischer Natur), wird oft angenommen, dass alle Funktionen eines Optimierungspro-
blems stetig und hinreichend oft differenzierbar sind. So nicht anders erwéhnt, gilt dies
auch fiir diese Vorlesung. Im Rahmen der Optimierungsalgorithmen spielen der Gradient
und die Hessematrix eine bedeutende Rolle.

Definition 1.3 (Gradient). Es sei f : X — R eine stetig differenzierbare Funktion,
d.h. f € C'. Dann bezeichnet

of
T o1
vHe=(3) =1 (1.25)
of
OTn

den Gradienten (also die 1. partielle Ableitung) von f(x) an der Stelle x =
[z1 ... zn)T.

Definition 1.4 (Hessematrix). Es sei f : X — R eine zweifach stetig differenzierbare
Funktion, d.h. f € C2. Dann bezeichnet

a2f ... _9f
ox3 0x10zn
(V) =| z (1.26)
?fr ... &f
O0zn0z1 ox2

die Hessematrix (also die 2. partielle Ableitung) von f(x) an der Stelle x =
[ml “e xn]T.

Im Falle von Funktionen f(z) mit nur einem skalaren Argument wird die V-Notation
hiufig durch f’(x) und f”(x) ersetzt.
Aus der Stetigkeit der 2. partiellen Ableitungen folgt Kommutativitét, d. h.

0% f B 0% f
8xi8xj'_ 8xj8xi'

Daraus ergibt sich (V2f)(x) = (sz)T(X), d.h. die Hessematrix ist symmetrisch. Folg-
lich hat sie stets rein reelle Eigenwerte. In der Optimierung ist oft von Bedeutung, ob
Hessematrizen positiv (semi-)definit sind. Diese Eigenschaft kann wie folgt untersucht
werden.
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Satz 1.2 (Definitheit von Matrizen). Die Definitheit einer symmetrischen Matriz
A € R™™ lasst sich durch folgende Bedingungen charakterisieren:

Matriz A ist (@) (b) (c)

fir alle p € R™ alle n Figen- fir alle n Haupt-
mit p # 0 gilt  werte \; sind minoren D; gilt
positiv semi-definit: pTAp>0 >0 -
positiv definit: p'Ap >0 >0 D; >0
negativ semi-definit: prAp <0 <0 -
negativ definit: pTAp<0 <0 (-1)*'D; <0

Die Eigenwerte A;, i = 1,...,n der Matrix A sind die Lésungen der Gleichung
det(A\AE—A) =0,

wobei E die Einheitsmatrix der Dimension n darstellt. Die Hauptminoren D; sind die
Determinanten der linken oberen Untermatrizen von A,

ailp ... Qip

Dlzdet([all}), Dgzdet<[all “121),...7Dn:det ST N

a12 Q22
Alp .. Qpp

wobei a;; das Element in der i-ten Zeile und j-ten Spalte von A bezeichnet, d.h. A =
[aij]i j=1,..n- Um die Definitheit einer symmetrischen Matrix A zu bestimmen, muss
lediglich eine der drei Bedingungen (a)—(c) in Satz 1.2 ausgewertet werden, da jede fiir sich
notwendig und hinreichend ist. Das Kriterium (c) wird auch Sylvester-Kriterium genannt
und kann nicht fiir semi-definite Matrizen verwendet werden.

Die positive Definitheit einer symmetrischen Matrix A kann alternativ zu den Be-
dingungen (a)—(c) aus Satz 1.2 auch mit Hilfe der Cholesky-Faktorisierung iiberpriift
werden. Gemaf dieser Methode gilt, dass eine symmetrische Matrix A genau dann positiv
definit ist, wenn sie sich in der Form A = GG faktorisieren lisst, wobei G eine untere
Dreiecksmatrix mit positiven Diagonaleintragen ist.

Bei der Abschétzung von Funktionen werden héufig der Gradient und die Hessematrix
im Rahmen des Mittelwertsatzes (Satz von Taylor) verwendet.

Satz 1.3 (Mittelwertsatz, Satz von Taylor). Es sei f(x) eine stetig differenzierbare
Funktion, d.h. f € CY, in einer Menge X, die das Liniensegment [x1,X2] beinhaltet,
dann existiert eine reelle Zahl o, 0 < o < 1 so, dass gilt

f(x2) = f(x1) + (x2 —x1) (V) (x1 + afx2 — x1)) - (1.27)
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Ist die Funktion f(x) zweifach stetig differenzierbar, d.h. f € C?, dann existiert eine
reelle Zahl a, 0 < a < 1 so, dass die Beziehung

F(x2) = f(x1) + (32 = x1) " (VF) (1) +%<><2 —x1) " (V2F) (k1 + a3z = x1)) (%2 = %1)
(1.28)
gilt.

1.3.4 Berechnung von Ableitungen

Zur konkreten Berechnung von Ableitungen kénnen verschiedene Verfahren verwendet
werden.

Analytisches Differenzieren

Ist f(x) als analytischer Ausdruck gegeben, so konnen Ableitungen direkt mittels analyti-
scher Differenzierung berechnet werden.

Algorithmisches Differenzieren

In der Optimierung steht die Kostenfunktion f(x) haufig nicht als geschlossener ana-
lytischer Ausdruck zur Verfiigung sondern in Form von Funktionen (Algorithmen), die
in einem Computerprogramm realisiert sind. In diesem Fall bietet das algorithmische
Differenzieren, gelegentlich auch automatisches Differenzieren genannt, eine komfortable
Moglichkeit Ableitungen zu berechnen. Das Verfahren nutzt die Regeln der analytischen
Differentiation (Differentiationsregeln fiir elementare Funktionen, Kettenregel, Produkt-
regel, Summenregel, Quotientenregel, Ableitungsregel fiir inverse Funktionen, etc.) um
ein neues Computerprogramm zu erstellen, das die gewiinschten Ableitungen von f(x)
berechnet. Die Programmschritte werden dabei so organisiert, das eine effiziente und
zugleich moglichst genaue Berechnung der Ableitungen erreicht wird. Mehr Informationen
iiber das algorithmische Differenzieren ist z. B. unter http://www.autodiff.org oder in
[1.7] zu finden.

Ableitungsberechnung mit Differenzenquotienten

Eine ndherungsweise Ableitungsberechnung ist auch numerisch durch Bildung von Dif-
ferenzenquotienten moglich [1.8]. Fiir eine allgemeine, hinreichend oft differenzierbare
Funktion f(x) sind in Tabelle 1.1 Beispiele fiir Differenzenquotienten gegeben. Hierbei ist
h die Schrittweite und e; der Einheitsvektor mit dem Eintrag 1 an der Stelle ¢. Die Tabelle
enthélt auch die Ordnungen der Fehler, welche bei dieser ndherungsweisen Ableitungsbe-
rechnung entstehen kénnen. Das sind Abschneidefehler und Rundungsfehler, wobei e, der
maximale relative Fehler zufolge von Rundungsoperationen bei Gleitkommaarithmetik ist.

Die Herleitung von Differenzenquotienten und die Berechnung der zugehérigen Abschnei-
defehler konnen mittels Taylorreihenentwicklung am Punkt x bzw. dem Mittelwertsatz
1.3 erfolgen [1.9]. Der Abschneidefehler ergibt sich, weil die Taylorreihenentwicklung bei
einer bestimmten Ordnung abgebrochen wird und eine finite Schrittweite h > 0 verwendet
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Ableitung, Formel Abschneide- Rundungs-
Richtung fehler fehler
1. Ableitung, _[fx+he;) - f(x) -1
vorwarts (VF)(x) = I h Ll ..... n o) Oterh )
1. Ableitung, [ f(x) = f(x— hey) -1
riickwérts (VF)(x) = I h Ll ..... n o) Oterh )
1. Ableitung, _[f(x+he;) — f(x— he;) 9 1
zentral (V) (x) ~ _ 2h LL. n o) Olerh™)
2. Ableitung, (V1) 00 = [/(x-+ hei +hep) — flxthe) 0 o
vorwarts — f(x+hej) + f(X)]; jor,. n/h

<V2f) (x) = [f(x+ he; + hej)
2. Ableitung, — f(x+ he; — hej) (Q(hQ) O(e h*2)
zentral — f(x — he; + he;)

+ f(x —he; — hej)]z‘,j:1,...,n/(4h2)

Tabelle 1.1: Differenzenquotienten.

werden muss. Der Abschneidefehler ist also der Methode geschuldet und entsteht selbst bei
exakter Berechnung des Funktionswertes f(x). Der Rundungsfehler ist auf die praktisch
nicht exakte numerische Berechnung von f(x), f(x = he;) und f(x + he; & he;) bei
Verwendung von Gleitkommaarithmetik zuriickzufithren. Wie auch nachfolgendes Beispiel
zeigt, kann der Rundungsfehler fiir h — 0 unbeschrankt anwachsen.

Beispiel 1.6. Beispielhaft soll nun die Herleitung und Fehlerberechnung fiir den
Vorwirtsdifferenzenquotient zur Approximation des Gradienten (erste Zeile in Ta-
belle 1.1) durchgefithrt werden. Eine Taylorreihenentwicklung von f(x) liefert unter
Beriicksichtigung des Mittelwertsatzes 1.3

h2 92 f
+ 5 502 (1.29)

(2

of

f(X+hei):f(X)+ha$i

x+ahe;
mit « € (0,1). Daraus folgt

Of | flx+he)— f(x) hof

)

(1.30)

x+ahe;
—_————
Abschneidefehler, O(h)

Geht man nun davon aus, dass e, der maximale relative Fehler durch die in der
Gleitkommaarithmetik notwendigen Rundungsoperationen bei der Auswertung der
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Funktionen f(x+ he;) und f(x) ist, so ergibt sich im schlechtesten Fall der berechnete
Wert

f(x+he)(1+e)— f(x)(1—e)

h

f(x+ he;) — f(x) n (f(x 4 hei) + f(x))er (1.31)
h h

Rundungsfehler, O(e,h~ 1)

als Approximation von 0f/0z;|x. Der Gesamtfehler folgt daher in der Form

f(x+ he;) — f(x) n (f(x+hei)) + f(x))e, Of

h h  Omily
——
Berechneter Wert Exakter Wert (1.32)
h 0?f (f(x+ he;) + f(x))er
= — 2 + *
2 0x; h
? x+o¢hei

Abbildung 1.12 zeigt wie in diesem Fall die Absolutwerte von Abschneide-, Rundungs-
und Gesamtfehler von h abhingen. Es existiert also eine optimale Schrittweite i, um
den Gesamtfehler zu minimieren.

Fehler

‘T

Gesamtfehler

Abschneidefehler

Rundungsfehler

> h

Abbildung 1.12: Absolutwerte der Fehler bei der Approximation des Gradienten durch

den Vorwartsdifferenzenquotienten in Abhéngigkeit der Schrittweite
h.

In Tabelle 1.1 und Beispiel 1.6 wurde nur der Rundungsfehler durch Gleitkommaa-
rithmetik bei der Auswertung der Funktionen f beriicksichtigt. Tatséchlich treten solche
Rundungsfehler aber auch bei der Berechnung von Differenzenquotienten selbst auf, also
z. B. bei der Auswertung von

f(x+ he;) — f(x)

h

Bei der Differenzbildung im Zahler dieses Ausdrucks kann es zu erheblichen Genauigkeits-

(1.33)
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verlusten durch Ausléschungsfehler kommen [1.10]. Beim Rechnen mit Gleitkommaarithme-
tik miissen alle Eingangsgrofien, Zwischenergebnisse der auftretenden Elementaroperatio-
nen und Endergebnisse auf die Zahl der Mantissenstellen gerundet werden. Als Ausldschung
bezeichnet man das Annulieren fithrender Mantissenstellen bei der Subtraktion zweier
(dhnlicher) Zahlen [1.11]. Geht man davon aus, dass mit M Mantissenstellen gerechnet
wird und zwei zu subtrahierende Zahlen sich in m fiihrenden Mantissenstellen gleichen,
so bleiben im Ergebnis nur noch M — m giiltige von Null verschiedene Mantissenstellen
iibrig, was direkt die erzielbare Genauigkeit einschriankt. Je dhnlicher sich daher zwei
zu subtrahierende Zahlen sind, desto kleiner wird M — m, was bei der Berechnung von
Differenzenquotienten im Falle A — 0 zur Unbrauchbarkeit des Ergebnisses fiihrt.

Beispiel 1.7 (Ausloschungsfehler). Man betrachte die Rechnung
0.123456 — 0.123 455 = 0.000001 . (1.34)

Ist in den beiden Eingangsgrofien auch nur die letzte Nachkommastelle zufolge von
fritheren Rundungsfehlern unsicher, so kann das Ergebnis 0.000 001 véllig falsch sein,
d. h. keine einzige giiltige von Null verschiedene Nachkommastelle besitzen.

Neben den Fehlerordnungen, Rundungsfehlern und Ausléschungsfehlern spielt auch der
jeweilige Rechenaufwand bei der Wahl eines Differenzenquotienten eine Rolle. Bei der
nidherungsweisen Berechnung von (V f)(x) erfordern einseitige Differenzenquotienten n + 1
Auswertungen der Funktion f und der zentrale Differenzenquotient 2n solche Auswertungen.
D.h. bei der ndherungsweisen Berechnung von (V f)(x) steigt der Berechnungsaufwand
mit der Ordnung O(n). Bei der niherungsweisen Berechnung von (V2f)(x) steigt der
Berechnungsaufwand mit der Ordnung O(n?).

Ableitungsberechnung mittels komplexer Funktionsauswertung

Im Englischen ist die nachfolgend beschriebene Methode zur naherungsweisen Ableitungs-
berechnung als complex step derivative bekannt [1.12, 1.13]. Diese numerische Methode
ist nur auf holomorphe Funktionen anwendbar. Holomorphe Funktionen werden auch als
komplex differenzierbar bezeichnet.

Definition 1.5 (Holomorphe Funktion). Eine Funktion f : X — C mit X C C nennt
man holomorph, falls der Grenzwert

}{ii%f(ﬁh}z_f(z) VzeX (1.35)

mit h € C existiert.

Eine Funktion f : X — C in mehreren Variablen, d.h. X C C", ist genau dann ho-
lomorph, wenn sie holomorph ist beziiglich jeder einzelnen Variable bei festgehaltenen
iibrigen Variablen.

Die erste Ableitung einer holomorphen reellen Funktion f(x), d.h. f : R” — R, kann
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naherungsweise mit der Formel

Im(f(x + hlei)):| (1.36)
i=1,...,n

(V) ~ |

=1,...,

berechnet werden, wobei h > 0 eine kleine reelle Schrittweite darstellt. Zur Herleitung
von (1.36), wird f(x) zunéchst in eine Taylorreihe

B of | h2ef|  h3.o3f
f(x —+ hIeZ) = f(X) + hI axl y — ? 87;1,‘? i — F 67:[;3’ oo (137)

mit « € (0,1) entwickelt. Dividiert man den Imaginérteil von (1.37) durch h, so folgen
daraus
of

ox;

~ Im(f(x+ hle;)) +hja37f
. h 6 Ox3

7

(1.38)

x+ahle;

Abschneidefehler, O(h?)

und somit direkt die Komponenten von (1.36). In dhnlicher Weise werden in [1.14]
Formeln zur ndherungsweisen Berechnung von zweiten Ableitungen mittels komplexer
Funktionsauswertung hergeleitet.

(Vf)(x) kann also mit nur n komplexen Auswertungen der Funktion f ndherungsweise
berechnet werden, wobei ein Abschneidefehler der Ordnung O(h?) erzielt wird. Der Run-
dungsfehler besitzt die Ordnung O(e,h~!). Ein zentraler Vorteil dieser Methode gegeniiber
der Ableitungsberechnung mit Differenzenquotienten ist, dass bei der Berechnung der
ersten Ableitung kein Ausloschungsfehler auftritt (keine Subtraktion dhnlicher Zahlen
notig), weshalb h sehr klein gewéhlt werden kann. Dies gilt im Allgemeinen nicht mehr
fiir hohere Ableitungen. Der Nachteil dieser Methode liegt im geringfiigig hoheren nu-
merischen Aufwand, da mit komplexen Zahlen gerechnet werden muss. In [1.13] wird
der Zusammenhang zwischen dieser Methode und dem algorithmischen Differenzieren
diskutiert.

Aus dem Realteil von (1.37) folgt noch

f(x) = Re(f(x + hle;)) + O(h?) . (1.39)

Wird also eine Ableitung 0f/0x; berechnet, so erhélt man ohne zusétzliche Funktionsaus-
wertungen auch eine Néherung fiir den Wert f(x).

1.3.5 Satz iiber implizite Funktionen

Satz 1.4 (Satz iiber implizite Funktionen). Es sei f : R™ x R™ — R™ eine stetig
differenzierbare Funktion. Sind an einem Punkt (X,y) € R™ x R™

f(x,y)=0 (1.40)
und oE(x.3)
X,y -
rang <3y > = (1.41)

y=y
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erfillt, so existieren eine offene Umgebung X € R™ von X, eine offene Umgebung
Y € R™ von y und eine stetig differenzierbare Funktion g : X — Y genau so, dass

fx,y)=0 < y=gx) V(x,y) e X x)Y (1.42)

gilt.

Folglich gilt auch f(x,g(x)) = 0 Vx € X. Fiir gegebenes x kann der eindeutige Wert
g(x) (ohne explizite Kenntnis der Funktion g(x)) durch numerisches Losen der Gleichung

f(x,y)=0 (1.43)

nach y berechnet werden. Die Jacobi-Matrix (Vg)(x) € R™ ™ kann (ohne explizite
Kenntnis der Funktion g(x)) durch implizites Ableiten in der Form

-1
(Ve = - HCGEN(FE] ) (1.44)

berechnet werden.

1.3.6 Konvexitat

Die Eigenschaft der Konvexitét ist von grofler Bedeutung in der Optimierung und erlaubt
haufig eine einfache (numerische) Losung einer Optimierungsaufgabe. Der Begriff konvez
kann sowohl auf Mengen als auch auf Funktionen angewandt werden.

1.3.6.1 Konvexe Mengen

Definition 1.6 (Konvexe Menge). Eine Menge X C R™ nennt man konwvez, falls fiir
alle x,y € X und alle reellen Zahlen o mit 0 < o < 1 gilt

(ax+(1—a)y) e X. (1.45)

FEine geometrische Interpretation dieser Definition ist, dass eine Menge X C R™ genau
dann konvex ist, falls die Verbindungslinie zwischen zwei beliebigen Punkten x,y € X
komplett in X enthalten ist. Abbildung 1.13 zeigt fiir den Raum R? einige Beispiele
konvexer und nicht-konvexer Mengen.

LA

) konvex ) konvex ) nicht-konvex ) nicht-konvex
Abbildung 1.13: Beispiele von konvexen und nicht-konvexen Mengen im R2.

Konvexe Mengen besitzen folgende Eigenschaften:
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(a) Die Schnittmenge von konvexen Mengen ist wiederum konvex.

(b) Wenn X C R eine konvexe Menge, A € R"*™ eine feste Matrix und b € R ein
fester Vektor ist, dann ist die Menge

{Ax+b|xec X} CR™ (1.46)

ebenfalls konvex. D.h. das Bild einer konvexen Menge unter einer affinen Transfor-
mation ist konvex.

(¢) Wenn X und ) konvexe Mengen sind, dann ist die Menge
{x+ylxeXx, yeY} (1.47)
ebenfalls konvex.

Diese Eigenschaften sind u.a. bei der Charakterisierung der Konvexitéit der zuldssigen
Menge X einer Optimierungsaufgabe von Bedeutung.
1.3.6.2 Konvexe Funktionen

Definition 1.7 (Konvexe und konkave Funktionen). Es sei X C R" eine konvexe
Menge. Man nennt die Funktion f : X — R konvezr auf X, falls fiir alle x,y € X und
alle reellen Zahlen o mit 0 < o < 1 gilt

flax+(1-a)y) <af(x)+(1-a)f(y) (1.48)

Die Funktion f nennt man strikt konvez, falls fiir alle @ mit 0 < o < 1 und x # y gilt

flax+(1-a)y) <af(x)+(1-a)f(y) (1.49)
Man nennt die Funktion f (strikt) konkav, falls — f (strikt) konvex ist.

Die Definition 1.7 kann wie folgt geometrisch interpretiert werden: Eine Funktion f ist
konvex (konkav), falls fiir alle x € X, y € X und 0 < o < 1 alle Funktionswerte f(ax +
(1— ) y) entlang der Achse f unterhalb (oberhalb) oder auf der Verbindungslinie zwischen
(x, f(x)) und (y, f(y)) liegen. Abbildung 1.14 zeigt fiir den skalaren Fall einige Beispiele
konvexer und konkaver Funktionen. Es ist direkt ersichtlich, dass affine Funktionen sowohl
konkav als auch konvex sind.

Konvexe Funktionen besitzen folgende Eigenschaften:

(a) Die Summenfunktion

k
fx) =Y ai fi(x) (1.50)
i=1

von auf der konvexen Menge X konvexen Funktionen f;(x), i = 1,...,k mit den
reellen Koeffizienten a; > 0,7 =1,..., k ist auf X ebenfalls konvex.
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J(2) f(2) W (2)
e 0= ; -
(a) strikt konvex (b) konvex (nicht (¢) konkav (d) weder konvex
strikt) noch konkav

(b)

Abbildung 1.14: Beispiele von konvexen und konkaven Funktionen.

Ist die Funktion f(y) auf der konvexen Menge Y C R™ konvex und existieren eine
konvexe Menge X C R", eine feste Matrix A € R™*" und ein fester Vektor b € R™
so, dass

{Ax+b|xe X} CY (1.51)

gilt, dann ist die Funktion )
F(x) = f(Ax + D) (1.52)

konvex auf X.

Ist die Funktion f(x) auf der konvexen Menge X konvex, so ist die Menge
{x € X|f(x) <} (1.53)
fiir alle Werte ¢ € R ebenfalls konvex, siche Abbildung 1.15.

FEine stetig differenzierbare Funktion f € C ist genau dann konvex auf der konvexen
Menge X, wenn fiir alle x,y € X die Ungleichung

Fy) 2 f(x) + (y =) (Vf)(x) (1.54)

erfilllt ist. Die geometrische Interpretation der Ungleichung (1.54) ist, dass an
jedem Punkt x einer konvexen Funktion f(x) eine sogenannte stitzende Hyperebene
(skalarer Fall: stitzende Tangente) existieren muss, oberhalb oder auf der f(x)
verlduft. Dies ist in Abbildung 1.16 veranschaulicht.

FEine zweifach stetig differenzierbare Funktion f € C? ist genau dann konvez auf
der konvexen Menge X', wenn die Hessematrix (V2f)(x) positiv semi-definit fiir alle
x € X ist. Falls die Hessematrix (V2f)(x) positiv definit ist, so folgt daraus die
strikte Konvexitit der Funktion f(x). Die Umkehrung dieser Aussage ist jedoch
nicht giiltig, wie man sich anhand der Funktion f(x) = z* iiberzeugen kann. Diese
Funktion ist strikt konvex, aber die zugehorige Hessematrix an der Stelle z = 0 ist
identisch Null.
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f(x) Konvexe Funktion f(x)

Schnittebene
fx)=c

Z2

D
Tl

Konvexe Schnittmenge
{xeR?| f(x) <c}

Abb. 1.15: Konvexe Menge, die durch den

Schnitt einer konvexen Funktion — App. 1.16: Stiitzende Tangente einer

f(x) mit der Ebene f(x) = konst. konvexen Funktion f(z).
entsteht.

Aufgabe 1.1. Beweisen Sie die Eigenschaften (a)—(e) von konvexen Funktionen. Nutzen
Sie fiir den Beweis der Eigenschaft (¢) den Mittelwertsatz, siehe Satz 1.3, im Speziellen
(1.28).

Aufgabe 1.2. Zeigen Sie, dass die Funktion f(x) = z] + 2} — 27129 + 23 mit x =
[#1 2] € R? iiber ihrem gesamten Definitionsbereich R? konvex ist.
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2 Statische Optimierung: Unbeschrankter
Fall

In diesem Kapitel werden unbeschrinkte statische Optimierungsprobleme der Art

i 2.1

Jnin - f(x) (2.1)

betrachtet. Die Abschnitte 2.2 bis 2.6 behandeln numerische Verfahren zur Lésung solcher

Optimierungsprobleme. Im nachfolgenden Abschnitt werden Optimalitdtsbedingungen fiir
das Problem (2.1) formuliert.

2.1 Optimalitatsbedingungen

Satz 2.1 (Notwendige Optimalititsbedingung erster Ordnung). Es sei f € C eine
Funktion definiert auf R™. Wenn x* ein lokales Minimum von f auf R™ ist, dann gilt

(V)(x*) =0. (2.2)

Beweis. Man betrachte die Funktion g(a) = f(x*+ad) mit einer beliebigen Richtung
d € R™ und a > 0. Fiir beliebige Werte o > 0 gilt x*+ ad € R", so dass die Funktion
g(«) wohldefiniert ist. Diese Funktion muss am Punkt o = 0 ein lokales Minimum
besitzen. Entwickelt man g(«) um den Punkt o = 0 in eine Taylorreihe und bricht
diese nach dem linearen Glied ab, so erhilt man

g(a) = g(0) + g'(0)a + O(a?) (2.3)

mit ¢’(0) = d¥(Vf)(x*). Der Restterm O(a?) klingt quadratisch nach Null ab,
d. h. schneller als der lineare Term ¢'(0)a. Wére nun ¢’(0) < 0, dann wiirde fiir ein
hinreichend kleines o > 0 gelten g(a)) —g(0) < 0, was im Widerspruch zu der Annahme
steht, dass & = 0 bzw. x* ein Minimum ist. Daher muss gelten ¢’(0) = dT(V f)(x*) > 0.
Dies kann aber nur dann fiir beliebige d € R" erfiillt sein, wenn (V f)(x*) = 0 gilt.

U

Beispiel 2.1. Man betrachte das Optimierungsproblem

min f(z1,29) = 23 — x129 + 23 — 315 . (2.4)
x€R?
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Aus den notwendigen Optimalitdtsbedingungen erster Ordnung geméa8 (2.2)

201 —x2 =0 (2.5a)
—x1+ 229 =3, (2.5b)

folgt die eindeutige Losung x* = [1 2]T. Es kann mit Hilfe des nachfolgenden
Satzes 2.3 gezeigt werden, dass x* in diesem Fall sogar ein striktes globales Minimum
ist.

Die Optimalitdtsbedingung geméfl Satz 2.1 ist notwendig aber nicht hinreichend. Die
Bedingung gibt lediglich an, dass es sich bei dem betreffenden Punkt um einen Eztremal-
punkt (auch als stationdrer Punkt bezeichnet) handelt, und wird von einem Minimum,
Maximum oder Sattelpunkt gleichermafien erfiillt, siehe Abbildung 2.1.

f(z)
f(ZEl, 1’2) AN
Maximum
Sattelpunkt
Minimum
T2
x Hohenlinien

(a)

Abbildung 2.1: Beispiele von stationaren Punkten im ein- und zweidimensionalen Fall.

Satz 2.2 (Notwendige Optimalititsbedingungen zweiter Ordnung). Es sei f € C?
eine Funktion definiert auf R"™. Wenn x* ein lokales Minimum von f auf R™ ist, dann
gelten die Bedingungen

(a) (VH)(x)=0 (2.6a)
(b) (sz) (x*) ist positiv semi-definit. (2.6b)

Aufgabe 2.1. Beweisen Sie Satz 2.2. Hinweis: Orientieren Sie sich dabei am Beweis
von Satz 2.1.

Auch Satz 2.2 beschreibt lediglich notwendige Optimalitdtsbedingungen, wie man sich
einfach anhand der Funktion f(x) = 22 {iberzeugen kann. Diese Funktion besitzt an der
Stelle x* = 0 einen Extremalpunkt (f'(z*) = 3(2*)? = 0) und obwohl die zweite Ableitung
f"(z*) = 62* = 0 positiv semi-definit ist, ist 2* = 0 kein Minimum. Die Funktion hat an
der Stelle z* = 0 einen Sattelpunkt.

Es kénnen nun folgende hinreichende Optimalitdtsbedingungen angegeben werden.
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Satz 2.3 (Hinreichende Optimalititsbedingungen zweiter Ordnung). Es sei f € C?
eine Funktion definiert auf R™. Wenn die Bedingungen

(¢) (VHx)=0 (2.72)
(b) (V2f> (x*) ist positiv definit (2.7b)

erfillt sind, dann ist x* ein striktes lokales Minimum von f auf R".
Aufgabe 2.2. Beweisen Sie Satz 2.3.

Beispiel 2.2. Fir das Optimierungsproblem

min f(x) = 2% + ax3 — 2129 (2.8)
x€R?

sollen die stationdren Werte x* in Abhéngigkeit des Parameters a # i charakterisiert
werden. Der Gradient und die Hessematrix von f(x) ergeben sich zu

(V) = [2“ ) 1’] (V)0 = [ ’ ‘1] . (29)

2ax9 — 11 -1 2a

Aus (Vf)(x*) = 0 folgt x* = [0 0]" als einziger stationdrer Punkt. Die Definitheit

der Hessematrix (V2f)(x) an der Stelle x* liisst sich mit Hilfe der Hauptminoren
(Sylvesterkriterium, siehe (c) in Satz 1.2) untersuchen

Dy=2 Dy=4a—1. (2.10)

Somit ist (V2f)(x*) positiv definit fiir a > £ und x* = [0 0]7 stellt ein striktes
Minimum dar. Fiir a < § ist D; > 0 und Dy < 0 und (V?f)(x) somit indefinit. In

diesem Fall ist x* = [0 0]" ein Sattelpunkt, ahnlich wie er in Abbildung 2.1(b) fiir
a = —1 dargestellt ist.

Wenn die Funktion f(x) konvex ist, dann ist die notwendige Optimalitdtsbedingung
erster Ordnung geméaf Satz 2.1 auch hinreichend. Um dies zu sehen, beachte man, dass mit
beliebigem y € R™ wegen der Konvexitit von f(x) mit dem Minimum x* die Ungleichung

Fy) = f(x) + (v =x) T (V)(x') = f(x) (2.11)
=0
gilt. Die Satze 2.1 bis 2.3 liefern nur Aussagen zu lokalen Minima. Wenn die Funktion

f(x) konvex oder strikt konvex ist, dann kénnen nachfolgende Bedingungen fiir globale
Minima angegeben werden.

Satz 2.4 (Globale Minima einer konvexen Funktion). Es sei f(x) eine konveze
Funktion auf R™. Die Menge aller Minima G = argmin{f(x)|x € R"} ist konvex.
Jedes lokale Minimum x* € G von f ist auch ein globales Minimum. Ist f(x) strikt
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konvex, so ist X* ein striktes globales Minimum.

Beweis. Angenommen c beschreibt den minimalen Wert von f. Dann ist die Menge
G ={x|x e R" f(x)<c} gemaB (1.53) konvex, womit der erste Teil des Satzes
gezeigt ist.

Der zweite Teil des Satzes kann mittels Beweis durch Widerspruch gezeigt werden.
Angenommen x* ist ein lokales Minimum aber kein globales Minimum von f auf R™.
Dann existiert ein Punkt y € R"™, der die Ungleichung f(y) < f(x*) erfillt. Geméa8
der Definition 1.7 fiir konvexe Funktionen gilt dann fiir alle a € [0, 1]

Flox" +(1—a)y) < af(x") +(1—a)f(y) < af(x")+(1—a)f(x") = f(x) . (2.12)

Dies zeigt, dass mit @ — 1 Punkte ax* 4+ (1 — a)y gefunden werden konnen, die
beliebig nahe bei x* liegen, deren Funktionswerte f(ax*+(1—a)y) aber strikt kleiner
sind als f(x*). Dies verletzt die Definition eines lokalen Minimums an der Stelle x*
und steht daher im Widerspruch zu Annahme. Folglich kann kein Punkt y € R"
existieren, der die Ungleichung f(y) < f(x*) erfiillt und x* ist ein globales Minimum.

In dhnlicher Weise kann der dritte Teil des Satzes gezeigt werden. Die Annahme,
dass x* kein striktes globales Minimum ist, also ein Punkt y € R" existiert, der die
Gleichung f(y) = f(x*) erfiillt, fiithrt fiir eine strikt konvexe Funktion f(x) auf einen
Widerspruch. ]

2.2 Rechnergestiitzte Minimierungsverfahren: Grundlagen

Da die Bestimmung eines (lokal) optimalen Punktes x* von (2.1) durch analytische Losung
der Stationaritdtsbedingung (V f)(x*) = 0 von (2.7a) (n nichtlineare Gleichungen in x*)
nur in seltenen Féllen moglich ist, ist man im Allgemeinen auf numerische Verfahren
zur Suche von x* angewiesen. Viele der in dieser Vorlesung besprochenen Algorithmen
finden den exakten Punkt x* nicht in einer endlichen Anzahl von Rechenschritten, sondern
generieren eine Folge {x}}, entlang welcher die zu optimierende Funktion f(x) abnimmt,
d.h.

f(Xk+1) < f(Xk), k=0,1,2,..., (2.13)
und die zumindest fiir k& — oo gegen x* konvergieren soll, d. h.
lim xj = x". (2.14)
k—o0

Solche Algorithmen werden auch als iterative Abstiegsverfahren (englisch: iterative descent
methods) bezeichnet und (2.13) als Abstiegsbedingung. Neben der anhand von (2.14) zu
beantwortenden Frage, ob ein Algorithmus prinzipiell gegen die richtige Losung x* konver-
giert, interessiert, wie rasch er dies tut. Es ist also das (globale) Konvergenzverhalten des
Algorithmus zu analysieren. Zumeist wird diese Analyse basierend auf einer Fehlerfunktion
e : R" — R, welche e(x) > 0 fiir alle x € R™ und e(x*) = 0 erfiillt, durchgefiihrt. Als
Fehlerfunktion kann z. B. der Abstand

e(x) =|x—x"| >0 (2.15a)
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im Sinne einer Norm || - || oder die Kostendifferenz

e(x) = F(x) — f(x7) 2 0 (2.15b)

verwendet werden [2.1]. Das Konvergenzverhalten eines Algorithmus kann nun anhand der
zu {x;} gehorenden Folge {ej} mit e = e(xy) analysiert werden. Zunéchst sollen dazu
die Begriffe Konvergenzordnung und Konvergenzrate einer Folge von Skalaren definiert
werden.

Definition 2.1 (Konvergenzordnung, Konvergenzrate). Es sei {ex} eine Folge von
Skalaren, die gegen den Grenzwert 0 konvergiert. Die Konvergenzordnung der Folge
{ex} ist die kleinste obere Schranke (Supremum) der nichtnegativen Zahlen p, fiir die
gilt

0 < lim lersal _ p < 00. (2.16)

k—r00 ’€k|p

Als zugehorige Konvergenzrate bezeichnet man die Zahl u. Es werden folgende Félle
unterschieden:

e Im Fall p=1 und p € (0,1) spricht man von linearer Konvergenz.

e Im Fall p > 1 mit 4 > 0 oder p =1 mit u = 0 spricht man von superlinearer
Konvergenz.

e Im Fall p = 2 mit p > 0 spricht man von quadratischer Konvergenz.

e Im Fall p = 3 mit g > 0 spricht man von kubischer Konvergenz.

Im Wesentlichen beschreiben die Konvergenzordnung und die Konvergenzrate das
Verhalten einer Folge fiir £ — co. Groflere Werte der Konvergenzordnung p bedeuten, dass
die Folge schneller konvergiert, da die Folgenelemente ej (zumindest fiir sehr grofie Werte
von k) mit der p-ten Potenz abnehmen. Analoges gilt fiir kleinere Werte der Konvergenzrate

.

Beispiel 2.3. Die Folge {a*} mit 0 < a < 1 konvergiert mit der Konvergenzordnung
p =1 und der Konvergenzrate p = a gegen Null. Zunéchst gilt, dass nur fiir p < 1
die Bedingung

k+1
lim = lim o' 077 < oo (2.17)
koo akp k—oo '
erfiillt ist. Mit p = 1 folgt dann
k+1
klggo = a=H (2.18)

fir die Konvergenzrate p.

Aufgabe 2.3. Zeigen Sie, dass die Folge {a2k} mit 0 < a < 1 mit der Konvergenzord-
nung 2 und der Konvergenzrate 1 gegen 0 konvergiert.
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Beispiel 2.4. Die Folge {kik} hat die Konvergenzordnung 1, da nur fir p < 1 die
Bedingung

lim LA lim k(k>kk:’“(¥’—1>—1 — lim 1SR < o (2.19)
k—o00 (k‘ + 1)k+1 k—oo k+1\k+1 k—oo € )

erfillt ist. Mit p = 1 ergibt sich dann

T AR . (k )k 0 0 (2.20)
1m = 11m = U— = = (). .
Fooe (k+ 1M koo k+ 1\k+ 1 ¢ F

Folglich konvergiert die Folge {kik} superlinear gegen Null.

Abschlieflend stellt sich die Frage, ob das beobachtete Konvergenzverhalten eines Opti-
mierungsalgorithmus von der gewéhlten Fehlerfunktion e(x) abhéngt. Es ldsst sich zeigen
(vel. [2.2]), dass die Konvergenzordnung eines Optimierungsalgorithmus von der Wahl der
Fehlerfunktion e(x) weitgehend unabhéngig ist. Dies gilt nicht fiir die Konvergenzrate.

Die bekanntesten numerischen Verfahren zur Lésung der unbeschriankten statischen
Optimierungsaufgabe (2.1) sind die so genannten Liniensuchverfahren (englisch: line
search methods). Der folgende Abschnitt gibt einen kurzen Uberblick iiber géingige Lini-
ensuchverfahren. Im Anschluss daran werden mit der Methode der Vertrauensbereiche
und dem direkten Suchverfahren zwei alternative Losungsmethoden fiir unbeschrénkte
statische Optimierungsaufgaben vorgestellt.

2.3 Liniensuchverfahren

Initialisierung:  x¢ (Startlosung)
k=0 (Startindex)
while x; ist nicht optimal
Wahle geeignete Suchrichtung sy,
Wahle optimale Schrittweite gemaB
ap = arg gl>il([)1f(xk + asg)
Xg41 < X + Sk
k+—k+1
end

Tabelle 2.1: Genereller Ablauf eines Liniensuchverfahrens.

Tabelle 2.1 zeigt die grundsétzliche algorithmische Struktur eines Liniensuchverfahrens.
Zum Iterationsschritt k ermittelt man vorerst eine geeignete Suchrichtung bzw. Abstiegs-
richtung sg. Sie soll so gewéhlt werden, dass, wenn man sich hinreichend wenig vom Punkt
Xy, aus in diese Richtung bewegt, also

Xk4+1 = Xk + Sk (2.21)
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mit einer geeigneten Schrittweite oy, > 0, die Abstiegsbedingung (2.13), d. h.

f(xga1) = f(xg + agpsg) < f(xx) (2.22)

erfiillt ist. Nun wird die optimale Schrittweite o, > 0 durch Lésung des skalaren Optimie-

rungsproblems
oréilé% g(ag) = f(xk + agsk) (2.23)

bestimmt. Die Iteration wird solange wiederholt, bis ein Abbruchkriterium erfiillt ist, z. B.
bis eine gewéhlte Fehlerfunktion betraglich kleiner als ein vorgegebener Schwellwert ist.
Abbildung 2.2 veranschaulicht das Prinzip der Liniensuche anhand von einem Iterati-
onsschritt fiir eine (nicht konvexe) Kostenfunktion f(x) mit x € R? bei einer gegebenen
Suchrichtung sj. In diesem Zusammenhang wird auch der Name Liniensuchverfahren
versténdlich, da sich bei gegebener Suchrichtung s; die Optimierungsaufgabe, d. h. die
Wahl der Schrittweite ay, auf das Auffinden eines Minimums entlang einer Linie reduziert.

I"I,/////l;‘ll"
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‘E\\‘\\\
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Abbildung 2.2: Veranschaulichung der Wahl der Schrittweite gemé8 (2.23).

2.3.1 Wahl der Schrittweite
2.3.1.1 Intervallschachtelungsverfahren (,,Goldener Schnitt*)

Das Intervallschachtelungsverfahren generiert fiir das skalare Optimierungsproblem (2.23)
eine konvergierende Folge von Intervallschachtelungen, um das Minimum von g(ay) einzu-
grenzen.

Zunéchst muss ein Intervall [lp, rg] gefunden werden, in dem die Funktion g(ay) ein
Minimum aufweist, siche Abbildung 2.3. Dies kann z. B. dadurch erreicht werden, dass mit
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einem hinreichend kleinen [y gestartet und ro (ausgehend von ly) sukzessive vergroBert wird,
bis der Funktionswert g(ro) anfingt zuzunehmen. Fir das Folgende wird vorausgesetzt,
dass die Funktion g(ag) im Intervall [lg, o] stetig ist und genau ein eindeutiges Minimum
besitzt.

A 9(ax)

9(75) N :

\J

i
|
lj Zj fj Ty Schritt ] Ok

ljJrl l]’+1 fj+1 Tj+1 Schritt j +1

Abbildung 2.3: Veranschaulichung des Intervallschachtelungsverfahrens nach dem Prinzip
des ,,Goldenen Schnittes*.

Zum Iterationsschritt j liege das Intervall [I;,r;] vor, das nach wie vor jenen Wert o
beinhaltet, der die Funktion g(aj) minimiert. Nun werden zwei neue Punkte {; und 7,
l; <l; <7j <rjin der Form

lj =1+ (1= a)(rj — lj)=alj + (1 - a)r; (2.24a)
7j =1l +a(r; — 1) = (1 —-a)lj + ar; (2.24b)

mit dem Parameter a € (%, 1) berechnet. Es gilt nun folgender Satz:

Satz 2.5 (Zur Intervallschachtelung). Es sei l; < l} <7 <rj und g(oy) eine stetige
Funktion mit genau einem eindeutigen Minimum auf dem Intervall [l;,r;]. Bezeichnet

man d}'eses Minimum mit ay, € (lj,rj), dann gilt of € [l;,7;], wenn g(l;) < g(7;) bzw.
ay, € [l 5], wenn g(1;) = g(75).

A~

Beweis. Man betrachte den Fall g(l;) < g(7j). Angenommen, of > 7;, dann gilt
I; < of. Da g(I;) < g(7;) und g(a}) < g(#;) ist, muss ein Punkt ay € (I;,af) so
existieren, dass gilt g(ay) = MaX,, cfi. af] g(ay), womit &y ein lokales Maximum von
g(ay) im Intervall [I;,7;] beschreibt. Die Existenz eines lokalen Maximums ist aber
aufgrund der Forderung genau eines eindeutigen Minimums von g(ay) nicht moglich.

A~

Fir g(l;) > g(7;) folgt der Beweis auf analoge Art und Weise. O

A~

Geméf Satz 2.5 wird zum néchsten Iterationsschritt j + 1 fiir den Fall g({;) < g(7;)
der duBlere Punkt r; verworfen und das Intervall ergibt sich demnach zu [l41,7j41] mit
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A~

lit1 = lj, rj41 = 74, sieche Abbildung 2.3. Fur g(I;) > g(#;) folgt das Intervall zum
Iterationsschritt j + 1 zu [lj+1,?"j+1] mit lj+1 = Zj, Tji+1 =Ty.

Fiir die weitere Betrachtung nehme man an, dass, wie in Abbildung 2.3 dargestellt,
g(l}-) < g(7;) ist. Die nachfolgenden Schritte lassen sich direkt auf den anderen Fall
tibertragen. Man fithrt zunéchst mit /;41 = [; und rj41 = 7; = (1 — a)l; + ar; eine weitere
Iteration zur Berechnung der Zwischenpunkte geméaf (2.24) in der Form

l}-H =aljy1+ (1 —a)rji1 = (1 —a+a)lj+ (1 —a)ar, (2.25a)
fj+1 = (1 — a)lj+1 =+ arj41 = (]_ — a2)lj + CL2T‘]' (22512))

~

durch. Aus einem Koeffizientenvergleich von (2.24a) und (2.25b) folgt, dass 7j41 = [
genau dann erreicht wird, wenn a? = 1 — a gilt, d. h. wenn

V5 —1
2

Diese Wahl von a hat den Vorteil, dass je Iteration nur ein neuer Zwischenpunkt berech-
net werden muss. Man beachte, dass die Berechnung jedes Zwischenpunktes mit einer
Auswertung der Kostenfunktion g(«y) verbunden ist. Die Zahl 1/a =1 + a ~ 1.618 ist
bekannt als die Verhéltniszahl des Goldenen Schnittes. Tabelle 2.2 fasst den Algorithmus
nochmals zusammen.

Abschliefend kann der optimale Wert o entweder aus der Mittelung der letzten Inter-
vallgrenzen o, = (I;+7;)/2 oder aus einer quadratischen Interpolation (siehe nachfolgender
Abschnitt) zwischen den kleinsten drei Funktionswerten gewonnen werden. Das Inter-
vallschachtelungsverfahren ist ein einfaches und robustes Verfahren, das allerdings im
Vergleich zu anderen Verfahren meist mehr Iterationen benétigt.

a= ~ 0.618. (2.26)

2.3.1.2 Quadratische Interpolation

Eine sehr effiziente Methode zur Losung des skalaren Optimierungsproblems (2.23) besteht
darin, durch drei Punkte eine quadratische Interpolationsfunktion zu legen. Dieser Ansatz
wird gelegentlich auch als Newton-Methode bezeichnet. Es wird angenommen, dass die
voneinander paarweise verschiedenen Punkte oy, 1, a2 und oy 3 sowie deren Funktions-
werte g1 = g(ag,1), g2 = g(ag2) und g3 = g(ay3) bekannt sind. Geméaf Lagrangescher
Interpolationsformel lautet die quadratische Interpolationsfunktion g(cay) durch diese
Punkte dann

3
_ 5, zilon — ary) 22
a(e) ;gz T1,2i(ani — any) o

und der optimale Wert o, folgt in der Form
2 2 2 2 2 2
191 (%,2 - O‘k,g) + g2 (%,3 - ak,l) +93 (%,1 - 0%,2)
2 gi(age —ogs)+ ga(ags — o) + g3(ag — ko)

af = (2.28)
Der so errechnete Wert o, sollte als optimale Schrittweite nur akzeptiert werden, wenn die
Interpolationsfunktion g(ay) strikt konvex ist (nur dann ist o tatséchlich ein Minimum
von ¢(ay)) und wenn die Bedingungen o > 0, g(aj) < g1, g(aj) < go, g(aj) < g3 und
g(ag) < g(0) gelten.
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Initialisierung: [y, 7o (Startintervall mit Minimum im Inneren)
J=0 (Startindex)
a =0.618 (Goldener Schnitt-Parameter)
(
(

Schranke fir Abbruch)
innere Punkte)

Elr
lo + aly + (1 —a)rg
7o (1 —a)l0+ar0

repeat

if g(l;) > g(#))
L1 ¢
Tj+1 — T
L1 < 7
Pip1 < (L—a)ljp1 +arjn
else (d.h. g(i;) < g(7;))
Tj+1 — ’fj
i1 <
Fiat 4 1
li1 + aljpr + (1 —a)rj
end if
je—g+1
until ‘T’j — lj| < e
af = (5 +75)/2

Tabelle 2.2: Intervallschachtelungsverfahren (,,Goldener Schnitt*).

Aufgabe 2.4. Zeigen Sie die Giiltigkeit von (2.28).

2.3.1.3 Heuristische Wahl der Schrittweite

In der Praxis muss bei der Wahl der Schrittweite hdufig ein Kompromiss zwischen numeri-
schem Aufwand und erreichter Genauigkeit in Kauf genommen werden. Ungenauigkeiten
treten z. B. auf, wenn ein iterativer Algorithmus zur Bestimmung der optimalen Schrittwei-
te vorzeitig abgebrochen wird. Es gibt nun unterschiedliche heuristische Abbruchkriterien,
die im Folgenden kurz erldutert werden. Den weiteren Betrachtungen liege das skalare
Optimierungsproblem, siehe (2.23),

ggiﬁ)g(ak) = f(xk + agsi) (2.29)

zugrunde.

Armijo-Goldstein-Bedingung: Entwickelt man g(ay) um oy = 0 in eine Taylorreihe
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4 9(ax) L g(ou)

e / 9(0) + €19 (0)nay,
N\ 9(0) +e1g'(0) o

| - 22d(0)
‘Zuléssiger Bereich Qg Zulissiger Bereich Qg

(a) (b)

Abbildung 2.4: Veranschaulichung der Armijo-Goldstein-Bedingung (a) und Wolfe-
Bedingung (b).

und bricht nach dem linearen Glied ab, so erhilt man
g(ax) = g(0) + ' (0o . (2.30)

Bei der Armijo-Goldstein-Bedingung wird nun die Schrittweite ay so gewéahlt, dass fiir ein
festes €1, 0 < g1 < 1, die Ungleichung

glar) < g(0) + e19'(0)ay (2.31)

erfiillt ist. Dies garantiert, dass die Schrittweite aj nach oben hin beschréankt ist. Um
sicherzustellen, dass die Schrittweite nicht zu klein wird, fithrt man bei der Armijo-
Goldstein-Bedingung zusitzlich einen Parameter 7 mit 1/e; > n > 1 ein und fordert, dass
die Schrittweite oy der Ungleichung

g(ou) > g(0) + 14’ (0)noy, (2.32)

geniigt. Abbildung 2.4(a) zeigt eine grafische Veranschaulichung der Armijo-Goldstein-
Bedingung. In der Praxis geht man haufig so vor, dass man in einem ersten Schritt einen
(weitgehend beliebigen) Startwert fiir o wahlt. Ist fiir dieses o die Ungleichung (2.31)
erfiillt, dann erh6ht man oy, sukzessive um den Faktor 7 solange, bis die Ungleichung (2.31)
erstmals verletzt wird. Der vorletzte Wert von «j wird dann als geeignete Schrittweite
gewdhlt. Umgekehrt, wenn der Startwert von oy, die Ungleichung (2.31) nicht erfiillt, dann
wird ay, sukzessive durch den Faktor 7 dividiert, bis erstmals die Ungleichung (2.31) erfiillt
ist. Typische Parameterwerte sind €; = 0.1 und 1 = 2. Man beachte jedoch, dass bei zu
groflem €1 die Abstiegsbedingung zu restriktiv wird.

Wolfe-Bedingung: Wenn die Ableitungen der Kostenfunktion g(cy) sehr einfach berech-
net werden koénnen, eignet sich als Alternative zur Armijo-Goldstein-Bedingung die so
genannte Wolfe-Bedingung. Dabei wird ein weiterer Parameter € mit 0 < g1 < €9 < 1
eingefithrt und von der Schrittweite oy, wird gefordert, dass sie die Ungleichungen (2.31)
und

g'(ar) > e2g'(0) (2.33)
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erfiilllt. Abbildung 2.4(b) gibt eine grafische Veranschaulichung dieses Sachverhaltes.
Typische Werte fiir €5 sind 0.9, wenn die Suchrichtung sy iiber die Newton-Methode oder
die Quasi-Newton-Methode und 0.1, wenn s iiber die konjugierte Gradientenmethode
bestimmt wurde.

2.3.2 Wahl der Suchrichtung
2.3.2.1 Gradientenmethode

Bei der Gradientenmethode, sie wird auch Methode des steilsten Abstiegs (englisch: steepest
descent method) genannt, wahlt man als Suchrichtung sy in (2.21) den negativen Gradienten
an der Stelle xi, d. h. die Abstiegsrichtung

sk = —(Vf)(xx) - (2.34)

Wird g(ax) = f(xk + agsg) um den Punkt o = 0 in eine Taylorreihe mit s, gemafl (2.34)
entwickelt

glor) = fxk + aks) = f(xri1) = F(x) =l (VHRIE+O(a}) . (2.35)

wobei O(a?) den quadratischen Restterm bezeichnet, so zeigt sich, dass fiir hinreichend
kleines oy, die Abstiegsbedingung (2.13) fir (Vf)(xg) # 0 erfiillt ist.

Um die Konvergenzeigenschaften der Gradientenmethode nédher zu untersuchen, be-
trachte man das quadratische Minimierungsproblem

. _ 1 T T
Jnin f(x) = 5% Qx—x"b (2.36)

mit der symmetrischen positiv definiten Matrix Q € R™ ™. Da die Hessematrix (V2f)(x) =
Q von f(x) positiv definit ist, folgt aus der Eigenschaft (e) konvexer Funktionen von
Abschnitt 1.3.6.2 die strikte Konvexitdt von f(x). Auf Grund der Sétze 2.1 und 2.4 ergibt
sich daher das strikte globale Minimum x* von f(x) aus der Beziehung

(VH(x) =g(x) =Qx"—b =10 (2.37)

in der Form

x*=Q 'b. (2.38)
Die Iterationsvorschrift geméafl Gradientenmethode lautet in diesem Fall, siehe (2.21)
Xpt1 =X — ok mit gy =g(xk) = Qxx —b. (2.39)

Die optimale Schrittweite o kann durch explizites Losen des Optimierungsproblems
gemaf (2.23)

. 1
min, Foen + asy) = 5 (x — argr) Q(xk — cgr) — (xk — axgr) b (2.40)
in der Form -
of = ShEk (2.41)
g Qg

berechnet werden.
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Aufgabe 2.5. Zeigen Sie die Giiltigkeit von (2.41).

Zusammenfassend lésst sich damit die Gradientenmethode fiir die quadratische Kosten-
funktion (2.36) wie folgt

glek
T
g, Qg

Xpg1 = X — gr, g =Qx;—b (2.42)

anschreiben.
Fiir weitere Uberlegungen zum Konvergenzverhalten der Gradientenmethode ist es
vorteilhaft, unter Verwendung von (2.38) anstelle von f(x) die Fehlerfunktion

e(x) = |Ix = x"|lq = /(x — x*)TQ(x — x*)

(2.43)
= /xTQx — 2xTQx* + (x9)"Qx* = /2(x) + (x*)TQx"

zu betrachten. Die Minima x* der Funktionen f(x) und e(x) sind identisch. Die Vektornorm
|| - ||@ mit einer symmetrischen positiv definiten Matrix Q wird auch als Energienorm
bezeichnet.

Lemma 2.1 (Zur Konvergenzrate des Gradientenverfahrens). Mit der Iterationsvor-
schrift des Gradientenverfahrens (2.42) gilt fir die Fehlerfunktion e(x) die Beziehung

(g7 8k)° )é
(- , 2.44
) ( gr Qerer Qe ) (2.44)

Beweis. Aus (2.38) und (2.42) erhélt man

gL — QXk — b = Q(Xk — X*). (245)

e(xr) = \/gr Qg - (2.46)

Aus diesen Beziehungen und der Iterationsvorschrift (2.42) ldsst sich nun direkt (2.44)
berechnen.

gl . glg :
e(Xpq1) = ((Xk = gk — X*> Q(Xk = gk — X*>>
gl Qg gl Qg

Folglich gilt

o
- <<xk )T Qg - x) ﬁf&) (2.47)

(g7 er)? )
=[1-
< g: Qerer Qg (k)
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Um nun die Konvergenzrate der Gradientenmethode bei Verwendung der Fehlerfunktion
e(x) abschétzen zu konnen, wird noch folgendes Lemma benotigt.

Lemma 2.2 (Ungleichung von Kantorovich). Es sei Q € R™™" eine symmetrische
positiv definite Matriz. Fir jeden Vektor x € R™ mit x # 0 gilt dann die Ungleichung

2
(XTX) > 4)\min)\max
(XTQX)(XTQ_IX) B ()\min + AmaX)Q ’

(2.48)

wobei Amin und Amax den kleinsten und gréfiten (reellen und positiven) Eigenwert der
Matriz Q bezeichnen.

Der Beweis von Lemma 2.2 ist z. B. in [2.2] skizziert.

Satz 2.6 (Konvergenz der Gradientenmethode — Quadratische Kostenfunktion). Fiir
jeden Anfangswert xo € R™ konvergiert die Iterationsvorschrift (2.42) der Gradien-
tenmethode gegen das eindeutige globale Minimum x* der Kostenfunktion f(x) gemdf
(2.36). Die Fehlerfunktion e(x) gemdfl (2.43) konvergiert dabei linear gegen 0 mit der
Konvergenzrate

k—1
K41 c

wobei K = Amax/Amin die spektrale Konditionszahl der Matriz Q, also das Verhdltnis
des grofiten zum kleinsten (reellen und positiven) Figenwert Apax und Amin der Matriz
Q, bezeichnet.

e(xgr1) < (xk) , (2.49)

Beweis. Aus den Lemmas 2.1 und 2.2 folgt unmittelbar

)\mine(xk) . (2.50)

1
4>\min>\max 2 _ )\max -
)\max + )\min

6(Xk+1) < (1 — m G(Xk) =

O]

Satz 2.6 ldsst sich nun wie folgt interpretieren. Auf Grund der positiven Definitheit der
Matrix Q sind die Hohenlinien (f(x) = konst.) der Kostenfunktion (2.36) n-dimensionale
Ellipsoide, deren Achsen mit den Richtungen der n paarweise orthogonalen Eigenvektoren
der Matrix Q zusammenfallen und deren Langen invers proportional zum jeweiligen
(positiv reellen) Eigenwert sind. Der Gradient (V f)(xy) steht orthogonal zur Hohenlinie
durch den Punkt xj, siche Abbildungen 2.5 und 2.6 fiir Beispiele mit x € R?. Wenn
die Eigenwerte von Q in (2.36) alle in der gleichen Groéflenordnung liegen, weist die
Gradientenmethode ein gutes Konvergenzverhalten auf, im Falle von Ay, = Amax bzw.
k = 1 konvergiert das Verfahren sogar in einem einzigen Schritt, sieche Abbildung 2.5.
Bei schlecht konditionierten Problemen (x sehr gro) kann die Gradientenmethode sehr
langsam konvergieren, sieche Abbildung 2.6. Das in Abbildung 2.6 gezeigte Verhalten wird
im Englischen als zigzagging bezeichnet.

Die Gradientenmethode kann natiirlich auch auf nichtquadratische Kostenfunktionen an-
gewandt werden. Fiir diesen Fall beschreibt der nachfolgende Satz das Konvergenzverhalten
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A T2 A T2

Abb. 2.5: Beispiel eines ideal konditio- ~ Abb. 2.6: Beispiel eines schlecht konditionier-

nierten Problems fiur die Gra- ten Problems fur die Gradientenme-
dientenmethode. thode.

der Gradientenmethode. Sein Beweis findet sich z. B. in [2.2].

Satz 2.7 (Konvergenz der Gradientenmethode — Allgemeine Kostenfunktion). Ge-
geben sei die Kostenfunktion f € C? definiert im R™ mit x* als lokales Minimum.
Angenommen, die Hessematriz (V2f)(x*) hat den kleinsten und gréfiten Eigenwert
Amin > 0 und Apax > 0 und die spektrale Konditionszahl k = Amax/Amin- Wenn die
Folge {x1.} generiert durch die Gradientenmethode

Xk+1 = Xk — ak(Vf)(Xk) (251)

fiir eine geeignete Schrittweite oy, gegen das lokale Minimum X* konvergiert, dann
konvergiert die Folge {e(xx)} linear gegen 0 mit einer Konvergenzrate die im besten
Fall Z—j& betrdgt.

Schlecht konditionierte Problemstellungen bei der Gradientenmethode kénnen mitunter
durch eine geeignete Skalierung oder Transformation verbessert werden. Die Idee beruht
darauf, dass die Aufgabe, ein Minimum der Kostenfunktion f(x) zu finden, dquivalent
dazu ist, fur die Funktion h(y) = f(Ty) mit x = Ty und der reguldren Matrix T € R™*"
ein Minimum zu suchen. Entwickelt man die Funktion A(y) um den optimalen Punkt
y* = T~ !x* in eine Taylorreihe

h(y) = h(y") + (V)" (") (y = ¥*) + %(y =y (V) )y =y -

= h(y") + (V) () Ty —y*) + %(y —y) T (V) )Ty -y ) +
(2.52)

so erkennt man, dass durch geeignete Wahl von T die Verteilung der Eigenwerte der
Hessematrix

(V2h)(y") =TT (V2) (x*)T (2.53)
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gegeniiber der Verteilung der Eigenwerte von (V2 [)(x*) verbessert werden kann. Aus (2.53)

folgt, dass mit der idealen Wahl T = (V?f) ;(x*) fiir die Hessematrix (V2h)(y*) = E mit
der Einheitsmatrix E € R™*" folgen wiirde und das Gradientenverfahren bei quadratischen
Optimierungsproblemen nach einem Schritt konvergieren wiirde (vgl. Abbildung 2.5).
Praktisch ist diese Vorgehensweise sehr dhnlich zur spater beschriebenen Newton-Methode.
Sie hat aber den Nachteil, dass die gesamte Hessematrix explizit berechnet werden muss.
Um diesen Rechenaufwand zu vermeiden, wird alternativ hiufig eine Diagonalmatrix

T verwendet, deren Diagonaleintriige beispielsweise in der Form T; = ((V2f),,(x*))" 2,
i =1,...,n gewahlt werden konnen. Wird eine Diagonalmatrix T verwendet, so fiihrt dies
zu einer reinen Skalierung (Normierung) der Optimierungsvariablen.

Die Vor- und Nachteile der Gradientenmethode lassen sich wie folgt zusammenfassen:

+ einfaches Verfahren

+ Hessematrix (V2f)(xy) (Berechnungsaufwand O(n?)) nicht erforderlich, nur der
Gradient (V f)(xy) (Berechnungsaufwand O(n)) wird bendétigt

+ Konvergenz auch fiir Startwerte, die weiter vom Minimum entfernt sind
— langsame Konvergenz bei schlecht konditionierten und schlecht skalierten Problemen

— lediglich lineare Konvergenzordnung

2.3.2.2 Konjugierte Gradientenmethode

Die konjugierte Gradientenmethode (englisch: conjugate gradient method oder kurz CG
method) versucht nun bei nur geringfiigig erhhtem Rechen- und Speicheraufwand eine
schnellere Konvergenz als die Gradientenmethode zu erreichen. Weitere Informationen zu
der Methode finden sich z. B. in [2.2-2.5]. Urspriinglich wurde diese Methode zur Losung
hochdimensionaler quadratischer Probleme der Form (siehe auch (2.36))
; L 7 T
min flx) = oX Qx—x"b (2.54)

sowie hochdimensionaler linearer Gleichungssysteme der Form
0=Qx—b (2.55)

jeweils mit einer positiv definiten Matrix Q € R™ ™ und einem beliebigen Vektor b €
R"™ entwickelt. Da die Kostenfunktion (2.54) strikt konvex ist, entspricht (2.55) einem
hinreichenden Optimalitdtskriterium erster Ordnung fiir ein striktes globales Minimum.
Soll ein lineares Gleichungssystem

0=Ax-—c (2.56)

mit einer regulidren aber nicht positiv definiten Matrix A € R™*™ und einem beliebigen
Vektor ¢ € R™ gelost werden, so kann es durch linksseitige Multiplikation mit AT auf die
Form
0=ATAx - A'c (2.57)

mit der positiv definiten Matrix AT A gebracht werden und ebenfalls mit der konjugierten
Gradientenmethode gelost werden.

Bevor nun die konjugierte Gradientenmethode konkret erldutert wird, sollen einige
Grundlagen dazu erarbeitet werden.
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Definition 2.2 (Q-Orthogonalitét). Nichttriviale Vektoren d;, j =0, ...,k heiflen
konjugiert beziiglich einer positiv definiten Matriz Q bzw. Q-orthogonal, wenn gilt
dfQd; =0 Vi # j. Die Vektoren d;, j =0,...,k sind dann linear unabhéngig.

Fir Q = E fallt der Begriff der Q-Orthogonalitét folglich mit dem klassischen Begriff der
Orthogonalitit zusammen.

Aufgabe 2.6. Beweisen Sie, dass Q-orthogonale Vektoren d;, j = 0,...,k linear
unabhéngig sind.

Bei der konjugierten Gradientenmethode wird ausgehend von einer Startlosung xg
iterativ entlang von Q-orthogonalen Suchrichtungen d; die optimale Losung x* des
Optimierungsproblems (2.54) gesucht. In jedem Iterationsschritt k& gilt daher

Xp+1 = Xk + agdg (2.58)

mit der optimalen Schrittweite aj sowie

k

Xk+1 — X0 = Z Cljdj . (259)
7=0

Fiir den Gradienten von (2.54) wird die Abkiirzung

gr = (Vf)(xx) =Qxx — b (2.60)

eingefithrt. Es soll nun gezeigt werden, dass die optimalen Schrittweiten o; mit geringem
mathematischem Aufwand berechnet werden kénnen. Aus (2.54) und (2.59) folgt unter
Ausniitzung der Q-Orthogonalitét der Vektoren d;

1 k-1 T k-1 k-1 T

f(Xk) = B xg + Z ajd; | Qf xo+ Z ajd; | — | xo + Z ajd; | b

. I=0 7=0 (2.61)
1 — /1
— 5XOTQXO —xgb+ Y (Qogd;.dej + ajgonj) :

§=0

Das Problem zerfallt also in unabhéngige skalare Optimierungsprobleme fiir die Schritt-
weiten a;. Deren Losung lautet

_gd; _ g, d;
drQd,  d’Qd,’

(2.62)

Qj =

wobei hier die Identitat

. T
7j—1

g jd; = (Q (Xo +> aidi) - b) d; =gpd; (2.63)
=0

verwendet wurde. Wird also in jedem Iterationsschritt (2.58) die Schrittweite ay gemafl
(2.62) gewéahlt, so minimiert x4 die Kostenfunktion f(xxy1) in dem von den Vektoren
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d;, j =0,...,k aufgespannten Unterraum des R". Nachdem die Vektoren d;, j =0,...,k
linear unabhéngig sind (siehe Definition 2.2), ergibt sich daraus nach spétestens k+1 =n
Iterationsschritten die optimale Losung x* = xj41 des Optimierungsproblems (2.54). Wie
die noch unbekannten Vektoren d; zu wéhlen sind, geht aus dem nachfolgend beschriebenen
Algorithmus der konjugierten Gradientenmethode hervor.

Satz 2.8 (Konjugierte Gradientenmethode). Fir jeden Anfangswert xq konvergiert
die Folge

T

8 8k
ap = 2.64a
a1 Qq, (261
Xp+1 = Xg + opdg (2.64b)

T

By = Brt1ZkH (2.64¢)

g1 8k
dk+1 = _gk+1 —|— /Bkdk (264d)

mit g = Qxi — b und dem Anfangswert

do = —go=b - Qxg (2.65)

in hdchstens n Iterationsschritten gegen die eindeutige optimale Losung x* des Optimie-
rungsproblems (2.54). Die so konstruierte Folge von Suchrichtungen und Gradienten
weist die Figenschaften

gigi=0 Vi#j (2.66a)
gld;j=0 Vi>j (2.66b)
d/Qd; =0 Vi#j (2.66c¢)

auf. D. h. die Gradienten sind zueinander orthogonal, die Gradienten sind orthogonal
auf alle bisherigen Suchrichtungen und die Suchrichtungen sind Q-orthogonal.

Beweis. Entsprechend der Iterationsvorschrift (2.64b) gilt der Zusammenhang

8k+1 = Qxp41 — b= Qx, — b+ a;Qdy = g + . Qdy, . (2.67)

Nachfolgend werden ohne explizite Erwéhnung laufend die Beziehungen (2.64) und
(2.65) verwendet. Zunéchst sollen die Eigenschaften (2.66) mittels vollstindiger In-
duktion gezeigt werden. Zum Induktionsbeginn gilt unter Zuhilfenahme von (2.67)

g0 81 = &; (80 + o Qdo) = gy go — dj aQdo = 0 (2.68a)

fiir (2.66a) und daher
djgr =0 (2.68b)

fiir (2.66b). Aus (2.67) folgt Qdo = (g1 — 8o)/ao. Mit dieser Bezichung und (2.68a)
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ergibt sich die Giiltigkeit von (2.66¢) zum Induktionsbeginn in der Form

1 T
d{Qdi = dj Q(—g1 + fodo) = — (g1 — go)T<—g1 - B8l go> =0. (2.68)
Qo 20 80

Basierend auf der Induktionsannahme, dass (2.66) bei festem Index 7 fiir alle j < i
gilt, soll nun gezeigt werden, dass (2.66) auch fiir alle j < i+ 1 gilt. Dabei wird (2.67)
mehrfach verwendet. Aus

gi18) = (8 + iQd)'g; = gl'gj + id{ Q(—d; + fj-1d;-1) =0 (2.69)
folgt im ersten Schritt die Giiltigkeit von (2.66a) fiir alle j < i+ 1. Unter Verwendung
von (2.69a) folgt aus

gid) = g1 (—gj + Bj-1dj-1)
=gl 1B8j-1dj-1 = (g + Qd;) " Bj_1dj_1 =0

im zweiten Schritt die Giltigkeit von (2.66b) fiir alle j < i + 1. Wieder unter
Verwendung von (2.69a) folgt aus

(2.69b)

1
d},Qd; = (—gi1 + fidi) Qd; = —g¢T+107j(gj+1 —g;) + £:d] Qd;
2.69¢)
dTQd; (
= —giT+1gj+1jT7J + B:d; Qd; =0
g 8j
im dritten Schritt die Giiltigkeit von (2.66¢) fir alle j < i+ 1. Damit ist (2.66) gezeigt.
Wegen

Cendr _gi(er—friidiey) gk

df Qdy df Qd, di Qd,

o = (2.70)
liefert (2.64a) die optimale Schrittweite geméafl (2.62). Dass die konjugierte Gra-
dientenmethode nach hoéchstens n Iterationsschritten zur optimalen Loésung x*
konvergiert, wenn die Schrittweiten «aj optimal gewéhlt werden und die Vektoren
di, k=0,...,n — 1 Q-orthogonal sind, folgt bereits aus den Uberlegungen, die dem
Satz 2.8 vorangegangen sind. O

Aufgabe 2.7. Zeigen Sie, dass die Suchrichtungen d; der konjugierten Gradientenme-
thode nach Satz 2.8 Abstiegsrichtungen sind.

Anders als es die Bezeichnung konjugierte Gradientenmethode erwarten ldsst, sind
nicht die lokalen Gradienten gi der Kostenfunktion Q-orthogonal im Sinne der Defi-
nition 2.2, sondern die Suchrichtungen dj. Gemaf (2.64d) bildet der Vektor dji1 eine
Linearkombination der Richtung des steilsten Abstieges (negativer Gradient —gj.1) und
der vorangegangenen Suchrichtung di. Der Faktor f; wird dabei geméfl (2.64c) genau
so gewéhlt, dass die Q-Orthogonalitit zwischen djy; und allen vorangegangenen Such-
richtungen sichergestellt ist. Die Gleichung (2.64¢) wird auch Formel von Fletcher-Reeves
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genannt. Alternativ dazu kann die sogenannte Formel von Hestenes-Stiefel

(gk+1 - gk)Tng
= 2.71
P (k41 — k) Tdy (2.71)

verwendet werden.

Der in Satz 2.8 angegebene Algorithmus der konjugierten Gradientenmethode verursacht
nur einen geringen numerischen Aufwand. Konkret ist in jeder Iteration nur einmal das
Matrix-Vektor-Produkt Qd; auszurechnen. Der Aufwand dieser Operation reduziert
sich deutlich, wenn Q dinn besetzt ist. Alle iibrigen Rechenschritte der konjugierten
Gradientenmethode sind elementare Vektoroperationen (inneres Produkt zweier Vektoren,
Skalierung eines Vektors und Summe von Vektoren). Auflerdem miissen mit Ausnahme der
Matrix Q ausschliefllich Vektoren und Skalare gespeichert werden. Alternativ zu (2.64a)
kann die Schrittweite «y, auch mit einem der in Abschnitt 2.3.1 beschriebenen Verfahren
bestimmt werden, sofern dieses tatséchlich die optimale Schrittweite liefert. Die explizite
Berechnung des Gradienten gi geméfl (2.60) kann durch eine iterative Berechnung gemaf
(2.67) ersetzt werden. Abwandlungen des in Satz 2.8 angegebenen Algorithmus finden sich
z.B.in [2.3, 2.5, 2.6].

Der nachfolgende Satz (siehe [2.4, 2.7]) gibt eine Aussage iiber das Konvergenzverhalten
der konjugierten Gradientenmethode.

Satz 2.9 (Konvergenz der konjugierten Gradientenmethode — Quadratische Kosten-
funktion). Fir jeden Anfangswert xo € R™ konvergiert die konjugierte Gradientenme-
thode gemdf$ Satz 2.8 gegen das eindeutige globale Minimum x* der Kostenfunktion
f(x) aus (2.54). Die Fehlerfunktion e(x) gemdf (2.43) konvergiert dabei linear gegen
0 mit der Konvergenzrate

VE—1
e(Xp+41) < me(xk) ; (2.72)
wobei kK = Amax/Amin wieder die spektrale Konditionszahl der Matriz Q bezeichnet.

Die konjugierte Gradientenmethode ist ein sogenanntes Krylov-Unterraum- Verfahren.
Um dies zu sehen, wird zunéchst der Begriff des Krylov-Unterraums definiert.

Definition 2.3 (Krylov-Unterraum). Fiir eine quadratische Matrix Q € R™*" und
einen Vektor g € R™ wird

Kn(Q,g) = span{g,Qg,..., Q" 'g} (2.73)

mit m < n als Krylov-Unterraum der Ordnung m bezeichnet.

Mit einem Krylov-Unterraum-Verfahren wird das lineare Gleichungssystem 0 = Qx — b
ausgehend von einer Startlosung xq iterativ so gelost, dass x; — x¢ im Krylov-Unterraum
Kr(Q, go) mit go = Qxp — b liegt und eine Norm des Residuums gj = Qxj — b minimiert.
In jedem Iterationsschritt wird die Dimension des Krylov-Unterraums um eins erhoht.
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Satz 2.10 (Konjugierte Gradientenmethode als Krylov-Unterraum-Verfahren). Die
konjugierte Gradientenmethode gemdfS Satz 2.8 ist ein Krylov-Unterraum- Verfahren
bei dem ausgehend von einer Startlésung xg in jedem Iterationsschritt k > 0 das

Optimierungsproblem

] 1 7 T
min —x;: Qxr — X b 2.74
x1,€x0+K,(Q.g0) 2 b Qe F ( )

mit einer symmetrisch positiv definiten Matriz Q, dem Krylov-Unterraum

K:k(Qv gO) = Span{g(]’ Qg()v B Qk_lgO}

(2.75)
= Span{g07 81,--- )gk—l} = Span{d0> dl) cee 7dk—1}

und gy = Qxg — b geldst wird.

Aufgabe 2.8. Beweisen Sie (2.75). Dies ist besonders einfach mit Hilfe der vollsténdigen
Induktion. Der Rest des Beweises von Satz 2.10 folgt aus den Uberlegungen, die dem
Satz 2.8 vorangegangenen sind.

Eine gelegentlich verwendete Erweiterung des Algorithmus nach Satz 2.8 ist die so-
genannte partielle konjugierte Gradientenmethode. Dabei werden lediglich m +1 < n
Iterationsschritte ausgefiihrt, ehe das Verfahren an dem so erhaltenen Punkt x,,11 neu
initialisiert wird, d. h. es wird mit den Anfangswerten xg < X,,4+1 und dgp = b — Qxp neu
gestartet. Fiir das Konvergenzverhalten dieser Methode gilt folgender Satz, welcher z. B.
in [2.2] bewiesen wird.

Satz 2.11 (Partielle konjugierte Gradientenmethode). Gegeben ist das Optimierungs-
problem (2.54) mit der quadratischen Kostenfunktion f(x). Wenn nun die positiv
definite Matriz Q n — m FEigenwerte im Intervall [l,r] (I > 0) und m Eigenwerte
grofier als r besitzt, dann zeigt die partielle konjugierte Gradientenmethode, welche
nach jeweils m + 1 Schritten neu gestartet wird, fir die Fehlerfunktion e(x) gemajf
(2.43) das Konvergenzverhalten

r—le
r+1

e(xps1) < ——e(x) (2.76)
Im Sinne dieses Satzes wird der Punkt x;,1 durch m + 1 Zwischeniterationen nach Satz
2.8 mit dem Anfangswert x erreicht. Fiir m = 0 (reine Gradientenmethode) liefert Satz
2.11 die gleichen Aussagen wie Satz 2.6.

Soll die konjugierte Gradientenmethode fiir nichtquadratische Kostenfunktionen f(x)
verwendet werden, so miissen in Satz 2.8 lediglich die Substitutionen

ge o (VO , Qo (V) 6x) (2.77)

vorgenommen werden. In diesem Fall wird der Algorithmus im Allgemeinen nicht mehr
nach spétestens n Schritten terminieren. Fiir nichtquadratische Kostenfunktionen f(x)
hat sich auch die Anwendung der partiellen konjugierten Gradientenmethode als giinstig
erwiesen, da die Eigenschaft der Q-Orthogonalitiat der Suchrichtungen mit fortschreitenden
Iterationen mehr und mehr verletzt sein kann. Um die aufwéndige Berechnung der
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Hessematrix (V2 f)(xy) zu vermeiden, kann die Schrittweite oy wieder alternativ mit
einem der in Abschnitt 2.3.1 beschriebenen Verfahren festgelegt werden.

Die Vor- und Nachteile der konjugierten Gradientenmethode kénnen wie folgt zusam-
mengefasst werden:

+ einfaches Verfahren, geringer Rechenaufwand und Speicherbedarf, geeignet fiir grofe
Optimierungsprobleme

+ nur der Gradient (V f)(xy) (Berechnungsaufwand O(n)) wird benotigt

+ konvergiert bei quadratischen Optimierungsproblemen nach spétestens n Iterations-
schritten

— Konvergenzverhalten variiert je nach Problemstellung, Konvergenzverhalten besser
als jenes der Gradientenmethode

2.3.2.3 Newton-Methode

Die Idee der Newton-Methode besteht darin, die allgemeine Kostenfunktion f(x) lokal
durch eine quadratische Funktion zu approximieren und diese zu minimieren. Entwickelt
man f(x) = f(xx + si) um den Iterationspunkt xj, in eine Taylorreihe und bricht diese
nach dem quadratischen Term ab, so erhilt man

£ Fxi) +sEV ) (06) + 358 (V27 (i) (278)

siehe Abbildung 2.7. Die so genannte Newton-Richtung sy ergibt sich unmittelbar durch
Minimierung der rechten Seite von (2.78) beziiglich sj in der Form

s =—(V2) " (Ve (279)

Falls die Hessematrix (V2f)(x*) am Minimum positiv definit ist, existiert in einer Um-
gebung um das Minimum die Inverse (V? f)_l(xk) und die Methode ist wohldefiniert.
Man beachte, dass die Berechnung von s geméf (2.79) keine tatséchliche Inversion von
(V2f)(xx) erfordert. Der nachfolgende Satz gibt die Konvergenzordnung der Newton-
Methode an. Sein Beweis ist z. B. in [2.2, 2.4, 2.8] zu finden.
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quadratische Approximation
von f(x) am Punkt xy

e

Abbildung 2.7: Lokale quadratische Approximation der Kostenfunktion im Zuge der
Newton-Iteration (bei Schrittweite oy, = 1).

Satz 2.12 (Konvergenzordnung der Newton-Methode). Gegeben sei die Kostenfunk-
tion f € C3 definiert im R™ mit dem lokalen Minimum x*. Wenn die Hessematric
(V2 f)(x*) positiv definit ist und der Anfangswert x¢ in einer hinreichend nahen
Umgebung des Minimums liegt, dann konvergiert die Newton-Iteration

xiepn =3k~ (V2F) " (o) (VF) () (2.80)

mit der Konvergenzordnung 2 gegen das Minimum X*.

Aufgabe 2.9. Zeigen Sie, dass ein Newton-Iterationsschritt geméfl (2.80) exakt einem
Iterationsschritt der Newton-Raphson-Methode zur Losung der Gleichung

(VH(x) =0, (2.81)

also der notwendigen Optimalitdtsbedingung erster Ordnung, entspricht.

Fir die praktische Anwendung der Methode fiihrt man noch eine geeignete Schrittweite
ay, ein, so dass die Iterationsvorschrift

xio1 = x — o (V2f) () (V) () (2.82)

lautet und die Abstiegsbedingung (2.22) erfiillt ist. Das Verfahren wird dann haufig
gedampfte Newton-Methode genannt und «j wird als Ddmpfungsparameter bezeichnet.
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Gelegentlich wird die Einschrankung o < 1 verwendet. Es ist zu erwarten, dass in der
Néhe des Minimums die optimale Schrittweite oy & 1 ist, weshalb man typischerweise eine
iterative Schrittweitensuche mit dem Wert o, = 1 beginnt. Strategien zur Berechnung der
Schrittweite oy wurden bereits im Abschnitt 2.3.1 erldutert.

Ein Problem, das in diesem Zusammenhang gelegentlich auftritt, besteht im Verlust
der positiven Definitheit von (V2f)(xx), wenn xj zu weit vom Minimum entfernt ist.
Dann besitzt die rechte Seite von (2.78) kein oder kein eindeutiges Minimum und die
Invertierbarkeit von (V2f)(xj) kann verloren gehen. Ist (V2f)(xx) nicht positiv definit,
so kann statt (2.82) die Iterationsvorschrift

Xioi1 = x — xMy(VA(xe) . My = ((V2F) () + 4B) (2.83)

mit einem geeigneten positiven Parameter ¢, verwendet werden. Die Iterationsvorschrift
(2.83) geht fiir e, = 0 in die Newton-Methode geméaf (2.80) und fiir sehr grofie ¢ in die
Gradientenmethode geméf (2.51) iiber. Eine geeignete Wahl von e erweist sich jedoch
als nicht sehr einfach. Typischerweise wird € beginnend bei einem Startwert e, > 0
sukzessive erhoht, bis die Matrix (V2 f)(xx) + exE positiv definit ist.

Aufgabe 2.10. Zeigen Sie, dass die Newton-Methode fiir quadratische Kostenfunktionen

: 1 T T
min ox Qx—b'x (2.84)

mit der positiv definiten Matrix Q unabhéngig vom Startpunkt xg innerhalb von nur
einem Iterationsschritt konvergiert.

Die Vor- und Nachteile der Newton-Methode kénnen wie folgt zusammengefasst werden:

+ Konvergenzordnung von 2, wenn die Hessematrix (V2f)(xy) positiv definit ist, was
zumindest in der Ndhe des Minimums x* zumeist der Fall ist

+ Konvergenzverhalten besser als jenes der konjugierten Gradientenmethode

— nicht geeignet in Gebieten in denen (V?f)(xy) nicht positiv definit ist

— Berechnungsaufwand O(n?) fiir die bendtigte Hessematrix (V2 f)(xy), Berechnungs-
aufwand O(n?) fiir die Suchrichtung sy,

2.3.2.4 Quasi-Newton-Methode

Einer der Hauptnachteile der Newton-Methode liegt in der aufwandigen Berechnung der
Hessematrix (V2f)(xg). Aus diesem Grund versucht man bei der Quasi-Newton-Methode
die inverse Hessematrix iterativ zu bestimmen. Fiir das Weitere sei angenommen, dass
die Kostenfunktion f € C? ist und fiir die Punkte x;.1 und xj gilt gri1 = (Vf)(Xks1)
und gr = (Vf)(xx). Aus einer Taylorreihenentwicklung folgt die Naherung

8k+1 — 8k ~ <V2f) (Xk)Pk (2.85)

mit pr = Xg4+1 — Xg. Nimmt man nun an, dass die Hessematrix (V2f)(xx) = K konstant
ist, dann gilt
ar = gr+1 — 8k = Kpy - (2.86)
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Wenn n linear unabhangige Vektoren pg, p1, . - . , Pn—1 mit den zugehorigen qqg, qs, . . ., Qn—1
zur Verfligung stehen, dann lisst sich die Hessematrix in der Form

1
K=|lg a ... Qn—l} [Po P1 ... Pn—1} (2.87)

berechnen. Das Ziel ist es nun, unter der Annahme einer konstanten Hessematrix K in n
Iterationsschritten die inverse Hessematrix K—! iterativ in der Form

zu konstruieren, woraus sich H,, = K~! ergibt. Diese iterative Konstruktion kann auf
unterschiedliche Art und Weise erfolgen. Eine mdgliche Variante wird im Folgenden
beschrieben. Da die Hessematrix und ihre Inverse symmetrisch sind, ist es naheliegend,
auch eine symmetrische Matrix fiir die Rekursion

Hy = Hy, + z.2), (2.89)

anzusetzen. Das dyadische Produkt zkzg erhilt die Symmetrie und hat hochstens den
Rang 1, weshalb diese Korrektur auch als Rang 1 Korrektur bezeichnet wird. Setzt man
(2.89) in (2.88) ein, so erhélt man fir j =k

pr = Hepiqr = Hiaqr + 22 i (2.90)

und nach Skalarmultiplikation mit qg

aipr = qf Hyar + (2 qp)? . (2.91)
Aus (2.90) und (2.91) folgt

(pr — Hyar) (pr — Heaw) " = zezt an(zrzi an)’ = zezf qraf zizft

T

(2.92)
= 71z} (zp ai)® = zxz} qp (Pr — Hiay) -

Wird der daraus resultierende Ausdruck fiir z,z} in (2.89) eingesetzt, so ergibt sich
(px — Hyay) (P — Hyar)"
a; (px — Hyar)

Damit lasst sich folgender Satz formulieren.

Satz 2.13 (Quasi-Newton-Methode — Rang 1 Korrektur). Angenommen K ist eine
konstante symmetrische Matriz und po, P1, - - -, Pk Sind linear unabhdngige Vektoren.
Mit q; = Kpj, j = 0,...,k gilt fir jede symmetrische Startmatriz Hy und die
Tterationsvorschrift

(p; — H;q;)(p; — Hjq;)"

Hj, = H; +
’ ’ q; (p; — Hq)

(2.94)

die Beziehung
p; =Hpnaq;, j=0,....k. (2.95)
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Aufgabe 2.11. Beweisen Sie Satz 2.13 mit vollstédndiger Induktion. Hinweis: Dieser
Beweis ist z. B. in [2.8] skizziert.

FEin zentraler Nachteil der Rang 1 Korrektur ist, dass die positive Definitheit von
Hj. .1 nur gesichert ist, wenn qg(pk — Hiqg) > 0 gilt. Aus diesem Grund wurden weitere
iterative Korrekturformeln fiir H; entwickelt. Beispiele dafiir sind die Korrekturformel
nach Davidon-Fletcher-Powell (DFP)

I H TH
H)., = H, + PP Hpdrd; Hi (2.96)

aipr  aiHag

und die etwas héufiger verwendete Korrekturformel nach Broyden-Fletcher-Goldfarb-
Shanno (BFGS)

T T T

k k k

Hy = (E — Prd )Hk (E - qu’€> 1 DEPL (2.97)
q; Pk q; Pk q; Pk

Beide werden als Rang 2 Korrekturformeln bezeichnet, da die aktuelle Approximation
der inversen Hessematrix jeweils durch Addition einer Matrix mit Rang 2 korrigiert
wird. Linearkombinationen der obigen beiden Formeln in der Art Hy1q = gZ)HE}:f +(1-
¢)H£’£?S mit ¢ € [0,1] konnen ebenfalls verwendet werden. Alle so erhaltenen Rang 2
Korrekturformeln bilden die sogenannte Broyden Familie. Diese Korrekturformeln erhalten
natiirlich die Symmetrie von Hy. Ferner ldsst sich zeigen (siehe [2.1, 2.3, 2.4]), dass sie die

positive Definitheit von Hj erhalten, wenn
Qi pr > 0 (2.98)

erfillt ist.
Basierend auf der aktuellen Schitzung Hj der inversen Hessematrix wird bei der
Quasi-Newton-Methode die Suchrichtung in der Form

sk = —Hp(Vf)(xx) (2.99)

gewahlt. Man beachte, dass hierfiir, anders als bei der Newton-Methode (siehe (2.79)),
lediglich die Kenntnis des Gradienten (V f)(xy) und eine Matrixmultiplikation von Néten
sind. Der Algorithmus der Quasi-Newton-Methode ist unter Verwendung der BFGS-
Korrekturformel in Tabelle 2.3 zusammengefasst.

Die Erfullung der Bedingung (2.98) lisst sich durch eine geeignete Wahl der Schrittweite
ap > 0in X1 = X + QpSg bzZw. Pr = X1 — Xk = oSk sicherstellen. Geniigt die Wahl
der Schrittweite ay, beispielsweise der Wolfe-Bedingung geméfl Abschnitt 2.3.1.3, so ist
(2.98) automatisch erfiillt. Um dies zu sehen, beachte man, dass aus (2.33)

g’ (o) = ghy 1Sk > £29'(0) = eag) sy (2.100)
mit 0 < g2 < 1 folgt. Daraus erhélt man

di Pk = axdp sk = ak(gri1 — k) sk > axlea — Dgisy (2.101)
— ———
>0
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Initialisierung: H, (Startwert, positiv definite Matrix)
k=0 (Startindex)
X0 (Startlosung)
go = (Vf)(x0) (Gradient an der Stelle x)
Ex (Schwellwert fiir Abbruchkriterium)

repeat
Schritt 1: Berechne die Suchrichtung s, = —Hggs

Schritt 2: Lose die Minimierungsaufgabe mi>% f(xx + agsg)
[7°F

Schritt 3: x;411 = X§ + xSk
Pr = X1 — X = QS
8rt+1 = (Vf)(Xk+1)
qr = 8k+1 — 8k

Schritt 4: BFGS-Korrekturformel

T T T
H,., = E— Pr—quk H,|E— QI;pk + pr];pk
q; Pk q; Pk q; Pk

k+—k+1

until  ||xp1 — x| < ey

Tabelle 2.3: Quasi-Newton-Methode mit der BFGS-Korrekturformel.

wobei die rechte Seite dieser Ungleichung (abseits des optimalen Punktes x*) strikt positiv
sein muss, da sy eine Abstiegsrichtung ist. Somit ist (2.98) erfullt.

Fiir unbeschrinkte nichtlineare Optimierungsprobleme mit konvexer Kostenfunkti-
on f(x) konvergiert die Quasi-Newton-Methode mit superlinearer Konvergenzordnung.
Fiir das unbeschrinkte quadratische Optimierungsproblem (2.54) konvergiert die Quasi-
Newton-Methode nach spatestens n Iterationsschritten. Konvergiert die Methode in
diesem Fall genau nach n Iterationsschritten, so kann gezeigt werden (siehe [2.1]), dass
H, = (V2f) '(x*) = Q! d.h. der Algorithmus liefert die exakte inverse Hessematrix.

Die Vor- und Nachteile der Quasi-Newton-Methode kénnen wie folgt zusammengefasst
werden:

+ einfaches Verfahren mit moderatem Rechenaufwand

+ nur der Gradient (Vf)(xg) (Berechnungsaufwand O(n)) wird benotigt

+ konvergiert bei quadratischen Optimierungsproblemen nach spétestens n Iterations-
schritten

+ meist superlineares Konvergenzverhalten

— Matrix Hj, muss gespeichert werden (Speicherplatzbedarf O(n?))
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2.3.2.5 Gauss-Newton-Methode

Bei der Gauss-Newton-Methode wird die aufwindige Berechnung der Hessematrix (V2 f)(xy)
durch eine weniger rechenintensive ndherungsweise Berechnung ersetzt. Diese Optimie-
rungsmethode ist nur anwendbar, wenn die Kostenfunktion f(x) die Struktur

£ = eI = 5 32 (2102)
=1

mit einer beliebigen Funktion r : R" — R™ besitzt. Die Komponenten 7;(x) von r(x)
sollen r; € C? erfiillen. Die exakte Hessematrix von f(x) lautet in diesem Fall

(V2F) (%) = (Vo) (x) (V)" () + fj ri(x) (Vi) (%) (2.103)
=1

wobei die Spalten der Jacobi-Matrix (Vr)(x) € R™*™ die Gradienten (Vr;)(x) enthalten.
Aufgabe 2.12. Rechnen Sie (2.103) ausgehend von (2.102) nach.

Bei der Gauss-Newton-Methode wird der zweite Summand in (2.103) vernachléssigt, so
dass sich die Naherung

(V21) () =~ (V2) () (V)" () (2.104)

ergibt. Der damit verbundene Niherungsfehler ist also klein, wenn r;(x) oder (V?r;)(x)
Vi=1,...,m betraglich kleine Werte annimmt. Ist z. B. bekannt, dass f(x*) = 0, so folgt
daraus r;(x*) = 0 Vi=1,...,m. Der Fall (V?r;)(x) =0Vi=1,...,m tritt ein, wenn
r(x) affin in x ist (vgl. Aufgabe 2.13).

Unter Verwendung des Gradienten (Vf)(x) = (Vr)(x)r(x) und der Approximation
(2.104) ergibt sich der Gauss-Newton-Schritt

st = —((Vr) (%) (V) " (xi) " (V) (k)

2.105
= —((Vr) () (Vr) " (30)) (V) (i ) (3¢ ( :

Die Iterationsvorschrift der Gauss-Newton-Methode lautet damit
Xk 1 = xx, — (V) (xx) (V) (30)) ™ (V) () () - (2.106)

Mit der Gauss-Newton-Methode wird also im Iterationsschritt k die lokale quadratische
Approximation

1
Foek) + (V)T (xr) (x — xp) + Fx— x1) T (Vr) (1) (V) (38) (% — ) (2.107)
von f(x) am Punkt xj; beziliglich x exakt minimiert. Fir die praktische Anwendung

der Methode fithrt man in (2.106) noch eine geeignete Schrittweite oy, ein, so dass die
Iterationsvorschrift

X1 = X5 — (V) (i) (V) T (3x4)) ™ (V) (307, ) e () (2.108)
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lautet und die Abstiegsbedingung (2.22) erfiillt ist. Das Verfahren wird dann haufig ge-
ddmpfte Gauss-Newton-Methode genannt und ay wird als Dampfungsparameter bezeichnet.
Gelegentlich wird die Einschrankung oy < 1 verwendet.

Man beachte, dass die Berechnung von s; geméf (2.105) keine tatséchliche Inversion von
(Vr) (Xk)(VP)T(Xk) erfordert. Die Wahl der Suchrichtung geméaf (2.105) ist nur sinnvoll,
wenn die n x n Matrix (Vr)(x)(Vr)T (x) positiv definit ist. Ist sie nicht positiv definit
(oder schlecht konditioniert), kann dhnlich wie bei der Newton-Methode die alternative
Iterationsvorschrift

Xpr1 = Xk — M (V) (xx) , My = ((VP)(Xk)(VP)T(Xk) + é‘kE)il (2.109)

mit einem geeigneten positiven Parameter € > 0 verwendet werden. Das Verfahren wird
dann (fur den Fall o = 1) als Levenberg-Marquardt-Methode bezeichnet. Die Iterationsvor-
schrift (2.109) geht fiir e, — 0 in die Gauss-Newton-Methode gemé8 (2.108) und fiir sehr
grofie €, in die Gradientenmethode geméf (2.51) tiber. Die Levenberg-Marquardt-Methode
kombiniert daher das Verhalten der Gauss-Newton-Methode mit jenem der Gradienten-
methode. Haufig wird dabei der Parameter ¢, ausgehend von einem hohen Anfangswert
heuristisch adaptiert. Dazu wird die tatsichliche Kostenfunktionsdnderung f(xx+1)— f(xx)
betrachtet. Ist sie positiv (kein Abstieg), so wird der Schritt verworfen und e vergrofert
(Verhalten wird der Gradientenmethode &hnlicher). Ist sie negativ, so wird der Schritt
akzeptiert. Stimmt sie tiberdies gut mit der gemé8 (2.107) prédizierten (negativen) Kosten-
funktionsinderung (V£)" (xx) (k11 — k) + 3 (xp1 — %) T (V) (x5:) (V) T (x3) (Xpep 1 — Xi)
tiberein, wird ey, verkleinert (Verhalten wird der Gauss-Newton-Methode dhnlicher). Eine
detaillierter dargestellte, &hnliche Heuristik findet sich in Abschnitt 2.4.

Der nachfolgende Satz liefert eine Aussage liber die Konvergenzordnung der Gauss-
Newton-Methode. Sein Beweis ist z. B. in [2.9] zu finden.

Satz 2.14 (Konvergenzordnung der Gauss-Newton-Methode). Gegeben sei die Kos-
tenfunktion f(x) = %Hr(x)”g mit v € C? definiert im R™ und dem lokalen Minimum
x*. Wenn die Jacobi-Matriz (Vr)(x*) zeilenreguldr ist, i r;(x*)(V?r;)(x*) = 0
gilt und der Anfangswert xq in einer hinreichend nahen Umgebung des Minimums
liegt, dann konvergiert die Gauss-Newton-Iteration

k41 = x5 — (Vo) (x8) (V)T (3x4)) ™1 (V) (34 ) () (2.110)
mit der Konvergenzordnung 2 gegen das Minimum X*.

Ist der Term S, r;i(x*)(V?r;)(x*) # 0 aber klein gegeniiber (Vr)(x)(Vr) T (xp),
so kann zumindest lineares Konvergenzverhalten nachgewiesen werden. Wenn jedoch

™ ri(x*) (V2r;) (x*) betraglich zu grofie Werte annimmt, kann es sein, dass die Gauss-
Newton-Methode nicht konvergiert [2.9].

Aufgabe 2.13. Zeigen Sie, dass die Gauss-Newton-Methode fiir die Optimierungsauf-
gabe

1 2 .
Inin §||I'(X)H2 mit r(x)=Ax+b (2.111)
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und einer spaltenreguliren Matrix A (dies impliziert m > n) unabhingig vom
Startpunkt xg innerhalb von nur einem Iterationsschritt zum optimalen Punkt x* =
—(ATA)"'A™b konvergiert.

Kostenfunktionen wie in der Optimierungsaufgabe (2.111) treten z. B. bei der Methode
der kleinsten Fehlerquadrate mit parametrisch linearem Modell (lineare Regressionsana-
lyse) auf. Kostenfunktionen der Art (2.102) treten z.B. bei der Methode der kleinsten
Fehlerquadrate mit parametrisch nichtlinearem Modell (nichtlineare Regressionsanalyse)
[2.10] auf.

Aufgabe 2.14. Zeigen Sie, dass die iterative Losung der nichtlinearen Gleichung
r(x)=0 (2.112)

mit r : R* — R™ und r € C' gemiB dem Newton-Raphson-Verfahren genau der
Gauss-Newton-Methode angewandt auf die Optimierungsaufgabe

.1 2
min o {r(o))3 (2.113)

entspricht.

Losung von Aufgabe 2.14. Damit die Gleichung (2.112) eine eindeutige Losung x*
besitzt, muss (Vr)T (x*) regulir sein. Dies muss wegen r € C* auch fiir (Vr)" (x;)
in einer Umgebung von x* gelten. Die Iterationsvorschrift beim Newton-Raphson-
Verfahren lautet

Xpe1 = X — (V)T (%)) e (xp) - (2.114)

Die Iterationsvorschrift (2.106) der Gauss-Newton-Methode vereinfacht sich bei regu-
lirem (Vr)"(xy) zu
X1 = Xp = (V1) () (Vr) ' (x4)) ™ (V) (3¢ ()
= x5, — (V)" () "' r(xp) -

Die Vor- und Nachteile der Gauss-Newton-Methode kénnen wie folgt zusammengefasst
werden:

(2.115)

+ keine zweiten Ableitungen notig, nur die Jacobi-Matrix (Vr)(xy) wird benotigt
+ konvergiert im ersten Iterationsschritt, wenn r(x) affin in x ist

+ unter bestimmten Voraussetzungen kann quadratisches Konvergenzverhalten erreicht
werden

— Konvergenz héngt vom jeweiligen Problem ab und ist nicht garantiert

— Berechnungsaufwand O(mn) fiir die Jacobi-Matrix (Vr)(xy), Berechnungsaufwand
O(n?) fiir die Suchrichtung sy,
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2.4 Methode der Vertrauensbereiche

Bei den Liniensuchverfahren wird eine geeignete Abstiegsrichtung (Suchrichtung) sy (bei-
spielsweise der negative Gradient an der Stelle x; geméf (2.34) bei der Gradientenmethode
oder die Newton-Richtung gemaf (2.79) bei der Newton-Methode) gewahlt und anschlie-
Bend wird iiber das skalare Optimierungsproblem (2.23) die (optimale) Schrittweite o, > 0
in diese Abstiegsrichtung bestimmt. Bei der Methode der Vertrauensbereiche (englisch:
trust region method) wird die zu minimierende Kostenfunktion f(x) in der Umgebung von
Xy, durch eine quadratische Ansatzfunktion my in der Form

(o +58) ~ mi(ss) = i)+ sE(V) () + 25 Bysy (2116)

mit einer geeigneten symmetrischen Matrix By approximiert. Grundsatzlich sollte By, eine
mit geringem Aufwand berechenbare Niherung der Hessematrix (V2 f)(xy) sein. Der mit
my(s) verbundene Approximationsfehler ist in der GréBenordnung von ||sg||* und wenn
B, mit der Hessematrix (V2f)(xy) iibereinstimmt sogar von ||s||®. Der Vertrauensbereich
wird durch ||sg|, < Ay mit einem skalaren Parameter Ay, charakterisiert und definiert
eine Umgebung um den Punkt xj, in der die Kostenfunktion f(xj + sj) hinreichend genau
durch die quadratische Ansatzfunktion my(sy) beschrieben wird. Dabei wird in jedem
Iterationsschritt das beschrankte Optimierungsproblem

1
néiﬁl my(sk) = f(xx) +sp (V) (xx) + §sgBksk (2.117a)
Sk n
uB.v. |silly < Ag (2.117Db)

fiir ein geeignetes Ay, > 0 gelost. Man beachte, dass (im Gegensatz zu den meisten
Liniensuchverfahren) die Abstiegsrichtung und die Schrittweite gleichzeitig bestimmt
werden.

Ein wesentlicher Entwurfsfreiheitsgrad dieser Methode liegt nun in der Wahl von Ay. Da-
zu wird in jedem Iterationsschritt die Ubereinstimmung der quadratischen Ansatzfunktion
my, mit der Kostenfunktion f {iberpriift, indem das Verhéltnis

f(xx) — f(xk + sg)

mk(O) — mk(sk)

Pr(sk) = (2.118)
berechnet wird. Der Zédhlerterm in (2.118) beschreibt die tatsdchliche Reduktion der
Kostenfunktion, wéhrend der Nennerterm die prddizierte Reduktion wiedergibt. Dieser
Nennerterm ist stets grofier gleich Null, da sy die Funktion my geméf} (2.117) innerhalb des
Vertrauensbereiches minimiert. Ist nun pg(si) < 0, so bedeutet dies, dass der Wert der Kos-
tenfunktion am néchsten Iterationspunkt f(xy + sg) grofier als am vorigen Iterationspunkt
f(xg) ist, weshalb dieser Iterationsschritt verworfen und der Vertrauensbereich verkleinert
werden muss. Andererseits kann bei pg(si) ~ 1 der Vertrauensbereich vergrofiert werden,
da die Kostenfunktion f(xy) in diesem Fall gut von der Ansatzfunktion beschrieben wird.
Fiir den Fall, dass pg(sk) positiv und deutlich kleiner als 1 ist, wird der Vertrauensbereich
im néchsten Schritt verkleinert.

Ein Algorithmus zur Methode der Vertrauensbereiche ist in Tabelle 2.4 aufgelistet. Man
beachte, dass hier A eine obere Schranke fiir A darstellt und dass eine VergroBerung des
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Initialisierung: A, A € (0,A) (Vertrauensbereich: Grenz- & Startwert)
nelfo,1) (Parameter)
kE<+0 (Startindex)
X0 (Startlosung)
€x (Schwellwert fiir Abbruchkriterium)

repeat

my(sg) nach (2.116)

s, Losung von (2.117)

pr nach (2.118)

if pr. < %
Api1 < 30

else if p, > 3 and |[s]|2 = Ay,
Ajy1  min{2A;, A}

else
Apy1 + Ay

end if

if pr >
X1 $ X + Sk

k+—k+1

until ka — Xk_1||2 <eg

(Modell)
(evtl. approximativ gelost)
(Modellgiite)

(Reduktion)

(VergroBerung)

(nachster Schritt)

(Approximation der Hessematrix)

(Schritt mit A1 < Ay wiederholen)

Tabelle 2.4: Methode der Vertrauensbereiche.

Vertrauensbereiches im néchsten Iterationsschritt nur dann stattfindet, wenn s; durch die
Grenze des Vertrauensbereiches beschrénkt wurde (Bedingung [|si||, = Ag).

Vorschlége fiir die in Tabelle 2.4 nicht dargestellte Iterationsvorschrift der Matrix By
werden z.B. in [2.1, 2.4, 2.8] beschrieben. Wenn sich die Kostenfunktion f(xy) in der
Form (2.102), d.h. f(x) = %Hr(x)Hg darstellen ldsst, kann die Berechnung von By, wie bei
der Gauss-Newton-Methode in der Form (2.104) erfolgen, d.h. By, = (Vr)(x;)(Vr) " (xz).
Es wird nun gezeigt, dass bei dieser Wahl die Methode der Vertrauensbereiche exakt mit
der Levenberg-Marquardt-Methode iibereinstimmt [2.9]. Dazu wird die Ungleichungsbe-
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schrankung in (2.117) dquivalent umgeschrieben, womit sich das Optimierungsproblem

Juin () = fOxe) + sETN k) + 55E (V06 (70 (edse (21190)
wB.v. h(sg) = %(sgsk ~A}) <0 (2.119b)

ergibt. Basierend auf Satz 3.10 lauten notwendige Optimalitdtsbedingungen fiir das
beschrinkte Optimierungsproblem (2.119)

(V) (k) + (V) (i) (V1) (xi)sf +efisi = 0 (2.120a)
eE>0 (2.120D)
eph(s;) =0. (2.120c)

mit einem noch zu bestimmenden Multiplikator ;. Aus (2.119b) und (2.120) lassen sich
s;. und €7, eindeutig berechnen. Fiir s;. folgt

st = — (Vo)) (V) (i) + 1) (V) (i) (2.121)

was genau der Levenberg-Marquardt-Methode (vgl. (2.109) mit oy = 1) entspricht. Bei
der Methode der Vertrauensbereiche wird der Parameter Ay gewahlt. Bei der Levenberg-
Marquardt-Methode wird der Parameter ¢, gewéhlt. Diese Parameter lassen sich iiber
(2.119b) und (2.120) ineinander umrechnen und es gilt e, = 0 fiir Ay — oo sowie g — o0

Mit der in Tabelle 2.5 zusammengefassten sogenannten Dogleg-Methode wird eine
niaherungsweise Losung des Optimierungsproblems (2.117) berechnet. Sie kombiniert dabei
das Verhalten der Newton-Methode mit jenem der Gradientenmethode. Wenn mit einem
unbeschrinkten Gradientenschritt der Vertrauensbereich verlassen wiirde, wird s; durch
Einschrankung des Gradientenschrittes auf den Vertrauensbereich gewahlt. Wenn mit
einem unbeschrankten Newtonschritt der Vertrauensbereich nicht verlassen wird, wird
s entsprechend diesem Schritt gewdhlt. Andernfalls wird zwischen dem unbeschrénkten
Gradientenschritt und dem unbeschrankten Newtonschritt genau so linear interpoliert,
dass x;4+1 = X + s am Rand des Vertrauensbereiches zu liegen kommt.

Fiir ein Beispiel mit n = 2 zeigt Abbildung 2.8 die Niveaulinien einer lokalen quadra-
tischen Ansatzfunktion my(sg) in einer Umgebung von xj. Die griine Linie beinhaltet
die Néherungslosungen xx411 = Xi + si der Dogleg Methode fiir verschiedene Werte
Ay € (0,00). Zum Vergleich zeigt die rote Linie die exakten Losungen des Optimierungs-
problems (2.117) fiir verschiedene Werte A, € (0,00). Im Fall By, = (Vr)(xz)(Vr)® (xz)
stimmt die rote Linie natiirlich auch mit den Lésungen der Levenberg-Marquardt-Methode
iiberein.

Bemerkung 2.1. Die Losungen einer nichtlinearen Gleichung

r(x) =0 (2.122)
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my(sk) nach (2.116) (Modell)
SGk = —(v(:ﬁ)if)@;%)&i)k) (V)(xk) (unbeschrankter Gradientenschritt)
if [|sqklly > Ak
Sk = AkHsS;i”:Hz
else
svi = —Br (V) (xk) (unbeschrinkter Newtonschritt)
if lsnklly < Ak
Sk = SN,k
else
sk = Besc e + (1 — Br)snk (Interpolation)
mit B € (0,1) so, dass ||si|, = Ag
end if
end if

Tabelle 2.5: Naherungsweise Losung von (2.117) mittels Dogleg-Methode.

Xj+1 mittels Dogleg Methode
exakte Lééuné fiir xk,ﬁ < “
e e Vel
/ ' Xk
A
Xy + SN & Vertrauens-

bereich

quadratische Ansatzfunktion my(sg)

Abbildung 2.8: Losung des Optimierungsproblems (2.117) im Rahmen einer Iteration der
Methode der Vertrauensbereiche, Vergleich zwischen exakter Losung (rot)
und Dogleg Methode (griin).
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mit r: R™ — R"™ kénnen durch Losen der Optimierungsaufgabe

min GOl (2.123)
berechnet werden (siehe dazu auch Aufgabe 2.14). Diese Moglichkeit zur Losung
nichtlinearer Gleichungen wird von der MATLAB-Funktion fsolve aus der Optimization
Toolbox genutzt. Die Funktion fsolve verwendet standardméfig die Methode der
Vertrauensbereiche, wobei zwischen der Basisvariante, der Dogleg-Methode und der
Levenberg-Marquardt-Methode ausgewdhlt werden kann (siehe Dokumentation der
Funktion in MATLAB).

2.5 Direkte Suchverfahren

Die bisher betrachteten sogenannten ableitungsbehafteten Losungsverfahren verwenden
den Gradienten (Vf)(x)) (und mitunter die Hessematrix (V2f)(xx)), um mittels einer
geeigneten Iterationsvorschrift einen neuen Punkt xz11 zu bestimmen. Es soll dabei eine
hinreichend hohe Reduktion der Kostenfunktion f(xxy1) < f(xx) erreicht werden.

Allerdings sind in manchen praktischen Féllen die dazu erforderlichen Ableitungen
nicht verfiighbar oder nicht mit vertretbarem Aufwand berechenbar, da das betrachtete
Problem zu komplex oder nicht stetig differenzierbar ist. Abhilfe verschaffen in diesem
Fall sogenannte direkte oder ableitungsfreie Suchverfahren, die mit Hilfe von Stichproben
eine Reihe von Funktionswerten berechnen, um daraus einen neuen Iterationspunkt xgy1
zu bestimmen.

FEin bekanntes und gleichzeitig einfaches Verfahren in der nichtlinearen Optimierung
ist das Simplex- Verfahren nach Nelder und Mead. Dieses Verfahren unterscheidet sich
grundsétzlich vom Simplex-Algorithmus in der Linearen Programmierung und sollte nicht
mit ihm verwechselt werden.

Der Algorithmus basiert auf der Iteration eines sogenannten Simplex im n-dimensionalen
Raum der Optimierungsvariablen. Unter einem Simplex versteht man in diesem Zusam-
menhang jene konvexe Hiille, die von n+1 Punkten x;,;, 7 = 0,...,n zum Iterationsschritt
k im n-dimensionalen Suchraum aufgespannt wird (fiir n = 1 ist dies eine Linie, fiir n = 2
ein Dreieck, etc.). Im Weiteren werden mit X min und Xi max jene Eckpunkte des Simplex
bezeichnet welche den kleinsten und grofiten Kostenfunktionswert f aufweisen, d. h. es gilt

f(Xk,min) = . min f(xk,i)
1=0,...,n

f(Xk,max) = Z,Enax f(Xk,i) .

=0,...,n

(2.124)

Der Schwerpunkt oder Mittelpunkt des Simplex X gebildet durch alle Eckpunkte aufler
Xk,max €rrechnet sich zu

N R
X = n (Z Xki — Xk,max) . (2.125)
1=0

Der Algorithmus beruht nun auf der Idee, den Punkt Xj . im Simplex durch einen
anderen Punkt mit einem niedrigeren Kostenfunktionswert zu ersetzen. Eine wichtige

Vorlesung und Ubung Optimierung (WS 2023/2024)
© Steinbéck, Institut fiir Automatisierungs- und Regelungstechnik, TU Wien



2.5 Direkte Suchverfahren Seite 63

Xk,2 Xk,2

Xk,0 Xk1  Xk0 Xk,1
Xk, ref
(a) Reflexion (b) Expansion
X x x
.2 k2 Xk.exp k.2
Xk,n_ew
X
Xk,0 W Kol X0 Xkl Xk0e o !
Xk new
(¢) Auflere Kontraktion (d) Innere Kontraktion (e) Schrumpfung

Abbildung 2.9: Operationen des Simplex-Verfahrens nach Nelder und Mead fiir g = 1,
v=1und 6 =1/2.

Operation dabei ist die Berechnung des Reflexionspunktes
Xfrof = Xg + (Xk — Xkmax) (2.126)

der auf einer Geraden durch die Punkte xj max und X;, liegt und symmetrisch beziiglich
X} ZU Xj max iSt, siehe Abbildung 2.9(a). Abhéngig von f(Xjref) im Vergleich zu den
Funktionswerten der anderen Punkte des Simplex wird ein neuer Punkt X, jew konstruiert,
der im néchsten Iterationsschritt den Punkt xj max ersetzt. Der Algorithmus ist in seiner
Grundfunktion in Tabelle 2.6 aufgelistet und die unterschiedlichen Operationen sind
grafisch in Abbildung 2.9 dargestellt. Man beachte, dass die Schrumpfung im Algorithmus
von Tabelle 2.6 stets beziiglich des Eckpunktes xj, in mit dem kleinsten Kostenfunktions-
wert ausgefithrt wird, d. h. in Abbildung 2.9(e) gilt x; 0 = Xg min. Wahrend der Iteration
wandert der Simplex in Richtung des Optimums und zieht sich sukzessive zusammen.
Allerdings ist die Konvergenz im Allgemeinen nicht garantiert und es kann vorkommen,
dass das Simplex-Verfahren zu einem nicht-optimalen Punkt konvergiert. In der Praxis
fiihrt das Simplex-Verfahren dennoch haufig zu guten Ergebnissen und akzeptablem
Konvergenzverhalten.
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Initialisierung: x¢;, i =0,...,n (Startsimplex)
k<« 0 (Iterationsindex)
B>0 (Reflexionskoeffizient, typisch 5 = 1)
v >0 (Expansionskoeffizient, typisch v = 1)
6 €(0,1) (Kontraktionskoeffizient, typisch 6 = 1/2)
Ex (Schwellwert fiir Abbruchkriterium)
repeat
XJ; min, Xk max gemMaB (2.124) (Punkte mit min. und max.
Kostenfunktionswert)
X1, gemaB (2.125) (Schwerpunkt)
X ref = Xi + B(Xk — Xk, max) (Reflexionsschritt, Abb. 2.9(a))
if f(Xk ref) < f(Xkmin)
Xk exp = Xk ref + 7 (Xk ref — Xi;) (Expansionsschritt, Abb. 2.9(b))
if f(xk,exp) < f(Xk,ref)
Xk,new = Xk, exp
else
Xknew = Xk ref (Reflexionspunkt beibehalten)
end if
else if f(xpref) > max. (ki)
Xk, i Xk, max, 1=0,...,n
if f(Xk,maX) S f(Xk:,ref)
Xk new = 0Xk max + (1 — 0)Xy, (Innere Kontraktion, Abb. 2.9(d))
else
X new = OXp ref + (1 — 0)Ry, (AuBere Kontraktion, Abb. 2.9(c))
end if
else
X new = X ref (Reflexionspunkt beibehalten)
end if
if f(Xknew) > f(Xkmax) (ev. bei nichtkonv. Kostenfkt.)
Xft1,i < %(x;“ + Xkmin), 1 =0,...,n  (Schrumpfung, Abb. 2.9(e))
else
Xk,max < Xk,new
Xk+1,i < Xk 1= O, ., n
end if
k+—k+1
until  max;—o..nl[Xk; — Xk,minll, < €2

Tabelle 2.6: Simplex-Verfahren nach Nelder und Mead.

Vorlesung und Ubung Optimierung (WS 2023/2024)
© Steinbéck, Institut fiir Automatisierungs- und Regelungstechnik, TU Wien



2.6 Beispiel: Rosenbrock’s ,,Bananenfunktion® Seite 65

2.6 Beispiel: Rosenbrock’s ,,Bananenfunktion*
Ein bekanntes Beispiel in der Optimierung ist das Rosenbrock-Problem

min f(x) it f(x) = 100(zs 232 4 (z — 1)2. (2.127)
xXE

Abbildung 2.10 zeigt das Profil und die Hoéhenlinien der Funktion, die auch als Bananen-
funktion bezeichnet wird. Das Rosenbrock-Problem soll als Beispiel verwendet werden,
um die Konvergenzeigenschaften der behandelten Verfahren numerisch mit Hilfe von
MATLAB zu untersuchen.

-15 , ,
f(x) & Hohenlinien| 20
© Minimum
1400, / y i
/ /

12004
10004
800+
600+
4004
2004

Abbildung 2.10: Profil und Hoéhenlinien von Rosenbrock’s Bananenfunktion.

Aufgabe 2.15. Verifizieren Sie, dass der Punkt x* = [1 1]T ein Minimum darstellt.
Ist das Minimum x* global und eindeutig? Sind die Funktion f(x) und das Optimie-
rungsproblem (2.127) konvex?

Zur Losung von unbeschriankten Optimierungsproblemen stellt die Optimization Toolbox
von MATLAB die folgenden Funktionen zur Verfiigung
e fminunc: Liniensuche: Gradientenmethode, Quasi-Newton-Methode

Methode der Vertrauensbereiche: Newton-Methode

e fminsearch: Simplex-Verfahren nach Nelder-Mead.

Eine empfehlenswerte Alternative ist die frei zugangliche MATLAB-Funktion minFunc
[2.11], die eine grofle Auswahl an Liniensuchverfahren bietet. Tabelle 2.7 zeigt einige
Vergleichsdaten fiir die numerische Losung des Rosenbrock-Problems (ausgehend vom
Startwert xg = [-1 —1]1), die mit Hilfe von fminunc, fminsearch und minFunc berechnet
wurden.

Abbildung 2.12 stellt zusétzlich die Iterationsverldufe fiir die Verfahren dar, die unter
fminunc und fminsearch implementiert sind. In der Code-Auflistung 2.1 am FEnde dieses
Abschnitts ist der MATLAB-Code fiir das Rosenbrock-Problem (2.127) angegeben, um
zu verdeutlichen, wie die einzelnen Optimierungsverfahren mit fminunc und fminsearch
aufgerufen werden kénnen.
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Xro  of
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Abbildung 2.11: Darstellung der Iterationen des Gradientenverfahrens.

Verfahren Funktion  Iter. f&*) IVAHE Funktionsaufrufe

fx) (VHE (V)&

LS: Gradientenmethode fminunc 57 0.1232 1.1978 200 200
LS: Konj. Gradientenm. minFunc 28 6.9-10718 9.6-1078 68 68
LS: Newton-Methode minFunc 20 3.8-10716 7.3-1077 32 32
LS: Quasi-Newton (BFGS)  fminunc 23 5.4-107'2 9.2-107° 29 29
LS: Gauss-Newton-Meth. minFunc 4 28-107% 1.1-107 9 9
VB: Newton-Methode fminunc 25 22-107' 2.1-1078 26 26
Nelder-Mead Simplex-Verf. fminsearch 67 5.3-1071 - 125 -

Tabelle 2.7: Vergleich der numerischen Verfahren fiir das Rosenbrock-Problem
(LS=Liniensuche, VB=Methode der Vertrauensbereiche).

Beim Gradientenverfahren fallt die langsame Konvergenz auf, weil auch nach dem Errei-
chen der maximalen Anzahl an Funktionsauswertungen von 200 das Minimum noch immer
nicht erreicht ist. In Abbildung 2.11 ist der Iterationsverlauf des Gradientenverfahrens iiber
den Hohenlinien der Rosenbrock-Funktion (2.127) dargestellt. Das Gradientenverfahren
verwendet die Richtung des steilsten Abstieges, welche orthogonal zur jeweiligen Hohenlinie
verlduft. In Richtung des Minimums werden die Iterationsschritte immer kleiner. Die
niedrige Konvergenzgeschwindigkeit wurde bereits in Abbildung 2.6 veranschaulicht und
soll in der folgenden Aufgabe ndher untersucht werden.
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Liniensuche: Liniensuche:

Gradientenmethode Quasi-Newton-Methode

1000

500

Liniensuche: Methode der Vertrauensbereiche:
Gauss-Newton-Methode Newton-Methode
f) /() ~

1000

500

Abbildung 2.12: Rosenbrock’s Bananenfunktion: Vergleich der numerischen Verfahren mit
fminunc, fminsearch und minFunc.
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Aufgabe 2.16. Berechnen Sie fiir das Minimum x* = [1 1] des Rosenbrock-Problems
(2.127) die Konvergenzrate des Gradientenverfahrens gemafl Satz 2.7.

Das Konvergenzverhalten der Quasi-Newton-Methode in Abbildung 2.12 ist wesentlich
besser als beim Gradientenverfahren. Die Newton-Methode (Methode der Vertrauens-
bereiche) in Abbildung 2.12 startet zunéchst in die ,falsche“ Richtung, was durch die
quadratische Approzimation (2.116) am Startpunkt xg = [-1 —1]T zu erkliren ist, deren

Minimum in der Nihe von x ~ [—~1 1] liegt. Allerdings sind die einzelnen Schritte entlang
des Tales der Rosenbrock-Funktion deutlich gréfler, da die Newton-Methode die Hessema-
triz explizit verwendet und nicht auf eine Approximation angewiesen ist wie im Fall der
Quasi-Newton-Methode. Die Gauss-Newton-Methode weist fiir die Rosenbrock-Funktion
ein sehr gutes Konvergenzverhalten auf. Trotz der Approximation der Hessematrix kann
auch im Tal der Kostenfunktion mit grofler Schrittweite das Minimum gefunden werden.
Dieses besonders gute Verhalten ist aber auf die Form der Kostenfunktion zuriickzufiihren,
welche dominante Terme enthélt, die affin in x sind (vgl. dazu Aufgabe 2.13).

Zusétzlich sind in Tabelle 2.7 und Abbildung 2.12 die Ergebnisse fiir das Simplex-
Verfahren von Nelder-Mead, welches in der MATLAB-Funktion fminsearch implementiert
ist, angegeben. Allerdings bietet die Grafikausgabe unter fminsearch nicht die Méglichkeit,
die einzelnen Simplexe darzustellen. In der nichsten Aufgabe soll das Simplex-Verfahren
deshalb ndher untersucht werden, um einen Eindruck von den Simplex-Operationen und
der Robustheit des Verfahrens zu erhalten.

Aufgabe 2.17. Schreiben Sie eine MATLAB-Funktion, die das Rosenbrock-Problem
(2.127) mit Hilfe des Simplex-Verfahrens nach Nelder-Mead numerisch 16st (siehe
den Algorithmus von Tabelle 2.6). Konstruieren Sie den ersten Simplex mit den
Eckpunkten

,  X0,3 = X0,1 + s (2128)

-1 1
X0,1 = 1k Xp,2 = X0,1+ 8 0

in Abhingigkeit der Seitenlinge s = 1. Verwenden Sie fiir die Abbruchbedingung in
Tabelle 2.6 die Schranke e = 1072 und vergleichen Sie Thre Ergebnisse mit jenen von
fminsearch in Tabelle 2.7. Stellen Sie die Simplexe aus den einzelnen Iterationen grafisch
dar. Untersuchen Sie die Robustheit und das Konvergenzverhalten des Simplex-
Verfahrens fiir verschiedene Seitenldngen s des Startsimplex und unterschiedliche
Startpunkte xg ;.

Aufgabe 2.18. Schreiben Sie eine MATLAB-Funktion, die das Rosenbrock-Problem
(2.127) mit Hilfe der Newton-Methode (Liniensuche) 16st, siche Abschnitt 2.3.2.3.
Verwenden Sie die heuristischen Bedingungen von Abschnitt 2.3.1.3 fiir die Schritt-
weitenbestimmung von «y. Vergleichen Sie die Konvergenzergebnisse mit den Werten
in Tabelle 2.7. Stellen Sie die einzelnen Iterationen grafisch dar und variieren Sie die
Startpunkte xg.
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Code-Auflistung 2.1: MATLAB-Code fiir das Rosenbrock-Problem (fminunc, fminsearch,
minFunc).

function Xopt = rosenbrock_problem(Xinit,methodQ)
% Xinit: Startpunkt
% methodQ: 1 - fminunc: Liniensuche: Gradientenmethode
% 2 - fminunc: Liniensuche: Quasi-Newton

% 3 - fminunc: Methode der Vertrauensbereiche: Newton-Methode
% 4 - fminsearch: Nelder-Mead Simplex-Verfahren

% 5 - minFunc: CG-Methode

% 6 - minFunc: Newton-Methode

% 7 - minFunc: Gauss-Newton-Methode

global old

old = [Xinit; rosenbrock(Xinit)];

% Optionen fir fminunc:

opt_fminu = optimoptions('fminunc','Display','iter','PlotFcn',@plot_iterates);
% Optionen fir fminsearch:

opt_fmins = optimset('Display','iter','PlotFcn',@plot_iterates);

% Optionen fir minFunc:
opt=struct('display', 'iter', 'outputFcn',@plot_iterates);

% Generelles: 'SpecifyObjectiveGradient' gibt an, dass die Funktion zur Berechnung der
% Kostenfunktion auch den Wert des Gradienten retourniert. Ist auch 'HessianFcn' auf
% 'objective' gesetzt, muss zusdtzlich die Hessematrix zuriickgegeben werden.
switch methodQ
case 1 % fminunc: Liniensuche: Gradientenmethode
opt_fminu = optimoptions(opt_fminu,'Algorithm','quasi-newton', 'HessUpdate','steepdesc',...
'SpecifyObjectiveGradient',true);
[Xopt,fopt,exitflag,output] = fminunc(@rosenbrock,Xinit,opt_fminu);
case 2 % fminunc: Liniensuche: Quasi-Newton
opt_fminu = optimoptions(opt_fminu,'Algorithm','quasi-newton', 'HessUpdate', 'bfgs’',...
'SpecifyObjectiveGradient',true);
[Xopt,fopt,exitflag,output] = fminunc(@rosenbrock,Xinit,opt_fminu);
case 3 % fminunc: Methode der Vertrauensbereiche: Newton-Methode
opt_fminu = optimoptions(opt_fminu,'Algorithm','trust-region', 'HessianFcn', 'objective',...
'SpecifyObjectiveGradient',true);
[Xopt,fopt,exitflag,output] = fminunc(@rosenbrock,Xinit,opt_fminu);

case 4 % fminsearch: Nelder-Mead Simplex-Verfahren
[Xopt,fopt,exitflag,output] = fminsearch(@rosenbrock,Xinit,opt_fmins);
case 5 % minFunc: CG-Methode
figure

opt.Method = 'cg';

[Xopt,fopt,exitflag,output] = minFunc(@rosenbrock,Xinit,opt);
case 6 % minFunc: Newton-Methode

figure

opt.Method = 'newton';

[Xopt,fopt,exitflag,output] = minFunc(@rosenbrock,Xinit,opt);
case 7 % minFunc: Gauss-Newton-Methode

figure

opt.Method = 'newton';

[Xopt,fopt,exitflag,output] = minFunc(@rosenbrock_gauss_newton,Xinit,opt);

end
end

function [f, grad, H] = rosenbrock(x)

grad = [];

H=1[1;

f = 100%(x(2)-x(1)"2)"2 + (x(1)-1)"2; % Rosenbrock-Funktion

if nargout>1 % falls Gradient angefordert wird

grad = [ -400*%(x(2)-x(1)"2)*x(1)+2x(x(1)-1);
200%(x(2)-x(1)72) 1;
end
if nargout>2 % falls Hessematrix angefordert wird
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H = [ -400%(x(2)-3*x(1)"2)+2, -400%x(1);
-400%x (1), 200 1;
end
end

function [f, grad, Hl=rosenbrock_gauss_newton(x)
% Rosenbrock-Funktion wird umformuliert als Norm einer
% vektorwertigen Funktion r(x):
% f(x)=100%(x2-x1"2)"2+(x1-1)"2 = 1/2*norm(r(x))"2
% mit
% r1(x)=sqrt(200)*(x2-x172)
% r2(x)=sqrt(2)*(x1-1)
r=[sqrt(200) *(x(2)-x(1)"2);
sqrt (2)*(x(1)-1)];
f=1/2*norm(r) ~2;
if nargout>1
grad_r=[-sqrt (200) *2*x (1) ,sqrt(2);
sqrt (200),0] ;
grad=grad_r*r;
end
if nargout>2
H=grad_r*grad_r';
end
end

function stop = plot_iterates(x,info,state)
global old
f = rosenbrock(x);
switch state
case 'init'
plot_surface(x,f);
case 'iter'

% Grafische Ausgabe:
% Initialisierung

% Iterationen

plot3([old(1),x(1)], [01d(2),x(2)], [01d(3),f], 'b-0', 'LineWidth',1);

case 'done'
plot3(x(1),x(2),f,'go"', 'LineWidth',5);

end

stop = false;

old = [x;f];
end

function plot_surface(x,f)
[X1,X2] = meshgrid(-1.5:0.15:1.5);
F = 100*%(X2-X1.72).72 + (X1-1).72;
h = surf(X1,X2,F, 'EdgeColor',0.6%[1,1,1], 'FaceColor',"'
hold on; axis tight;
plot3(x(1),x(2),f,'ko', 'LineWidth',5);
plot3(1,1,0,'ro', 'LineWidth',5);
xlabel('x_1'); ylabel('x_2'); zlabel('f')
set(gcf, 'ToolBar', 'figure');
set(gca, 'Xdir', 'reverse', 'Ydir', 'reverse');
set(gca, 'clipping', 'off');

end

% nach letzter Iteration

% kein Abbruchkriterium

% 3D-Profil von
% Rosenbrock-Funktion
none');

% Startpunkt
% optimale Lésung

% Aktivieren der Meniileiste (Zoom, etc.)
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3 Statische Optimierung mit
Beschrankungen

Den nachfolgenden Betrachtungen liegt das statische Optimierungsproblem mit Gleichungs-
und Ungleichungsbeschrénkungen geméf (1.1) in der Form

min  f(x) Kostenfunktion (3.1a)

xeR™

uB.v. gi(x)=0, i=1,...,p Gleichungsbeschrankungen (3.1b)
hi(x) <0, i=1,...,q Ungleichungsbeschrankungen (3.1¢)

mit p < n, der stetigen Funktion f(x) und den stetig differenzierbaren Funktionen
gi(x), i =1,...,p und hi(x), i = 1,...,q zu Grunde. Fasst man alle Gleichungs- und

Ungleichungsbeschrinkungen in Vektoren der Form g(x) = [g1(x) ... g,(x)]T und

h(x) = [h1(x) ... hq(x)]T zusammen, so kann das Optimierungsproblem (3.1) in der
Form

min /() (3.20)

uBv. gx)=0 (3.2b)

h(x) <0 (3.2¢)

dargestellt werden. Noch kompakter lasst sich dies dquivalent in der Form (1.3)

min f(x) (3.3a)
mit der zuldssigen Menge
X={xeR"|g(x)=0, h(x) <0} (3.3b)

anschreiben. Jedes x € X wird als zuléssiger Punkt bezeichnet.

Die Berticksichtigung von allgemeinen nichtlinearen Ungleichungsbeschrinkungen (3.2¢)
ist zumeist schwieriger als die Beriicksichtigung von Gleichungsbeschrénkungen (3.2b).
Eine Moglichkeit, (3.2) dquivalent ohne nichtlineare Ungleichungsbeschrankungen zu
formulieren, ist die Verwendung sogenannter Schlupfvariablen (englisch: slack variables).
Dies fithrt auf die Formulierung

oin - f (x) (3.4a)

xs€RY

uBv. gx)=0 (3.4Db)
h(x)+x;=0 (3.4c)
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xs>0. (3.4d)

Hierbei wurde (3.2¢) durch die zusétzlichen Gleichungsbeschrankungen (3.4c) und die
(wesentlich einfacheren) Ungleichungsbeschrankungen (3.4d) ersetzt. Die Schlupfvariablen
X, stellen zusatzliche Optimierungsvariablen dar, d.h. die Dimension des Optimierungs-
problems erhoht sich um gq.

3.1 Optimalitatsbedingungen

3.1.1 Optimalitatsbedingungen basierend auf zuldssigen Richtungen

Um Bedingungen fiir ein lokales Minimum x* der Optimierungsaufgabe (3.3) zu formulie-
ren, wird zundchst der Begriff einer zuldssigen Richtung definiert.

Definition 3.1 (Zuldssige Richtung). Der Vektor d € R™ wird als zuldssige Richtung
am Punkt x € X bezeichnet, wenn ein @ > 0 so existiert, dass x + ad € X fir alle
a € [0, a] gilt.

Eine zuléssige Richtung muss nicht an jedem zuléssigen Punkt x € X existieren. Als
Beispiel dafiir betrachte man die in Abbildung 3.1a gezeigte zulissige Menge X € R?,
welche z. B. durch eine nichtlineare Gleichungsnebenbedingung definiert werden kann.
In diesem Fall existiert an keinem Punkt x € X eine zuldssige Richtung im Sinne der

Definition 3.1.
X X

Nicht robust Robust Nicht robust
(a) (b) (c)

Abbildung 3.1: Robuste und nicht robuste Mengen im R2.

Wenn X eine robuste Menge ist, dann ist gesichert, dass an jedem zuldssigen Punkt
x € X eine zuldssige Richtung existiert. Eine Menge X ist genau dann robust, wenn jeder
Punkt am Rand von X iiber das (nichtleere) Innere der Menge X erreicht werden kann.
Abbildung 3.1 zeigt Beispiele fiir robuste und nicht robuste Mengen im R?. Eine robuste
Menge kann offen oder abgeschlossen sein.

Methodisch kann bei der numerischen Suche von optimalen Losungen auf einer robusten
Menge X dhnlich vorgegangen werden, wie bei den in Abschnitt 2.3 beschriebenen Lini-
ensuchverfahren fiir unbeschrankte statische Optimierungsprobleme. Dabei wird iterativ
entlang von Abstiegsrichtungen d, die gleichzeitig zuldssige Richtungen sind, gesucht und
durch Eingrenzung der Schrittweite o darauf geachtet, dass das zuldssige Gebiet X nicht
verlassen wird, d.h. dass die Ungleichungsbeschriankungen (3.2c) stets eingehalten werden.
Dies ist besonders einfach, wenn die Formulierung (3.4) mit Schlupfvariablen verwendet
wird, denn dann miissen nur die einfachen Ungleichungen (3.4d) erfiillt werden.
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Satz 3.1 (Notwendige Optimalitdtsbedingungen erster Ordnung). Fs sei X C R™ die
zulissige Menge des Optimierungsproblems (3.3) und f € C* eine Funktion definiert
auf X. Wenn x* ein lokales Minimum von f auf X ist, dann gilt fiir jede zuldssige
Richtung d am Punkt x* die Ungleichungsbedingung

d*(V/)(x") = 0. (3.5)
Liegt x* im Inneren von X, dann gilt daher zusdtzlich

(V)(x*) = 0. (3.6)

Beweis. Wenn d eine zulédssige Richtung am Punkt x* ist, dann existiert ein & > 0
so, dass x* + ad € X fir alle @ € [0,&]. Nun definiert man fiir 0 < o < a die
Funktion g(a) = f(x*+ ad). Sie muss am Punkt a = 0 ein lokales Minimum besitzen.
Entwickelt man g(«) um den Punkt a = 0 in eine Taylorreihe und bricht diese nach
dem linearen Glied ab, so erhélt man

g(a) = g(0) + g'(0)a+ O(a?) (3.7)

mit ¢’(0) = d¥(Vf)(x*). Wire nun ¢’(0) < 0, dann wiirde fiir ein hinreichend kleines
a > 0 gelten g(a) — g(0) < 0, was im Widerspruch zu der Annahme steht, dass o = 0
bzw. x* ein Minimum ist. Daher muss gelten ¢/(0) = dT(V f)(x*) > 0.

Wenn x* im Inneren von X liegt, dann ist jede Richtung d € R" am Punkt x*
zuldissig. Damit aber ¢/(0) = dT(V f)(x*) > 0 fiir beliebige d € R™ erfiillt ist, muss
(Vf)(x*) = 0 gelten. O

Natiirlich impliziert Satz 3.1 die notwendige Optimalitdtsbedingung fiir unbeschrénkte
statische Optimierungsprobleme gemafl Satz 2.1. Dann gilt X = R™ und x* liegt immer
im Inneren von X.

Satz 3.2 (Hinreichende Optimalitdtsbedingungen erster Ordnung). Es sei X C R"™
die zuldssige Menge des Optimierungsproblems (3.3) und f € C' eine Funktion
definiert auf X. Gilt fiir jede zuldssige Richtung d # 0 an einem Punkt x* € X die
Ungleichungsbedingung

dY(V)(x*) >0, (3.8)

so ist x* ein striktes lokales Minimum von f auf X. Der Punkt x* muss folglich am
Rand von X liegen.

Aufgabe 3.1. Beweisen Sie Satz 3.2. Hinweis: Orientieren Sie sich dabei am Beweis
von Satz 3.1.

Fiir allgemeine Kostenfunktionen f € C! und optimale Punkte x* im Inneren von X
existiert (ohne weitere Voraussetzungen, siche z. B. Satz 3.5) keine hinreichende Optimali-
tatsbedingung erster Ordnung.
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Beispiel 3.1. Es wird die Optimierungsaufgabe

min f(z1,T2) = 25 — 221 + To + T129 (3.9)
xeX

mit der zuldssigen Menge
X ={xeR? >0, 2>0} (3.10)

betrachtet. Es soll untersucht werden, ob der Punkt x* =[1 0]T ein Minimum ist.
Eine Auswertung des Gradienten an der Stelle x* ergibt
227 — 2 5 0

S H . (3.11)

1427

(V') = [ X

In diesem Fall liegt x* am Rand von X und der Gradient (V f)(x*) verschwindet
nicht. Wegen der Definition von X gemé8 (3.10) muss fiir alle zuldssigen Richtungen
d am Punkt x* gelten, dass die zweite Komponente von d grofler gleich Null ist.
Folglich ist die notwendige Bedingung (3.5) fiir alle zuléssigen Richtungen d erfiillt.
Die hinreichende Bedingung (3.8) ist jedoch nicht fiir alle zuldssigen Richtungen
d # 0 erfiillt. Gema$ den Optimalitdtsbedingungen erster Ordnung ist daher weder
ausgeschlossen noch gesichert, dass x* ein Minimum darstellt.

Satz 3.3 (Notwendige Optimalitdtsbedingungen zweiter Ordnung). Es sei X C R™ die
zulissige Menge des Optimierungsproblems (3.3) und f € C? eine Funktion definiert
auf X. Wenn x* ein lokales Minimum von f auf X ist, dann gelten fiir jede zuldssige
Richtung d am Punkt x* die Bedingungen

(a) dY(Vf)(x*) >0 (3.12a)
(b) wenn dT(Vf)(x*) =0, dann dT (VQf) (x*)d>0. (3.12b)
Liegt x* im Inneren von X, dann gelten daher zusdtzlich die Bedingungen

(a) (Vf)(x")=0 (3.13a)
(b) <V2f) (x*) ist positiv semi-definit. (3.13b)

Aufgabe 3.2. Beweisen Sie Satz 3.3. Hinweis: Orientieren Sie sich dabei am Beweis
von Satz 3.1.

Aufgabe 3.3. Es wird die Optimierungsaufgabe

mi)r{l f(zy,z9) = 23 — 222y + 223 (3.14)
x€
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mit der zuldssigen Menge

X:{xeRQy:clzo, mzo} (3.15)

betrachtet. Zeigen Sie, dass der Punkt x* = [6 9] zwar die Optimalititsbedingung
erster Ordnung erfiillt, aber trotzdem kein lokales Minimum beschreibt.

Satz 3.4 (Hinreichende Optimalitdtsbedingungen zweiter Ordnung). Fs sei X C R"™
die zulissige Menge des Optimierungsproblems (3.3) und f € C? eine Funktion

definiert auf X. Erfillt ein Punkt x* € X fiir jede dort zuldssige Richtung d # 0 die
Bedingungen

(a) dY(V[)(x") =0 (3.16a)
(b) wenn dY(Vf)(x*) =0, dann dT(VQf) (x*)d >0, (3.16D)

so ist x* ein striktes lokales Minimum von f auf X. Liegt x* im Inneren von X, dann
reicht daher die Erfillung der Bedingungen

(a) (Vf)(x")=0 (3.17a)
(b) (V2f> (x*) ist positiv definit. (3.17b)

Der Beweis dieses Satzes erfolgt analog zu den Beweisen der vorangegangenen Sétze.

Beispiel 3.2 (Fortsetzung von Beispiel 3.1). Es wird fiir das in Beispiel 3.1 gegebene
Optimierungsproblem die Erfiillung der Optimalitdtsbedingungen zweiter Ordnung
am Punkt x* = [1 0] untersucht. Eine Auswertung der Hessematrix an der Stelle
x* ergibt

(V) () = E (1)] . (3.18)

Fiir alle zulassigen Richtungen d am Punkt x* muss die zweite Komponente von d
groBer gleich Null sein. Die Erfiillung der Bedingung (3.12a) wurde bereits in Bei-
spiel 3.1 gezeigt. Aus dem Gradienten (Vf)(x*) = [0 2]T folgt, dass dT(V f)(x*) =0
fir all jene zuldssigen Richtungen d gilt deren zweite Komponente gleich Null ist.
Fiir solche zuldssigen Richtungen d ergibt sich

d*(V2f)(x")d >0 . (3.19)

Die Bedingung 3.12b ist daher erfiillt und der Punkt x* geniigt den notwendigen Opti-
malitdtsbedingungen zweiter Ordnung. Da fiir alle zuldssigen Richtungen d # 0 welche
dT(Vf)(x*) = 0 erfiillen (erste Komponenten ungleich Null, zweite Komponente
gleich Null)

d*(V2f)(x)d >0 (3.20)
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gilt, geniigt der Punkt x* auch den hinreichenden Optimalitatsbedingungen zweiter
Ordnung, d.h. x* ist ein striktes lokales Minimum.

Wenn die Funktion f(x) und die zuldssige Menge X konvex sind, dann sind die notwen-
digen Optimalitdtsbedingungen erster Ordnung geméf Satz 3.1 auch hinreichend fir ein
globales Minimum. Um dies zu sehen, beachte man, dass mit beliebigem x € X, x — x*
eine zulassige Richtung am Punkt x* darstellt und wegen der Konvexitit von f(x) die
Ungleichung

) = ) + (x = x) (V) = Fx) (3.21)

>0

gilt. Die Sdtze 3.1 bis 3.4 liefern nur Aussagen zu lokalen Minima. Wenn die Funktion
f(x) konvex oder strikt konvex ist, dann kénnen nachfolgende Bedingungen fiir globale
Minima angegeben werden.

Satz 3.5 (Globale Minima einer konvexen Funktion). Es sei f(x) eine konvexe Funkti-
on auf einer konveren Menge X. Die Menge aller Minima G = arg min{ f(x) |x € X'}
ist konvex. Jedes lokale Minimum x* € G von f ist auch ein globales Minimum. [Ist
f(x) strikt konvezx, so ist x* ein striktes globales Minimum.

Der Beweis dieses Satzes erfolgt analog zum Beweis von Satz 2.4.

3.1.2 Optimalitatsbedingungen mit Lagrange-Multiplikatoren

In diesem Abschnitt werden Optimalitdtsbedingungen mit Hilfe von Lagrange-Multiplika-
toren formuliert. Sie setzen den Gradienten (V f)(x) der Kostenfunktion in Beziehung zu
den Jacobi-Matrizen (Vg)(x) und (Vh)(x) der Beschrankungen. An optimalen Punkten
x* muss (Vf)(x*) im Bild dieser Jacobi-Matrizen liegen.

Man bezeichnet eine Ungleichungsbeschrankung h;(x) < 0 als aktiv an einem zuldssigen
Punkt x, wenn h;(x) = 0 und als inaktiv, falls h;(x) < 0. Eine Gleichungsbeschrankung
gi(x) = 0 ist demnach aktiv an jedem zuléssigen Punkt x. Inaktive Ungleichungsbe-
schrankungen an einem zuldssigen Punkt x haben keinen Einfluss auf die Losung der
Optimierungsaufgabe in einer hinreichend kleinen Umgebung von x. Wiirde man also
die Menge der (am optimalen Punkt) aktiven Ungleichungsbeschrankungen schon vorab
kennen, so kénnte man die inaktiven Ungleichungsbeschrankungen vernachléssigen und die
aktiven Ungleichungsbeschrénkungen durch Gleichungsbeschrénkungen ersetzen. Deshalb
soll in einem ersten Schritt das Optimierungsproblem (3.2) mit reinen Gleichungsbeschran-
kungen g(x) = 0 betrachtet werden.

3.1.2.1 Reine Gleichungsbeschrankungen

Treten ausschliellich Gleichungsbeschrankungen auf, so reduziert sich das Optimierungs-
problem (3.2) auf die Form

)?61]'11%}1 f(x) (3.22a)
uBv. gx)=0. (3.22b)
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Fiir die zuldssige Menge gilt dann

X={xeR"|gi(x)=0,i=1,...,p}. (3.23)

Definition 3.2 (Regulérer Punkt bei Gleichungsbeschrankungen, LICQ). Ein zuléds-
siger Punkt x € X der Optimierungsaufgabe (3.2) mit ausschliefilich Gleichungsbe-
schrénkungen (¢ = 0) ist reguldr, wenn die Gradientenvektoren (Vg;)(x),i=1,...,p
linear unabhéngig sind. D. h. die Bedingung

rang((Ve)(x)) = rang([(Vg1)(®) (Va2)x) ... (Vg)®)])=p,  (3.24)

welche im Englischen auch als linear independence constraint qualification (LICQ)
bekannt ist, muss an diesem Punkt erfiillt sein.

Folglich sind an einem reguldren Punkt die Gleichungsbeschriankungen g(x) funktional
unabhdngig. Die Menge der reguldren Punkte ist eine Untermenge von X.

Es ist zu beachten, dass die Regularitit eines Punktes geméafl Definition 3.2 direkt von
der Formulierung der Gleichungsbeschriankungen abhéngt. Als Beispiel dazu betrachte
man die zunédchst dquivalent erscheinenden Gleichungsbeschrankungen g(x) = x1 = 0 und
g(x) = 22 = 0 im R". Beide Beschrinkungen definieren die gleiche zulissige Menge X,
namlich in der Form X = {x € R"|z; = 0}. Fur g(x) = x; ist jeder Punkt von X ein
regulirer Punkt gemif der Definition 3.2. Fiir g(x) = 22 jedoch ist kein Punkt von X
reguldr.

Die zuldssige Menge X = {x € R" | g;(x) =0, i = 1,...,p} mit den stetig differenzierba-
ren Funktionen g;(x), = 1,...,p beschreibt eine (n — p)-dimensionale C'-Mannigfaltigkeit
(siehe dazu Anhang A des Skriptums [3.1]). Der zugehorige (n — p)-dimensionale Tangen-
tialraum 74X an einem reguldren Punkt x wird durch n — p linear unabhéngige Vektoren
aufgespannt. Tx X ldsst sich nun als Annullator des p-dimensionalen Kotangentialrau-
mes, welcher durch die exakten Differentiale dg; : TxX — R, i = 1,...,p gebildet wird,
definieren. Das heifit, es gilt

T,(X:{deIR"

0 )
Agi(d) = Lagi() = (5r000) d =0, i=1o.pf . (325)
—_———
(Vi) (x)

Man beachte, dass die Vektoren d in (3.25) im allgemeinen Fall, d. h. bei nichtlinearen
Gleichungsnebenbedingungen, keine zulédssigen Richtungen im Sinne der Definition 3.1
sind. Im speziellen Fall p = n folgt fiir jeden regulidren Punkt x € A der Tangentialraum
TxX = {0}. Als Vorbereitung fiir die Formulierung notwendiger Optimalitdtsbedingungen
des Optimierungsproblems (3.2) mit reinen Gleichungsnebenbedingungen sei folgendes
Lemma angegeben.

Lemma 3.1 (Zu den Optimalitdtsbedingungen mit Gleichungsbeschrankungen). Es
seix* € X mit X ={x€eR"|gi(x)=0, i=1,...,p} ein reguldrer Punkt und ein
lokaler Extremalpunkt von f(x) unter den Gleichungsnebenbedingungen g(x) = 0 mit
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frg1,...,9p € C'. Fiir alle d, die die Bedingung
(Vg)'(x*)d =0 (3.26)

erfillen, muss auch gelten

(VA xHd=0. (3.27)

Beweisskizze: Da x* € X ein reguldrer Punkt ist, liegt jedes d das (3.26) erfiillt
geméB (3.25) im Tangentialraum Tx+X. Mit x(a), o € (—a, &), & > 0 bezeichne man
im Weiteren eine stetig differenzierbare Kurve parametriert in o durch den Punkt x*
mit dem Tangentialvektor d, so dass gilt x(0) = x* und (%x) (0) = d. Da nun x*
ein lokaler Extremalpunkt ist, muss die Beziehung

(2 1) x0) (L) (0) =0 (3.28)
o <8x ) (da )

(VAT (x*) d

d
af(x(a))

gelten. O

Lemma 3.1, speziell (3.27), besagt also, dass (V f)(x*) orthogonal auf den Tangential-
raum Tx= X steht. Dies bedeutet fiir einen reguldren Punkt x*, dass (V f)(x*) sich eindeutig
als Linearkombination von (Vg;)(x*), i = 1,...,p darstellen lassen muss, d. h. im Bild von
(Vg)(x*) liegt. Dies motiviert die Einfithrung des so genannten Lagrange-Multiplikators A
im folgenden Satz.

Satz 3.6 (Notwendige Optimalitdtsbedingungen erster Ordnung). Es sei x* € X mit
X ={xeR"|gi(x) =0, i =1,...,p} ein requldrer Punkt und ein lokaler Extremal-
punkt von f(x) unter den Gleichungsnebenbedingungen g(x) = 0 mit f, g1,...,g, € C .
Dann ezistiert ein eindeutiges A* € RP so, dass gilt

(VF)(x") + (Vg)(x)A* =0 . (3.29)

Die notwendige Optimalitatsbedingung (3.29) und die Gleichungsnebenbedingungen
g(x*) = 0 bilden ein System von n + p Gleichungen in den n + p Unbekannten (x*, A¥).
Man kann nun die Lagrangefunktion

L(x,A) = f(x) + ATg(x) (3.30)

einfiihren und die notwendigen Optimalitdtsbedingungen von Satz 3.6 in der Form

b T

(5E) O = (V)6) + (VB)(x")X =0 (3:312)
b T

(55L) A7) =) =0 (3.31b)

schreiben.
Wenn die Funktion f(x) und die zuldssige Menge X konvex sind, dann sind die notwen-
digen Optimalitdtsbedingungen erster Ordnung geméfl Satz 3.6 auch hinreichend fiir ein
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globales Minimum. Um dies zu sehen, beachte man zunéchst, dass fiir konvexes X die
Gleichungsbeschrankungen g(x) = 0 affin in x sein missen, d. h. sie haben die Struktur

g(x)=ATx+b=0 (3.32)
und es gilt
(x —x)T(Vg)(x*) = (x—x)TA =0 Vxe X, x"eX. (3.33)
Aus der Konvexitat von f(x) auf X folgt mit (3.29) und (3.33) die Ungleichung

F(x) > f(x) + (x=x) (V)X
= f(x*) = (x —x)T(Ve)(x) A\ = f(x*) VxeX (3.34)
=0

und damit die globale Optimalitdt von x*.

Beispiel 3.3. Man betrachte das Optimierungsproblem (3.1) mit einer Gleichungsbe-
schrankung in der Form

min f(x) = (z1 —2)* + (2 — 1)? (3.35a)
uBv. g(x)=22—-22;1=0 (3.35b)

(siehe auch Beispiel 1.2). Abbildung 3.2 stellt die Gerade g(x) = 0 und die Héhenlinien
von f(x) dar.

T2 .
A (V)
(Vg) 9(x) =0
31
“‘ —(Vf) f(x)=4
9 1(VaII(VE)
f(x7) =18
Optimum:
T
x* = {0.8 1.6}
1+ )
f(x)=0
\ ‘-‘__'
7 ) | %
1 2 3 /m

Abbildung 3.2: Veranschaulichung von Beispiel 3.3 mit einer Gleichungsbeschriankung.

Da optimale Punkte x* auf der Geraden g(x) = 0 liegen miissen, existieren
z.B. fur die Hoéhenlinie f(x) = 4 zwei Schnittpunkte. Es ist direkt ersichtlich, dass
fiir Hohenlinien mit f(x) < 4 die Schnittpunkte dichter zusammenwandern und
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schlieflich zum Minimum
T
x*=[08 16|, f(x)=18 (3.36)
fithren. Die Gradienten der Funktionen f(x) und g(x) lauten

2(1’1 — 2)

2(1}2 — 1)

(V1)) = [ 1

] . (Vo)) = H (3.37)

und damit errechnen sich die notwendigen Optimalitédtsbedingungen (3.31) mit der
Lagrangefunktion L(z1,x2, ) = f(x) + Ag(x) = (1 — 2)? + (z2 — 1)% + A(z2 — 221)
zZu

9 L@ ma ) = 221 —2) — 22 = 0 (3.38)
ox1
iL(:cl,xg, )\) = 2(:62 — 1) +A=0 (338b)
Oxo

0

ﬁL(xl,fEQ, A)=x9—2x1=0. (3.38¢)

Die Losung dieses Gleichungssystems liefert den optimalen Punkt 27 = 0.8, 25 = 1.6
und \* = —1.2.

Aufgabe 3.4. Zeigen Sie, dass unter allen mdoglichen Quadern mit der gegebenen
Oberflache A der Wiirfel mit der Seitenlinge \/A/6 das grofite Volumen besitzt.

Aufgabe 3.5. Gegeben ist ein nichtlineares zeitvariantes Abtastsystem der Form

Tp+1 = or(Tg, uk), o= z(0) (3.39)
mit dem Zustand x und dem Eingang u. Gesucht sind die Steuerfolge (ug, w1, ..., un)
und die zugehérigen Zustiande (zg, z1,...,2n) so, dass die Kostenfunktion

N
J = Z Qbk(wk, uk) (3.40)
k=0

minimiert wird und die Endbedingungen g(xy41) = 0 erfiillt ist. Nehmen Sie dabei
an, dass die partiellen Ableitungen erster Ordnung aller auftretenden Funktionen
stetig sind und die LICQ Bedingung gemaf} Definition 3.2 erfiillt ist. Zeigen Sie, dass
mit der optimalen Lésung die Gleichungen

0 0
Ae—1 = Ak (%90k>($lmuk) + (ax%) (vp,ug), k=1,...,N (3.41a)

AN = M(i}g) (Tn+1) (3.41b)
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0 0
0=\ (au@k> (@k, uk) + <au7/)k) (xg,u), k=0,...,N (3.41c)

mit einem geeigneten Wert p verbunden sind.

Satz 3.7 (Notwendige Optimalitdtsbedingungen zweiter Ordnung). Es sei x* € X mit
X ={xeR"|gi(x) =0, i =1,...,p} ein requldrer Punkt und ein lokales Minimum
von f(x) unter den Gleichungsnebenbedingungen g(x) = 0 mit f,g1,...,g, € C2.
Dann ezistiert ein eindeutiges A* € RP so, dass gilt

o T
(52E) 6.2 = (THE) + (V) o )A" =0 (3.42)

und
T 2 X* * _ T 2 X* u * 2i X* )
d (v L)( A)d =d ((v f)( )+Z§1:A2(v g)( ))dzo (3.43)

fiir alle d € Tx+X mit der Lagrangefunktion L gemafs (3.30).

Die Sétze 3.6 und 3.7 geben notwendige Bedingungen an, die ein lokales Minimum
des beschréankten Optimierungsproblems erfiillen muss. Der néchste Satz formuliert nun
hinreichende Bedingungen fiir ein striktes lokales Minimum des Optimierungsproblems
(3.1) mit reinen Gleichungsnebenbedingungen.

Satz 3.8 (Hinreichende Optimalitatsbedingungen zweiter Ordnung). Gesucht ist das
Minimum der Kostenfunktion f(x) unter den Gleichungsnebenbedingungen g;(x) =
0, i=1,....,p mit f,q1,...,9, € C%. Wenn (x*,X*) so ezistieren, dass

8 T
(8XL> (x*,A*) =0 (3.44)
9i(x*)=0,i=1,...,p und
d*(VL)(x", A)d >0  VdETed, d#0 (3.45)

mit der Lagrangefunktion L gemdf (3.30), dann ist x* ein striktes lokales Minimum.

Im speziellen Fall p = n ist folglich die Optimalitdtsbedingung erster Ordnung geméaf
Satz 3.6 auch hinreichend fiir ein striktes lokales Minimum. Es gilt dann ndmlich 74X =
{0}, so dass die Bedingungen (3.43) und (3.45) unabhingig von (V2L)(x*, A*) erfiillt
werden.

Fiir den iiblichen Fall p < n zeigt sich anhand von Satz 3.8, dass die Matrix L =
(V2L)(x*, A*) eine dhnliche Rolle wie die Hessematrix (V2 f)(x*) der Kostenfunktion f(x)
im unbeschrénkten Fall spielt (siche die Sétze 2.2 und 2.3). Dieser Zusammenhang erklart
auch, warum das Konvergenzverhalten von iterativen Lisungsverfahren des beschrdinkten
Optimierungsproblems durch die Eigenwerte der Matrix L eingeschrinkt auf den Tangenti-
alraum Tx=X beeinflusst werden. Um nun die Erfilllung von (3.45) zu iiberpriifen, kann
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die Matrix L in den Tangentialraum Ty« X projiziert und dort auf positive Definitheit
getestet werden. Dazu verwendet man die Transformationsmatrix T € R"*("?)  deren
Spaltenvektoren eine orthonormale Basis von 7x+X bilden, d.h. TTT = E. Es lisst sich
nun fiir jedes d € Tx+X stets ein z € R™" P so finden, dass gilt d = Tz. Setzt man d = Tz
in (3.45) ein, so erhdlt man

d*(V2L)(x", A)d =d"Ld = 2" T" LTz >0 ¥z€R"?, 240, (3.46)

Die Projektion der symmetrischen Matrix L in den Tangentialraum 7x+X ergibt sich also
in der Form

Ly =TTLT, (3.47)

und die Uberpriifung der Erfiillung von (3.45) reduziert sich auf die Priifung der positiven
Definitheit von Ly. Es sei nun A ein Eigenwert von Ly und v der zugehorige Eigenvektor
(zugleich Links- und Rechtseigenvektor). Folglich gilt

0=v'AE - Ly)v =vIOTIT - TTLT)v = vITT\E - L) Tv. (3.48)

Aus diesem Ergebnis und der Spaltenregularitdt von T folgt, dass die Singularitdt von
AE — Ly die Singularitdt von AE — L impliziert. Damit ist gezeigt, dass jeder Eigenwert
von Ly auch ein Eigenwert von L ist.

Beispiel 3.4. Man betrachte das Optimierungsproblem (3.1) mit einer Gleichungsbe-
schrankung in der Form

m%{% f(x) = 1 + 23 + w913 + 203 (3.49a)
xe
uByv. g(x)=a? +2i4+23-1=0. (3.49Db)

Die notwendigen Optimalitdtsbedingungen erster Ordnung nach Satz 3.6 lauten

0

G LX) = 142X =0 (3.508)
O (" A = 205+ o 4 232 = 0 (3.50b)
8%2
O (", A = @+ 4ah 4 23 2L = 0 (3.50¢)
81‘3

0

Sy L) = (@) + (#5)? + (25)? - 1=0. (3.50d)

Mit dem reguléren Punkt x* = [1 0 0]T und dem Lagrange-Multiplikator \* = —1/2
ist eine Losung von (3.50) gegeben. Zur Priifung der Optimalitdtsbedingung zweiter
Ordnung geméaf Satz 3.8 wird die Matrix

-1

L= (V2L)(x", \") = (3.51)

_ = O
w = O

0
0
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bendtigt.
Um den Tangentialraum Ty« X' der Mannigfaltigkeit X = {x € R3 |2} + 23 + 23 = 1}
gemaf (3.25) zu berechnen, bestimme man vorerst den Ausdruck

<éi<g)(x*):: (201 21 213}‘x:x* =2 0 9. (3.52)
Aus (3.52) und der Definition (3.25) fiir den Tangentialraum am Punkt x* folgt, dass
die erste Komponente aller Vektoren d € Tx+X identisch Null sein muss. Folglich
ist fiir alle d € Tx+X die Beziehung (3.45) von Satz 3.8 erfiillt, denn die Submatrix
L(2.3,2..3) ist positiv definit. Alternativ erhélt man dieses Ergebnis durch Projektion
der Matrix L. Wahlt man dazu zwei orthonormale Basisvektoren des Tangentialraumes
Tx+X und fasst man diese als Spaltenvektoren in der Matrix T zusammen, z. B.

T =

S = O

0
0l , (3.53)
1

dann kann die Matrix L von (3.51) geméf (3.47) wie folgt
11
u:ﬂm:LJ (3.54)

in den Tangentialraum projiziert werden. Da die Matrix Ly positiv definit ist, folgt
aus Satz 3.8, dass der Punkt x* = [I 0 0]T ein striktes lokales Minimum des

beschrinkten Optimierungsproblems (3.49) ist.

Angenommen der Punkt x* ist eine Losung des beschriankten Optimierungsproblems
(3.22) mit dem zugehorigen Lagrange-Multiplikator A*. Dann lasst sich A* wie folgt
interpretieren.

Satz 3.9 (Sensitivitdtstheorem des Lagrange-Multiplikators bei Gleichungsbeschrén-
kungen). Fir f,g1,...,9p € C? betrachte man folgende Familie beschrinkter Optimie-
rungsprobleme

gﬁ% f(x) (3.55a)
uB.v. gx)=c, (3.55Db)

mit ¢, € RP. Angenommen, fiir c; = 0 sei x* ein reguldrer Punkt und erfiille gemein-
sam mit dem Lagrange-Multiplikator X* die hinreichenden Optimalitdtsbedingungen
zweiter Ordnung von Satz 3.8 fiir ein striktes lokales Minimum. Dann existiert fiir je-
des ¢y € RP in einer Umgebung von 0 ein lokales Minimum des Optimierungsproblems
(3.55) an einer Stelle (x(cq), A(cy)), welche stetig von ¢y abhdngt mit x(0) = x* und
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A(0) = X*. Ferner gilt die Beziehung

flx(eg)] =T (3.56)
9 cy=0

Beweisskizze: Die notwendigen Optimalitdtsbedingungen erster Ordnung fiir das
Optimierungsproblem (3.55) lauten

(V) (x)+ (Vg)(x)A
g(x)

0 (3.57a)
cy - (3.57Db)

Berechnet man die Jacobi-Matrix von (3.57) an der Stelle (x*, A*), also fiir ¢, = 0,
dann erhalt man (siehe auch (3.43))

2 * * *

(VLG X) (V)G 559)

(Vg) (x7) 0

Da nach den Voraussetzungen von Satz 3.8 die Matrix (V2L)(x*, A*) die Ungleichung

dT(V2L)(x*,A*)d > 0 Vd € T+ X, d # 0 erfiillt (striktes lokales Minimum an der

Stelle x*) und die Matrix (Vg)(x*) spaltenregulér ist (x* ist ein reguldrer Punkt),
ist die Jacobi-Matrix (3.58) regulér.

| Aufgabe 3.6. Beweisen Sie diese Behauptung.

Mit Hilfe des Satzes tiber implizite Funktionen (Satz 1.4) kann daraus geschlossen
werden, dass x(cg) und A(cy) in einer Umgebung von ¢, = 0 stetig differenzierbare
Funktionen in ¢, sind.

Die Ableitung von (3.57b) nach ¢, am Punkt ¢, = 0 liefert

dg(x(cy))

=E. .
oo (3.59)

cy=0

Wird die Transponierte von (3.57a) rechtsseitig mit (fog multipliziert, so ergibt sich
am Punkt ¢, =0

% dX % " dx
(V)" (x )|t (Ve)' (x*) — =0. (3.60)
Cql| deg|
cy=0 cy=0
E
Gemeinsam mit (3.59) folgt daraus
d #\T
——f(x(eg))| +(A)"=0 (3.61)
dcy o
cg=
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und damit (3.56). O

3.1.2.2 Gleichungs- und Ungleichungsbeschriankungen

Ausgangspunkt der weiteren Betrachtungen ist das Optimierungsproblem mit Gleichungs-
und Ungleichungsbeschrankungen (3.1) bzw. (3.2). In diesem Fall wird die Menge der
Indizes aller am aktuellen Punkt x aktiven Ungleichungsbeschrankungen in der Form

J=J(x) = {j € N|1<j < q, hy(x) =0} (3.62)
definiert. Wieder soll

X={xeR"|g(x)=0,i=1,...,p, hj(x)<0, j=1,...,q} (3.63)

die zuldssige Menge genannt werden. Ferner beschreibt

X=Xx)={xecX|hjx)=0, jeJ(x)} (3.64)

die durch die Gleichungs- und aktiven Ungleichungsbeschriankungen definierte Mannigfal-
tigkeit. Man beachte, dass J und & vom aktuell betrachteten Punkt x abhéngen. Dennoch
wir im Folgenden die abgekiirzte Schreibweise J und X verwendet.

Definition 3.3 (Reguldrer Punkt bei Gleichungs- und Ungleichungsbeschriankungen,
LICQ). Ein zulassiger Punkt x € X’ der Optimierungsaufgabe (3.2) mit Gleichungs-
und Ungleichungsbeschréankungen ist reguldr, wenn die Gradientenvektoren (Vg;)(x),
i=1,...,pund (Vh;)(x), j € J mit J gemaB (3.62) linear unabhéngig sind. D.h.
die Bedingung

rang([[(Vg:) ®)lizt,o [(VA)®)]ses]) = p+ 1], (3.65)

muss erfiillt sein, welche im Englischen auch als linear independence constraint quali-
fication (LICQ) bekannt ist.

Satz 3.10 (Karush-Kuhn-Tucker (KKT) notwendige Optimalitatsbedingungen erster
Ordnung). Angenommen, x* sei ein lokales Minimum des Optimierungsproblems (3.1)
bzw. (3.2)

min f(x) (3.66a)

uBv. g(x)=0, i=1,...,p (3.66b)

hi(x) <0, i=1,...,q (3.66¢)

mit f,91,...,9p,h1,...,hg € C'. Im Weiteren sei x* ein requldrer Punkt der Beschrin-

kungen (3.66b) und (3.66¢). Dann existieren eindeutige Lagrange-Multiplikatoren
(AT, (u")T) mit X* € RP und p* € RY so, dass die Bedingungen

(V)(x) + (V) (x")A" + (Vh)(x")p" =0 (3.67a)
Bt >0 (3.67b)
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hT'(x*)u* =0 (3.67c)

mit den Jacobi-Matrizen (Vg)(x*) = [(Vgl)(x*) (Vgp)(x*)} und (Vh)(x*) =
(Vh)) ... (Vhe)(x)] erfiillt sind.

Beweisskizze: Aus (3.66¢), (3.67b) und (3.67c) folgt hy(x*)u; = 0 Vi = 1,...,q.
Auflerdem folgt, dass eine Komponente p; nur dann von Null verschieden sein kann,
wenn die zugehorige Ungleichungsbedingung aktiv ist, d. h. h;(x*) = 0 gilt. Umgekehrt
kann eine Ungleichungsbeschrankung h;(x*) < 0 nur inaktiv sein, wenn der zugehorige
Lagrange-Multiplikator p; = 0 erfiillt. Diese so genannte complementary slackness
condition besagt also, dass h;(x*) < 0 stets pf = 0 und g > 0 stets h;j(x*) = 0
impliziert.

Da x* ein lokales Minimum des beschriankten Optimierungsproblems (3.66) be-
schreibt, ist es auch ein lokales Minimum fiir jenes Optimierungsproblem, bei dem
alle aktiven Ungleichungsbeschrankungen durch Gleichungsbeschrankungen ersetzt
werden. Dann gibt (3.67a) mit puf = 0 falls h;(x*) < 0 exakt die Bedingung (3.29)
des bei gleichungsbeschrankten Problemen anwendbaren Satzes 3.6 wieder.

Um zu zeigen, dass p* > 0 gelten muss, schreibt man (3.66¢) in

h(x)<c, <0 (3.68)

mit ¢, € RY um, wobei am optimalen Punkt ¢, = 0 gelten soll. Ahnlich zum
Beweis von Satz 3.9 (siehe auch Satz 3.13) folgt, dass x(cp), A(cp,) und p(cy) stetig
differenzierbare Funktionen von c¢j, sind und

= —(u")" (3.69)

Ch:O

4 fix(en)

dCh

gilt. Hierbei gilt pf = 0 Vi € {1,...,¢}\J, d.h. fur alle inaktiven Ungleichungs-
beschréankungen h;(x*) < 0. Die Entwicklung von f in eine Taylorreihe um den
optimalen Punkt liefert

oS O (3.70)
= f(x(0)) = (u*)Ten + O(c})

Aus diesem Ergebnis folgt pu* > 0, da ¢;, < 0 und da wegen der Optimalitidt von x(0)
die Ungleichung f(x(0)) < f(x(cp)) zumindest fir ¢, — 0~ erfiillt sein muss.

F(x(en) = F(x(0)) + ~ f(x(cn)

dCh

O]

Man beachte, dass nicht jedes lokale Minimum die KKT-Bedingungen (3.67) erfiillt. Dies
ist nur der Fall, wenn die Beschrankungen (3.66b) und (3.66c) gewisse Voraussetzungen
erfiillen, die im Englischen auch als constraint qualification (CQ) bezeichnet werden, vgl.
[3.2-3.4]. Diese Voraussetzungen sind jedenfalls erfiillt, wenn x* ein reguldrer Punkt geméaf
Definition 3.3 ist, d.h. wenn die LICQ Bedingung erfiillt ist. Diese garantiert, dass die
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Lagrange-Multiplikatoren ((A*)T, (u*)T) eindeutig sind. Es existieren auch andere CQ
Bedingungen, die diese Eindeutigkeit nicht garantieren.

Aufgabe 3.7. Rechnen Sie mithilfe von Satz 3.10 die Beziehungen (2.120) nach. Dabei
stellt ¢; einen Lagrange-Multiplikator dar.

Ein Problem bei der Berechnung von x* geméfl Satz 3.10 ist, dass man a priori
nicht weif}, welche Ungleichungsbeschrankungen aktiv sind. Eigentlich miissten sémtliche
Kombinationen aktiver und inaktiver Ungleichungsbeschrankungen iiberpriift werden, um
mogliche (lokale) Minima zu finden. Das nachfolgende Beispiel zeigt dies fiir eine einfache
Optimierungsaufgabe.

Beispiel 3.5. Es wird das Optimierungsproblem (3.1) mit ¢ = 2 Ungleichungsbe-
schrankungen in der Form

. 1
min - f(x) = 5(@f + 23 +a3) (3.71a)
uByv. hMx)=z1+z2+23+3<0 (3.71b)
hg(X) = < 0 (3.710)

betrachtet. Es handelt sich hierbei um ein konvexes Optimierungsproblem. Wegen
(Vh)(x) = [1 1 1]F und (Vho)(x) = [1 0 0]T ist jeder zuldssige Punkt ein
reguldrer Punkt. Die KKT-Bedingungen (3.67) lauten in diesem Fall

x] 1 1
5| + |1 w4+ |0 w3=0 (3.72a)
x3 1 0
—— —~~ —~
(VA"  (Vhi)(x¥) (Vha)(x*)
w0 (3.72b)
ps >0 (3.72¢)
pi(z] + a5+ 23 +3)+ pse] =0 (3.72d)
]+ +23+3<0 (3.72€)
zt < 0. (3.72f)

Nun konnen 29 = 4 Falle unterschieden werden.

a) Beide Ungleichungsbeschrankungen sind inaktiv, d. h. hi(x*) = 2] +25+x5+3 <
0 und ho(x*) = z7 < 0. Damit folgt uj = p5 = 0 und 27 = 25 = 25 = 0
wére gemaf (3.72a) die einzige Losung, die aber nicht zulédssig ist, da sie die
Ungleichungsbedingung hi(x*) verletzt.

b) Die Ungleichungsbeschrinkung hq(x*) ist inaktiv und ho(x*) ist aktiv, d.h.
hi(x*) =27+ 25 +25+3 <0, ho(x*) =27 =0, pu =0 und p5 > 0. Die Lésung
x5 = x5 = 0 von (3.72a) ist wiederum kein zuléssiger Punkt, da h(x*) < 0
nicht erfiillt wird.
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c¢) Die Ungleichungsbeschrankung hi(x*) ist aktiv und ha(x*) ist inaktiv, d.h.
h(x*) = i+ 25 +25+3 =0, ho(x*) = 27 <0, u > 0 und pd = 0. Die Losung
x] =25 =25 = —1und pj =1, pu5 = 0 ist damit ein zuldssiger Kandidat fiir
ein (lokales) Minimum.

d) Beide Ungleichungsbeschréankungen sind aktiv, d. h. hy (x*) = z]+25+25+3 =0,
ho(x*) =27 =0, uf > 0 und p5 > 0. Aus der ersten Zeile von (3.72a) folgen
dementsprechend p7 = 0 und g3 = 0. Dies wiirde wieder auf die Losung
xy = x% = 0 von (3.72a) fithren, welche keinen zuléssigen Punkt darstellt.

Ob es sich beim Punkt 2] = 25 = 23 = —1 tatséchlich um ein Minimum handelt, kann
basierend auf den nachfolgenden Ausfithrungen zu konvexen Optimierungsproblemen
einfach gekléart werden.

Wenn die Funktion f(x) und die zuldssige Menge X konvex sind, dann sind die not-
wendigen Optimalitdtsbedingungen erster Ordnung gemafl Satz 3.10 auch hinreichend
fiir ein globales Minimum. Um dies zu sehen, beachte man zunéchst wieder, dass die
Gleichungsbeschriankungen g(x) = 0 fir konvexes X affin in x sein miissen, d. h. es gilt
geméf (3.33)

(x —x)T(Vg)(x*) =0 VxeX, x*eX. (3.73)
AufBlerdem miissen fiir die Ungleichungsbeschrankungen h(x) < 0
p; >0 VieJ(x) (3.74a)
p; =0 Vie{l,...,q}\J(x") (3.74b)
sowie fiir konvexes X
(x —x*)T(Vh)(x*) <0 VjeJx"), xeX, x"eX (3.74c)

gelten. Aus der Konvexitdt von f(x) auf X folgt mit (3.67a), (3.73) und (3.74) die
Ungleichung

£ 2 F6) + (x = x) (V) ()
= FO) X (VRI )N — (e ) T(OC
=0 <0

> f(x¥) Vxe X
und damit die globale Optimalitdt von x*.

Satz 3.11 (KKT notwendige Optimalitdtsbedingungen zweiter Ordnung). Ange-
nommen, x* sei ein lokales Minimum des Optimierungsproblems (3.1) bzw. (3.2)

min f(x) (3.76a)
uBv. g(x)=0, i=1,...,p (3.76b)
hi(x) <0, i=1,...,q (3.76¢)
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mit f,91,...,9p,h1,...,hg € C?. Im Weiteren sei x* ein requlirer Punkt der Beschrin-
kungen (3.76b) und (3.76¢). Dann existieren eindeutige Lagrange-Multiplikatoren
(AT, (")) mit X* € RP und p* € RY so, dass die Bedingungen

(VHE) + (Ve)(x)A™ + (Vh)(x")pu" = 0 (3.77a)

gt >0 (3.77b)

hT'(x)u* =0 (3.77c)

mit den Jacobi-Matrizen (Vg)(x*) = [(Vgl)(x*) (Vgp)(x*)} und (Vh)(x*) =
(Vh)(x*) ... (Vhe)(x?)] erfiilit sind und

d' ((vzf) () + Z X (V29:) (") + g 5 (V*hs) <x*>) d>0

(V2L)(x*, A", )

(3.78)

vVd € T X

mit X = {x € R"|gi(x) =0,i=1,...,p, hj(x) =0, j € J} und der Lagrangefunkti-
on L(x*, A*, u*) = f(x*) + (X)) Tg(x*) + (u*)Th(x*) gilt. Mit J wird dabei wieder die
Menge der Indizes der am Punkt x* aktiven Ungleichungsbeschrinkungen bezeichnet,
d. h. es gilt hj(x*) =0, jeJ.

Satz 3.12 (KKT hinreichende Optimalitédtsbedingungen zweiter Ordnung). Gesucht
ist das (lokale) Minimum des Optimierungsproblems (3.1) bzw. (3.2)

i 3.79
Juin f(x) (3.79a)
uBv. ¢i(x)=0, i=1,....p (3.79Db)
hi(x) <0, i=1,...,q (3.79¢)
mit f,g1,...,9p, P1,...,hg € C?. Wenn fiir einen requliren Punkt x* der Beschréin-

kungen (3.79b) und (3.79¢), Grioflen x* € R™, A* € RP und p* € R? so existieren,
dass gilt

(VHE) + (Vg)(x")A" + (Vh)(x*)p" = 0 (3.80a)
u >0 (3.80Db)
hT(x*)u* =0 (3.80c)
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mit den Jacobi-Matrizen (Vg)(x*) = [(Vgl)(x*) (Vgp)(x*)} und (Vh)(x*) =
(Vh)&) ... (Vhg)(x?)] und

dT ((VQf) (x*) + Zp: AF (VQgZ)(X*) + Xq: w (thj)(x*)) d>0
i=1 j=1

(V2L)(x*, A%, )

(3.81)

Vde T X, d#£0,

X={xeR"|g(x)=0,i=1,...,p, hj(x)=0, j € J} sowie der Lagrangefunktion
L(x*, X", 1) = f(x*) + (A)Tg(x*) + (u*) h(x*), dann ist x* ein striktes (lokales)
Minimum. Mit J wird dabei wieder die Menge der Indizes der am Punkt x* aktiven
Ungleichungsbeschrinkungen bezeichnet, d. h. es gilt hj(x*) =0, j € J.

Im speziellen Fall p + |J| = n ist folglich die Optimalitdtsbedingung erster Ordnung
geméf Satz 3.10 auch hinreichend fiir ein striktes lokales Minimum. Es gilt dann n&mlich
Tx+X = {0}, so dass die Bedingungen (3.78) und (3.81) unabhéngig von (V2L)(x*, A*)
erfillt werden.

Um in allen anderen Fillen die Erfullung von (3.78) und (3.81) zu tiberpriifen, kann
analog zu den Bedingungen (3.43) und (3.45) vorgegangen werden, siche dazu (3.46) bis
(3.48). D.h. es wird die positive (Semi-) Definitheit der Projektion von (V2L)(x*, A*, pu*)
in den Tangentialraum 7yx+X untersucht.

Angenommen der Punkt x* ist eine Losung des beschrankten Optimierungsproblems
(3.2). Dann kénnen die Lagrange-Multiplikatoren A* und p* wieder als Sensitivitaten des
Kostenfunktionswerts am optimalen Punkt beziiglich einer Anderung der Beschrinkungen
interpretieren werden.

Satz 3.13 (Sensitivitdtstheorem der Lagrange-Multiplikatoren bei Gleichungs- und
Ungleichungsbeschrinkungen). Fir f,g1,...,dp, b1, - - ., hg € C? betrachte man fol-
gende Familie beschrinkter Optimierungsprobleme

)5161]%1” f(x) (3.82a)
uBv. gx)=cy (3.82b)
h(x) <cyp (382C)

mit cg € RP und cj, € R1. Angenommen fiir cg = 0 und cj, = 0 sei xX* ein reguldrer
Punkt und erfille gemeinsam mit den Lagrange-Multiplikatoren X* und p* die hin-
reichenden Optimalitatsbedingungen zweiter Ordnung von Satz 3.12 fiir ein striktes
lokales Minimum. Dann existiert fir jedes Paar (cg,cp) € RPTY in einer Umgebung
von (0,0), in der J konstant ist, ein lokales Minimum des Optimierungsproblems (3.82)
an einer Stelle (x(cg,cp), A(cg, cp), p(cy, cp)), welche stetig von (cg,cp) abhingt mit
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x(0,0) = x*, A(0,0) = X" und pu(0,0) = p*. Ferner gelten die Beziehungen

d

dT:gf(x(Cm cp)) o oo =-(x")" (3.83a)
d

dc, T (x(eg:en)) o oo —(p)" . (3.83b)

Aufgabe 3.8. Beweisen Sie Satz 3.13. Hinweis: Orientieren Sie sich dabei am Beweis
von Satz 3.9.

Man beachte, dass Satz 3.13 nur in einer solchen Umgebung von (¢4, c;) = (0, 0) gilt,
in der J, die Menge der Indizes der aktiven Ungleichungsbeschrankungen, konstant ist.
Wie es sein muss, folgt aus Satz 3.13 pf =0Vie {1,...,q}\J.

Beispiel 3.6. Ein Unternehmen produziert téglich x Einheiten eines Produkts mit
einem Verkaufspreis P in €/Stiick. Die variablen Produktionskosten betragen K, in
€ /Stiick. Fiir die Produktion besitzt das Unternehmen m gleiche Maschinen, wobei
jede Maschine téglich ™ Produkte fertigen kann.

a) Wieviele Produkte soll das Unternehmen mit den vorhandenen m Maschinen
taglich fertigen, um seinen Deckungsbeitrag zu maximieren?

b) Dem Unternehmen werden einige weitere Maschinen des gleichen Types zur
Miete angeboten. Bei welchem Tagesmietsatz M in €/Maschine sollte das
Angebot angenommen werden?

Es ist zundchst die Minimierungsaufgabe

ggﬁ f(z)=—(P - Ky,)x (3.84a)
uB.v. hi(z)=—-2<0 (3.84b)
ha(z) = x% —m<0 (3.84c)

zu 16sen. Es handelt sich hierbei um ein lineares Programm. Die KKT-Bedingungen
fiir (3.84) lauten

* ]' *
CP-K)+ (1) g+ = ws=0 (3.85)
~——— —— &/
(VH)(=*) (Vhi)(z*) (Vha)(z*)
w0 (3.85b)
ps >0 (3.85¢)
* ok x* *
—*pl + <$+ — m) py =0 (3.85d)
-z <0 (3.85€)
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x*

™ <0 (3.85f)
mit den Lagrange-Multiplikatoren p] und p5. Fir m > 0 kann nur eine der beiden
Ungleichungsnebenbedingungen (3.84b) und (3.84c) aktiv sein. Es miissen daher nur
zwei Falle unterschieden werden:

Im Fall hy(z*) = —2* = 0 und ha(z*) = —m < 0 folgt aus (3.85d) p5 = 0 und aus
(3.85a)

‘ (V) (")
i =~ teh ey = (P K (3.86)
Die Bedingung pj > 0 (siehe (3.85b)) wird nur fir K, > P erfillt. Wenn also
die variablen Produktionskosten K, den Verkaufspreis P iibersteigen, sollte nichts
produziert werden und das Angebot zur Maschinenmiete sollte ausgeschlagen werden.

Im Fall hy(z*) = —2* < 0 und hy(z*) = z* /2t —m = 0 folgt aus (3.85d) pj =0
und aus (3.85a)

. (VHEY) +

Wy = Vi) @) (P—K,)z" . (3.87)
Die Bedingung ps > 0 (siehe (3.85¢)) wird nur fiir P > K, erfiillt. Wenn also der
Verkaufspreis P die variablen Produktionskosten K, iibersteigt, sollten mit den ver-
fiigbaren m Maschinen téglich * = ztm Produkte erzeugt werden. In diesem Fall
sollte das Angebot zur Maschinenmiete nur dann angenommen (und zur Produktions-
steigerung geniitzt) werden, wenn der Mietpreis M in € /Maschine den zusétzlich (je
Maschine) erwirtschafteten Deckungsbeitrag (P — K, )z nicht iibersteigt. Der Grenz-
preis fiir die Maschinentagesmiete entspricht folglich dem Lagrange-Multiplikator u3
in €/Maschine. Dieser Grenzpreis wird héufig auch als Schattenpreis der Engpasska-
pazitit bezeichnet.

Abschlieflend sollen kurz die Einheiten einiger verwendeter Groéflen besprochen
werden. Die Kostenfunktion f(z) und auch die Lagrangefunktion haben die Einheit
€. Die Ungleichungsnebenbedingung hi(z) ist in der Einheit Produkt formuliert und
w1 besitzt die Einheit €/Produkt. Die Ungleichungsnebenbedingung hs(x) ist in der
Einheit Maschine formuliert und uo besitzt die Einheit € /Maschine.

3.2 Rechnergestiitzte Optimierungsverfahren

Als Ausgangspunkt betrachte man wiederum das beschrénkte Optimierungsproblem (3.2)

){Iellig}l f(x) (3.88a)
uB.v. gx)=0 (3.88b)
h(x) < 0 (3.88¢)

mit p Gleichungsbeschrankungen g¢;(x), ..., gp(x), ¢ Ungleichungsbeschrénkungen hi(x),

.., hg(x) und n Optimierungsvariablen zi,...,z,. Da die Bestimmung eines (lokal)
optimalen Punktes x* von (3.88) durch analytische Losung von Optimalitdtsbedingungen
(nichtlineare Gleichungen sowie Ungleichungen in x*, A* und p*) in vielen Féllen nicht
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moglich ist, ist man im Allgemeinen auf numerische Verfahren zur Suche von x* angewiesen.
Einen Uberblick iiber einige dieser Verfahren gibt der aktuelle Abschnitt.

Zur Losung des Problems (3.88) konnen im Rahmen der Methode der aktiven Beschrin-
kungen aktive und inaktive Ungleichungsbeschrankungen unterschiedlich behandelt werden.
Mit der Gradienten-Projektionsmethode und der reduzierten Gradientenmethode wird wéh-
rend der iterativen Losungssuche eine Fortbewegung im zuléssigen Gebiet sichergestellt.
Alternativ kann das Problem auch durch sequentielle quadratische Programmierung ge-
16st werden, wobei hier die Optimierungsaufgabe durch eine Folge von quadratischen
Programmen approximiert wird. Es besteht ferner die Moglichkeit, das beschréankte Op-
timierungsproblem mit Hilfe von so genannten Straf- bzw. Barrierefunktionen in ein
unbeschrinktes Optimierungsproblem zu transformieren.

3.2.1 Methode der aktiven Beschrankungen

Ohne Einschréankung der Allgemeinheit sei fiir die folgenden Betrachtungen angenommen,
dass keine Gleichungsbeschriankungen vorhanden sind. Aus Satz 3.10 weifl man, dass die
notwendigen Optimalitdtsbedingungen fiir ein lokales Minimum durch

(V") + (Vh)(x*)u* =0 (3.89a)
hi(x*) =0, ieJ (3.89b)
hi(x*) <0, ie{l,....q)\J (3.89¢)

W0, ielJ (3.89d)
=0,  die{l,....q)\J (3.89)

gegeben sind. Mit J wird dabei wieder die Menge der Indizes der am Punkt x* aktiven
Ungleichungsbeschriankungen bezeichnet. Wenn man nun das beschrinkte Optimierungs-
problem fiir eine angenommene Menge der aktiven Ungleichungsbeschriankungen 16st und
diese Losung die nichtaktiven Ungleichungsbeschrankungen erfiillt sowie ausschliellich
nichtnegative Lagrange-Multiplikatoren beinhaltet, dann kann die Losung als Kandidat
fiir das Minimum von (3.89) angesehen werden.

Die Idee der Methode der aktiven Beschrédnkungen (englisch: active set method) beruht
darauf, in jedem Iterationsschritt k eine Arbeitsmenge Wy, festzulegen, welche die Indizes
der am aktuellen Iterationspunkt xj als aktiv betrachteten Ungleichungsbeschrénkungen
beinhaltet. Sind Gleichungsbeschriankungen vorhanden, kénnen diese auf analoge Art
und Weise in der Arbeitsmenge beriicksichtigt werden. Der aktuelle Iterationspunkt xy
ist daher zuldssig im Hinblick auf die Arbeitsmenge Wj. Um zum néchsten Iterations-
punkt x;y1 zu gelangen, erfolgt eine Bewegung entlang der durch die Arbeitsmenge
Wi definierten Mannigfaltigkeit. Ziel ist es, so zu einem hinsichtlich der Kostenfunktion
verbesserten Punkt zu gelangen. Die Bewegung auf der Mannigfaltigkeit kann z. B. mit
der Gradienten-Projektionsmethode (siehe Abschnitt 3.2.2), mit der reduzierten Gradien-
tenmethode (siehe Abschnitt 3.2.3) oder bei quadratischen Programmen durch analytische
Losung (siehe Beispiel 3.7 am Ende dieses Abschnitts) erfolgen. Wie diese Bewegung ge-
wahlt wird, beeinflusst auch wesentlich das Konvergenzverhalten des Losungsalgorithmus.
Die Methode der aktiven Beschrankungen ist also kein eigenstédndiges Losungsverfahren
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fiir beschrinkte Optimierungsprobleme sondern lediglich eine Strategie fiir den Umgang
mit Ungleichungsbeschriankungen im Zuge einer iterativen Losungssuche.

Angenommen, Wy bezeichne die Arbeitsmenge, also die Indexmenge der als aktiv
betrachteten Ungleichungsbeschrankungen am aktuellen Punkt xj;. Dann besteht die
Aufgabe im aktuellen Iterationsschritt k£ darin, eine Losung xx41 des Optimierungsproblems

Xj41 =arg HelIngl f(x) Kostenfunktion (3.90a)

uBv. hix)=0, ieW aktive Ungleichungsbeschrankungen (3.90b)

zu finden. Dazu kann das Gleichungssystem

(VA1) + D Mei(Vhi) (xp41) = 0 (3.91a)
€Wy

hi(XkJrl) =0, 1eW; (3.91b)

nach xj41 und )\Zﬂ-, 1 € Wy gelost werden. Wenn nun )\Z’i > 0 fur alle ¢ € W;, und
hi(xg4+1) < 0 fir alle i € {1,...,q}\Wy, dann ist x;; eine mogliche lokale Losung des
beschrankten Optimierungsproblems (3.89).

Existiert hingegegen ein j € Wy, fiir das gilt )\z’j < 0, dann kann die Kostenfunktion
weiter reduziert werden, indem die Beschrankung h;(x) inaktiv gesetzt wird, d.h. der
Index j wird aus der neuen Indexmenge Wy, entfernt. Dies folgt unmittelbar aus dem
Beweis von Satz 3.10. Wird statt der aktiven Ungleichungsbeschrinkung h;(x) = 0 die
Gleichungsbeschrankung h;(x) = ¢, mit einem kleinen Wert ¢, < 0 verwendet, d.h. x
wird vom Rand in das Innere des Gebietes der Ungleichungsbeschrankung h;(x) < 0
bewegt, dann dndert sich fiir A ; < 0 und x(0) = xj4+1 die Kostenfunktion in der Form

Foxten)) = o) + o Flxlen))| e < flsir) (3.92)
h ch=0\<6’
~Ap ;>0

Dies zeigt also, dass durch eine Bewegung in das Innere des Gebietes der Ungleichungsbe-
schrinkung h;(x) < 0 die Kostenfunktion weiter minimiert werden kann. Abbildung 3.3
veranschaulicht diesen Sachverhalt fiir die Ungleichungsbeschrankung hq(x) < 0.

Natiirlich kann es umgekehrt passieren, dass durch die iterative Losung des beschrankten
Optimierungsproblems eine in der Arbeitsmenge W, als inaktiv erachtete Ungleichungsbe-
schrankung vom neuen Punkt x;q verletzt wird, d. h. es existiert ein j € {1,...,q}\Wg
so, dass hj(xk41) > 0. In diesem Fall muss die neue Indexmenge Wj,4; um den Index j
dieser Ungleichungsbeschrankung erweitert werden. Alternativ ist es moglich, in jeder
Iteration nur solche Bewegungen zuzulassen die zu zuldssigen Punkten xj; fithren, d. h.
es gilt stets xx11 € X.

Der nachfolgende Satz liefert eine Aussage zur Konvergenz der Methode der aktiven

Beschrankungen. Sein Beweis ist in [3.5] zu finden.
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Zulassiger Bereich

hl(x) =0 hQ(X) =0

Abbildung 3.3: Zur Deaktivierung von Ungleichungsbeschriankungen.

Satz 3.14 (Konvergenz der Methode der aktiven Beschrankungen). Angenommen fiir
aufeinanderfolgende Arbeitsmengen Wy, ist das Optimierungsproblem (3.90) wohldefi-
niert und es besitzt eine eindeutige Losung, die )‘Z:,i £ 0VYie Wy erfillt. Wird diese
eindeutige Losung in jeder Iteration k exakt berechnet, so konvergiert die Methode
der aktiven Beschrankungen gegen die Losung des zugrundeliegenden beschrdnkten
Optimierungsproblems.

Der Fall, dass fiir eine Ungleichungsbeschrinkung gleichzeitig h;(x41) = 0 und A} ; =0
gelten, wird als degenerierte Losung bezeichnet. In diesem Fall ist die Ungleichungsbe-
schrankung zwar aktiv, im Sinne von Satz 3.13 ist aber der optimale Kostenfunktionswert
dennoch insensitiv gegeniiber einer Anderung dieser Beschrinkung.

Eine Schwierigkeit bei der praktischen Anwendung von Satz 3.14 ist, dass die Itera-
tionslosungen exakte Losungen des unterlagerten Minimierungsproblems sein miissen,
da ansonsten Vorzeichen der Lagrange-Multiplikatoren falsch sein kénnen. Ferner muss
verhindert werden, dass zwischen gleichen Arbeitsmengen wiederkehrend hin- und herge-
sprungen wird. Wie in [3.5] beschrieben, gibt es dazu Erweiterungen des hier vorgestellten
Basisalgorithmus.

Beispiel 3.7. Gegeben ist das quadratische Optimierungsproblem

>£211P{12 %XTHX +c'x (3.93a)
wB.wv. alx—b=—2;+22,—2<0 Ungleichungsbeschr. Ul (3.93Db)
agx —by =121 +229—6<0 Ungleichungsbeschr. U2 (3.93¢)
agx —b3=x1 —229—2<0 Ungleichungsbeschr. U3 (3.93d)
ajx —by=—x1 <0 Ungleichungsbeschr. U4 (3.93¢)
aix —by = —29 <0 Ungleichungsbeschr. U5 (3.93f)

20
mit H = und ¢ = [-2 —5]T.
0 2

Zur Anwendung der Methode der aktiven Beschrankungen wird nun der jeweils

Vorlesung und Ubung Optimierung (WS 2023/2024)
© Steinbéck, Institut fiir Automatisierungs- und Regelungstechnik, TU Wien



3.2 Rechnergestiitzte Optimierungsverfahren Seite 97

nachste Iterationspunkt x4 in der Form x;11 = Xj, + s} angesetzt. Der optimale
Schritt s, folgt aus dem unterlagerten quadratischen Optimierungsproblem

1
min = (xp +sp) TH(xp +s) + ¢ (xp, + sp) (3.94a)
Sk€R2 2
wB.v. al(xp+sp) —b=a;s, =0, VicW. (3.94b)

Die KKT-Bedingungen fiir (3.94) lauten mit der Matrix Ay, deren Spalten durch
a;, © € Wy gegeben sind, und den Lagrange-Multiplikatoren Ay

Hs; + ApX;, = —Hx, — ¢ (3.95a)
Als;i=0. (3.95b)

Als Startpunkt fiir die Methode der aktiven Beschrankungen wird der zuléssige
Punkt xg = [2 0] gewihlt, an dem die Ungleichungsbeschrinkungen U3 und U5
aktiv sind. Die Arbeitsmenge Wy der in der ersten Iteration aktiven Ungleichungs-
beschrankungen lautet damit Wy = {3,5}. Fir & = 0 erhalt man als Losung von
(3.95)

2 1 0 —2
0o 2 -2 -1 3 )
S0l (3.96)
1 -2 0 0]x 0
0 -1 O 0 0
die GréBen s = 0 und Aj = [-2 —1]T und somit x; = x¢ = [2 0]*. Nun wird

die Ungleichung U3 (Lagrange-Multiplikator mit negativstem Wert) inaktiv gesetzt
(W1 = {5}) und (3.95) erneut fiir £ = 1 geldst, d.h. aus

0 —2

S*
—1 l 11 =5 (3.97)
A
0 -1 O 0
folgen st = [-1 0]" und A} = —5. Damit kann der neue Iterationspunkt xo = x; +s}

berechnet werden, vorausgesetzt es werden keine inaktiven Ungleichungsbeschran-
kungen verletzt. Um diesen Fall zu bertiicksichtigen, wird eine Schrittweite ay > 0
verwendet und so nach oben beschrankt, dass xx41 = x;+ags;, € & gilt. Die Wahl der
Schrittweite oy, erfolgt nun auf Basis folgender Uberlegungen. Wenn fiir alle inaktiven
(affinen) Ungleichungsbeschrankungen gilt ast}'; < 0, dann kann aj > 0 beliebig
gewihlt werden ohne eine Ungleichung ajT(xk +oysy) < bj, j ¢ Wy, zu verletzen. Falls

_aT
b; a; X
T o*
a;sy

hingegen astZ > 0, dann ist die Schrittweite durch o < begrenzt. Da das Mi-

nimum der in oy, quadratischen Funktion %(Xk + aksZ)TH(xk + akSZ)—i—cT (xi + agsy)
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fur ag = 1 erreicht wird, folgt die Wahl der Schrittweite zu

. . bj — a;'er
ap =ming 1, min S . (3.98)
j¢Wk,a;fsz>0 a

Im vorliegenden Fall gilt a; = min{1, 4 , 2 } =1 und damit xo = [1 0]T. Da die
~ =~

Ul U4
optimale Schrittweite a; = 1 moglich ist, muss (3.95) nicht erneut gelést werden.

Es kann direkt die Ungleichung U5 (Lagrange-Multiplikator ist negativ) inaktiv
gesetzt (Wy = { }) und das unbeschriinkte Optimierungsproblem zu s = [0 2.5]T
gelost werden. Die maximale Schrittweite geméfl (3.98) errechnet sich zu ag =
min{l,g./f_i/, \1/} = 0.6 und damit folgt x3 = [1 1.5]T. An diesem Punkt ist die

Ul U2
Ungleichung U1 aktiv (der Wert ap = 0.6 wurde durch die Ungleichungsbeschréankung

U1 determiniert), weshalb die Arbeitsmenge der aktiven Beschrankungen zu W3 = {1}
gesetzt wird. Aus (3.95) folgt mit

2 0 -1, 0
S

0 2 2 lﬂ: 2 (3.99)
A3

-1 2 0 0

die Losung s3 = [0.4 0.2]T und M} = 0.8. Die Schrittweite a3 folgt aus der Beziehung
(3.98) zu as = min{l,\%’@} = 1. Daher und auf Grund des positiven Lagrange-

U2
Multiplikators A} = 0.8 stellt x* = x5 + ags} = [1.4 1.7]T die optimale Lésung von

(3.93) dar. Der Lagrange-Multiplikator fiir das quadratische Programm (3.93) lautet
pr=[5 0 0 0 0.

S
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.9 4

Abbildung 3.4: Anwendung der Methode der aktiven Beschriankungen auf das be-
schrankte quadratische Optimierungsproblem (3.93).
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Abbildung 3.4 zeigt in Grau Hoéhenlinien der Kostenfunktion (3.93a), in Blau Linien
entlang denen eine der Ungleichungsbeschrénkungen (3.93b)—(3.93f) aktiv ist, in
Grau die zuldssige Menge X und in Rot den Linienzug dem die Methode der aktiven
Beschrankungen bei der Losungssuche folgt.

3.2.2 Gradienten-Projektionsmethode

Die Grundidee dieser Methode ist es, die Losung iterativ entlang jener Mannigfaltigkeit
zu suchen, die durch die jeweilige Arbeitsmenge definiert ist. Als Suchrichtung wird der in
den Tangentialraum der Mannigfaltigkeit projizierte negative Gradient der Kostenfunktion
verwendet.

3.2.2.1 Lineare Beschrankungen

Es wird zunéchst das Optimierungsproblem

i 3.100
lnin - f(x) (3.100a)
wB.v. gi(x)=a,,;x —bg; =0, i=1,...,p (3.100b)

hi(x) =ag x—by; <0, i=1,....¢q (3.100c)

mit linearen Gleichungs- und Ungleichungsbeschriankungen betrachtet. Zu einem Iterati-
onsschritt k£ sei x; der aktuell gefundene Punkt. Es wird angenommen, dass an diesem
Punkt in Summe p = p + |W/| < n Gleichungs- und Ungleichungsbeschrinkungen aktiv
sind, wobei W die aktuelle Arbeitsmenge ist. Die Gleichungs- und aktiven Ungleichungs-
beschrénkungen werden im Vektor

- _ [Qi(x)]izl,...,p
809 = [ (i) iew ] | (3.101)

zusammengefasst, dessen (konstante) Jacobi-Matrix mit

A = (Vg)(x) = [[ag,i]izl,...,p [ah,z’]ieW} € R (3.102)

abgekiirzt wird. Folglich wird der Tangentialraum der durch die aktuell aktiven Beschrén-
kungen definierten Mannigfaltigkeit X = {x € X |g(x) = 0} von den Vektoren des
Nullraums Kern(A™) aufgespannt, d. h.

T, X =TX ={d e R"|ATd = 0} (3.103)

(vgl. auch (3.25)). Da die Erfillung der LICQ Bedingung vorausgesetzt wird, ist die
Matrix A spaltenregulir, d.h. rang(A) = p, und es gilt dim(Kern(A™")) = n — p. Der
Gradient (V f)(x) im Iterationsschritt k& steht nun im Allgemeinen nicht orthogonal auf
TX. Aufgrund von R" = Kern(AT) @ Bild(A) mit Bild(A) als dem Bild von A lisst sich
der negative Gradient —(V f)(xy) immer in der Form

—(Vf)(xx) = di + Aoy, (3.104)
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fiir geeignete di € TX und o}, € R? anschreiben. Wird (3.104) linksseitig mit AT
multipliziert, so ergibt sich aufgrund der Spaltenregularitdt von A die Beziehung

-1
op=—(ATA) ATV (x) - (3.105)
Einsetzen von (3.105) in (3.104) fithrt auf den projizierten Gradient dj in der Form
~ TA) AT
dy = —Pi(Vf)(x;) mit Py=E-A(ATA) AT. (3.106)

Py wird dabei als Projektionsmatriz bezeichnet, weil sie den negativen Gradienten
—(Vf)(xk) in den Tangentialraum T X projiziert.

Aufgabe 3.9. Zeigen Sie, dass eine Projektionsmatrix P die Eigenschaften PT = P
sowie P2 = P erfiillt.

Aufgabe 3.10. Zeigen Sie, dass der projizierte Gradient dj auch durch Losen des
beschrankten Optimierungsproblems

i d||? 1
Juin (V) (xk) + dill3 (3.107a)
uwBv. ATd,=0 (3.107b)

berechnet werden kann.

Aufgabe 3.11. Zeigen Sie, dass o, gemaf (3.105) auch durch Losen des unbeschrankten
Optimierungsproblems

min [[(V£)(x) + Aoy (3.108)

o €RP

berechnet werden kann.

Wenn dj, # 0, dann gilt wegen (3.104) und ATd;, =0
di (V£)(xi) = df (=dj, — Aoy) = —dfdy, = —[|di[|3 <0 . (3.109)

Folglich ist mit dj, eine zuldssige Abstiegsrichtung des beschriankten Optimierungsproblems
am Punkt x; gefunden. In weiterer Folge muss lediglich die Schrittweite aj zum neuen
Iterationspunkt xj11 = X + apdy beispielsweise mit dem skalaren Optimierungsproblem
(2.23) bestimmt werden. Es ist hierbei zu beachten, dass die Schrittweite ay durch die am
Punkt xj inaktiven Ungleichungsnebenbedingungen nach oben hin beschrankt sein kann.
Wenn jedoch dj = 0 gilt, dann folgt aus (3.104)

(V) (xk) + Aoy = 0. (3.110)

Dies entspricht der KKT-Bedingung (3.67a) von Satz 3.10 fiir das Optimierungsproblem
(3.100), wobei o, mit den Lagrange-Multiplikatoren der aktiven Beschrankungen iiber-
einstimmt. Wenn keine inaktiven Ungleichungsbeschriankungen verletzt werden und alle
Eintrége o4, © = p+1,...,p nichtnegativ sind, dann erfiillt der Punkt x;, die notwendigen
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KKT-Bedingungen fiir ein (lokales) Minimum. Wenn jedoch ein j € {p + 1,...,p} so
existiert, dass o ; < 0 gilt, dann kann die Kostenfunktion weiter verkleinert werden,
indem die Ungleichungsbeschrankung h;(x) = aE’ ;X — bp; < 0 inaktiv gesetzt wird. Der
Algorithmus der Gradienten-Projektionsmethode ist in Tabelle 3.1 zusammengefasst.

Initialisierung:  x¢ (Zulassiger Startpunkt)
E=0 (Startindex)
stop =0 (Abbruch-Flag)

repeat
Schritt 1: Suche fir den Punkt x; die Menge der aktiven Beschrankungen
(Mannigfaltigkeit X') mit der zugehorigen Arbeitsmenge W.
Schritt 2: Projiziere den negativen Gradienten —(V f)(xj) in der Form d; =
—Py(Vf)(xk) mit Hilfe der Projektionsmatrix P, gemaB (3.106) in
den Tangentialraum T X.
Schritt 3:
if dp #0
Berechne
ap1 = max{ay|x, + ogdy € X'}
Qo = arg 0<£€11<T}Xk’1 f(xk + agdy)
und setze Xp41 = X}, + agodg und k < Kk + 1.
else (d.h.d; =0)
-1
Berechne o, = —(ATA) AT(V£)(xy) (siehe (3.105))
1. Wenn o, ; > 0 fiir alle j = p+1,...,p gilt, dann erfiillt x;, die
KKT-Bedingungen, setze stop=L1.
2. Wenn oy ; > 0 nicht fiir alle j = p+1,...,p gilt, dann streiche
jene Ungleichungsbeschrankung, die zur negativsten Kompo-
nente o} ;, j =p+1,...,p gehort, passe die Indexmenge W
und die Matrix A entsprechend an und gehe zu Schritt 2 in der
nachsten lteration.
end
until stop ==

Tabelle 3.1: Gradienten-Projektionsmethode.
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3.2.2.2 Nichtlineare Beschrankungen

Es wird nun anstelle des Optimierungsproblems (3.100) mit linearen Beschrénkungen das
Optimierungsproblem

Jmin f(x) (3.111a)
u.B.v. gi(x)=0, it=1,...,p (3.111b)
hi(x) <0, i=1,...,q (3.111c¢)

mit nichtlinearen Beschrankungen betrachtet. Die Gleichungs- und aktiven Ungleichungs-
beschrankungen werden wieder im Vektor

v gi(x))i=1,p
g(x) = l i) s ] (3.112)

mit der Dimension p = p + |W/| zusammengefasst. Diese aktuell aktiven Beschrankungen
definieren die Mannigfaltigkeit X = {x € X' | g(x) = 0}.

Im Falle nichtlinearer Beschrankungen ergeben sich Schwierigkeiten, da Elemente des
Tangentialraums 75X nicht unbedingt auch zulissige Richtungen sind. Nachfolgend wird
kurz beschrieben wie mit dieser Situation umzugehen ist.

Zunéchst wird der negative Gradient —(V f)(xx) an einem Punkt x; mit Hilfe der
Projektionsmatrix (vergleiche (3.106))

P = B~ (V8)(x)((V&) (0 (V8)(x0)) (V&) (xu) (3.113)

mit (Vg)(x) = [[(Vgi)(x)]izl,,_,,p [(Vhi)(x)]iew} in den Tangentialraum 7, X projiziert.

(V) (xp) —(VHx)

oXk11,1
o Xk+1,2
Xk+1

Abbildung 3.5: Gradienten-Projektionsmethode.

Abbildung 3.5 veranschaulicht diese Projektion grafisch. Es ist unmittelbar ersichtlich,
dass (im Gegensatz zum Problem mit linearen Beschriankungen) der Punkt

Xk41,0 = Xi T apdp mit dg = —Pk(Vf)(Xk) (3.114)
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auch fiir hinreichend kleines oy im Allgemeinen nicht mehr auf der Mannigfaltigkeit X
liegt. Es kann deshalb eine weitere Bewegung vom Punkt x4 1o orthogonal zu dj nétig
sein, um wieder auf die Mannigfaltigkeit X und somit in den zuléissigen Bereich X' zu
gelangen. Die Idee dabei ist, ein 1, € RP so zu berechnen, dass

g(Xp+1) =0 mit Xy = Xpq1,0 + (V) (Xk)My (3.115)

gilt. Diese Berechnung kann iterativ erfolgen. Dabei wird n;, aus den Teilstiicken An,;
mit [ =0,1,... zusammengesetzt, d.h. i, = >, An;, ;. Es wird also beginnend am Punkt
Xj+1,0 mit der Iterationsvorschrift

X141 = X1, + (V) (xk) Ang (3.116)

eine Punktfolge {xj1,} konstruiert, die zu einem zulissigen Punkt xj,1 € X konvergiert.
Ausgehend von einem Punkt xj41; mit g(xx41,) # 0 soll daher ein verbesserter Punkt
Xp+1,0+1 Mit g(Xp41,41) = 0 gefunden werden. Unter Ausniitzung der Orthogonalitétsbe-
ziehung (Vg)T(xk)(ka,o — x) = 0 liefert eine Taylorreihenentwicklung von g(x) am
Punkt x; bis zum linearen Glied

g(x) ~ g(xi) + (V&) (xk) (x — xy)
= g(xk) + (V&) " (%) (X — Xpt1,0 + Xpet 1,0 — Xk (3.117)
= g(xk) + (V&) (%) (X — Xps1,0) -

Im Speziellen gilt unter Verwendung von (3.116)

0 = g(Xp+1,+1) ~ 8(xk) + (VE) " (%%) (Kh 1,041 — Xi1,0) (3.1188)
= g(x) + (V&) " (x) (Xpr1,4 + (V&) (Xk) ANg s — Xp1,0)
E(xk110) ~ B(xk) + (V&) T (k) (X1 — Xk 110) - (3.118Db)
Die Differenz von (3.118a) und (3.118b) lautet
—8(xk+10) = (V8) (x) (V8) (i) Ampy - (3.119)
Daraus folgt
-1
Any =~ (V&) (x1) (V) (xi)|  &(xut1) (3.120)
und nach Einsetzen in (3.116)
—1
X101 = Xey1 — (VE) (%) [(VE) (k) (VE) (k)| 8(xkr14) - (3.121)

Diese Gleichung beinhaltet dhnliche Ausdriicke wie die Projektionsmatrix P gemaf
(3.113). Gleichung (3.121) wird iterativ ausgefithrt, um zu einem zulédssigen Punkt xj1
zu kommen.

Es ist zu beachten, dass ein Vektor 7, geméf (3.115) nicht immer existieren muss, siehe
beispielsweise Abbildung 3.6. Tritt dieses Problem auf, muss die Schrittweite oy, in (3.114)
reduziert werden.

Vorlesung und Ubung Optimierung (WS 2023/2024)
© Steinbéck, Institut fiir Automatisierungs- und Regelungstechnik, TU Wien



3.2 Rechnergestiitzte Optimierungsverfahren Seite 104

Xk+1,0

Xk

X

Abbildung 3.6: Nichtexistenz von 1, um auf X zu kommen.

FEin weiteres Problem, das bei der Gradienten-Projektionsmethode mit nichtlinearen
Beschriankungen auftreten kann, besteht darin, dass Ungleichungsbeschrankungen, welche
am Punkt xj inaktiv waren, bei einer Bewegung in Richtung des projizierten negativen
Gradienten verletzt werden kénnen, siehe Abbildung 3.7. Typischerweise werden in die-
sem Zusammenhang Verfahren zur Interpolation zwischen den Punkten x; und x;41
eingesetzt, um zu einem neuen Punkt x4 zu kommen. Es wird also fiir die Berechnung
von Xp11,1 nicht die Iterationsvorschrift (3.121) verwendet. Ausgehend von x4, wird
wieder mittels (3.121) eine Punktfolge konstruiert um zu einem neuen Punkt x;; € X
zu gelangen, der die urspriinglich inaktiven Ungleichungsbeschrankungen nicht verletzt.

—(Vf)(xx)

Abbildung 3.7: Interpolation zur Einhaltung der urspriinglich inaktiven Ungleichungsbe-
schrankungen.

Aufgabe 3.12. Losen Sie das beschriankte Optimierungsproblem (3.49) aus Beispiel
3.4 numerisch mit Hilfe der Gradienten-Projektionsmethode. Erstellen Sie dafiir ein
Computerprogramm, wobei Sie fiir die Bestimmung der Schrittweite oy wahlweise
selbst einen Algorithmus (z. B. aus Abschnitt 2.3.1) programmieren oder vorgefertigte
Funktionen einsetzen konnen. Verwenden Sie als Startpunkt xo = [1/v2 1/v2 0]T.
Zur Projektion des Punktes x40 zurlick auf die Mannigfaltigkeit X, also zum
Finden eines zuléssigen Punktes x;1 konnen Sie (3.121) iterativ anwenden.
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Lisung von Aufgabe 3.12. Am Startpunkt betrégt der Kostenfunktionswert f(xg) =
1.207107. Im Verlauf der ersten Iteration ergeben sich folgende Zwischenergebnisse:

1 -1 0 V2 —1]

Po:% 11 o, do:% 1-V2|,  ay=0246289
0 0 2 —V2 |
0.758 115 0.745 439

xi0=| 0656099, xi1=| 0643422 ,  f(x1)=1.108035
—0.174153 ~0.174 153

Nach zehn Iterationen gelangt der Algorithmus zum Punkt

0.997635
0.065 201
—0.021753

X10 =

mit dem Kostenfunktionswert f(x19) = 1.001414. Aus Beispiel 3.4 ist bekannt, dass
die exakte Lésung x* =[1 0 0]T mit f(x*) =1 lautet.

Probleme, die sich bei der Gradienten-Projektionsmethode im Zusammenhang mit
nichtlinearen Beschrankungen ergeben und moglicherweise eine weitere Bewegung vom
Tangentialraum 7;,2? zuriick auf die Mannigfaltigkeit X erfordern (siche Abbildung 3.5),
kénnen vermieden werden, wenn bereits bei der Gradientenberechnung eine Bewegung
entlang der Mannigfaltigkeit X erzwungen wird. Die nachfolgend beschriebene Methode
tut dies.

3.2.3 Reduzierte Gradientenmethode

Die Idee der reduzierten Gradientenmethode [3.2, 3.5-3.7] ist, dass grundsétzlich nur Bewe-
gungen auf der Mannigfaltigkeit, die durch die aktuelle Arbeitsmenge definiert ist, erlaubt
werden. Bei der Gradientenberechnung wird dies im Sinne der Kettenregel berticksich-
tigt. Gelegentlich wird die Methode auch als generalisierte reduzierte Gradientenmethode
bezeichnet.

Man betrachte wieder das Optimierungsproblem

i 1
Juin - f(x) (3.122a)
uB.v. gi(x)=0, i=1,...,p (3.122Db)

hi(x) <0, i=1,...,q (3.122c)

mit nichtlinearen Beschrinkungen. Analog zu Abschnitt 3.2.2.2 sei W die aktuelle Ar-
beitsmenge und der Vektor g(x) mit der Dimension p < n fasse die Gleichungs- und die
im aktuellen Iterationsschritt aktiven Ungleichungsbeschrénkungen zusammen, welche die
Mannigfaltigkeit X definieren.
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Die Optimierungsvariablen werden nun im aktuellen Iterationsschritt so in n — p
unabhéngige Variablen x; und p abhéngige Variablen xp partitioniert, dass

x = [XI] (3.123)
Xp

gilt und die Matrix

aagl L 83571
_ TD,1 TD,p
0
Ap(x) = (8g(x)) =] : (3.124)
XD _ _
9gp 995
Bxi)p,l T Bxi)p,ﬁ

regulér ist. Die in (3.123) gewéhlte Reihenfolge der Variablen stellt keine Einschrénkung
dar, da sie durch Umsortieren immer hergestellt werden kann. Im Verlauf der Iterationen
kann sich die Partitionierung (3.123) d&ndern. Geméafl dem Satz iiber implizite Funktionen
(Satz 1.4) ist bei gegebenem x; mit der geforderten Regularitat der Matrix A p (zumindest
lokal) sichergestellt, dass xp aus g(x) = 0 eindeutig ausgerechnet werden kann und stetig
differenzierbar von x; abhéngt. Formal existiert damit eine (zumindest lokal definierte)
stetig differenzierbare Funktion g5, (xs) so, dass

gx)=0 < xp=gp(xr) (3.125)

gilt. Damit lasst sich das reduzierte Optimierungsproblem

. X7
xzren]}ggfﬁ f([ggl (X[)]) (3'126)

formulieren, welches nur n — p Optimierungsvariablen besitzt und in der aktuellen Iteration
lokal dquivalent zum urspriinglichen (héherdimensionaleren) Optimierungsproblem (3.122)
ist. Die Losungssuche wird damit automatisch auf die Mannigfaltigkeit X eingeschréankt.
Aus der Losung x7 des Optimierungsproblems (3.126) folgt schliefllich noch der optimale
Wert x7, = g;,l (x7) fiir die abhéngigen Variablen.

In giinstigen Féllen ist das reduzierte Optimierungsproblem (3.126) unbeschrankt, d. h.
beliebige Werte x; € R" P sind zuléssig. In ungiinstigen Féllen jedoch besitzt die Funktion
g,gl (x7) nur fiir ein eingeschranktes Definitionsgebiet von x; eine reelle Losung, d. h. das
reduzierte Optimierungsproblem (3.126) ist beschrdnkt. Die Beschrankungen fiir x; sind bei
der Losung von (3.126) zu berticksichtigen. Ob das reduzierte Optimierungsproblem (3.126)
unbeschrankt oder beschrankt ist, hingt also vom Definitionsgebiet der Funktion ggl(x 7)
und damit auch von der Wahl der Partitionierung in (3.123) ab. Es ist daher zu empfehlen,
diese Partitionierung so zu wéahlen, dass die unabhéngigen Variablen x; beliebige Werte
annehmen diirfen (siche dazu das Beispiel 3.8 am Ende dieses Abschnittes).

Bemerkung 3.1. Gerade bei regelungstechnischen Optimierungsaufgaben ist die in
(3.123) vorgenommene Einteilung der Optimierungsvariablen in unabhéngige und
abhéngige Variablen héufig sehr einfach méglich. Die zu optimierenden Stellgrifien des
Systems stellen unabhéngige Variablen dar, wihrend die Zustandsgrofien abhédngige
Variablen darstellen, deren Werte durch Zustandsgleichungen eindeutig definiert und
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im Allgemeinen einfach berechenbar sind (siehe dazu auch Aufgabe 3.5). Da die
meisten dynamischen Systeme viele Zustandsgréfien aber nur wenige Stellgréfien
besitzen, ist damit die Dimension des Optimierungsproblems (3.126) erheblich kleiner
als jene von (3.122).

Wenn das reduzierte Problem (3.126) unbeschrénkt ist, kann seine Losung xj z. B. mit
den in Kapitel 2 vorgestellten Methoden berechnet werden. Andernfalls kann x7 z. B. mit
den in aktuellen Kapitel vorgestellten Methoden berechnet werden. Generell wird bei der
Loésung von (3.126) héufig die (totale) Ableitung der Kostenfunktion (3.126) beziiglich x;
(Gradient) benotigt. Diese Ableitung kann wie folgt berechnet werden. Zunéchst bilde
man das totale Differenzial von g(x) = 0

%, dx; + AD(X) dxp =0 (3.127)

aus dem .
dxp _ ng (X[)

= —A-'A 3.128
dX] dX] D ! ( )

folgt. Daraus ergibt sich die gesuchte totale Ableitung

<df(X)>T _ (6f<x> 009 4 AI>T [ B|-(ArA)" | (VH&) |

dx; oxr 0xp

(3.129)

welche auch als reduzierter Gradient bezeichnet wird. In analoger Weise folgt die (totale)
zweite Ableitung der Kostenfunktion (3.126) beziiglich x; (Hessematrix) in der Form

a2 f AU - ol
d$2 d.Z’]J dl‘[’nfﬁ
d2 11 _ _
ﬁ _ : : =Px)(Vf) P (x),  (3.130)
dXI dXI 2 2
_arr a-f
dzyn—pder o7 _p

welche auch als reduzierte Hessematrixz bezeichnet wird. Bei der Berechnung dieser Ab-
leitungen ist es also nicht notwendig, die Funktion g51 (x7) explizit zu kennen. Im Fall
n—p < p kann es den Aufwand zur Berechnung von P(x) gema8 (3.129) reduzieren, wenn
statt dem Ausdruck —ABIA 1, welcher eine Inversion der Matrix A p erfordert, die Matrix
dxp/dxy, die sich aus der Losung des linearen Gleichungssystems

dxp
Ap——=-A 3.131
D Ix, I ( )
(vgl. (3.128)) ergibt, in (3.129) eingesetzt wird.
Es ist zu beachten, dass mit dem reduzierten Optimierungsproblem (3.126) noch nicht
sichergestellt ist, dass die in der aktuellen Iteration gefundene Losung x7j, x}, die KK'T-
Bedingungen geméafl Satz 3.10 fiir das urspriingliche beschrinkte Optimierungsproblem
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(3.122) erfullt. Zudem ist es haufig nicht moglich, einen analytischen Ausdruck fir die
Funktion g,'(xs), welche auch in (3.126) auftritt, zu finden. Praktisch wird daher meist
nicht das reduzierte Optimierungsproblem (3.126) selbst gelost, sondern nur die zugehérige
Ableitung (3.129) (gegebenenfalls auch (3.130)) berechnet, um im Zuge der iterativen
Losungssuche entlang der aktuellen Mannigfaltigkeit X und unter Beriicksichtigung all-
falliger Beschrénkungen fiir die unabhéngigen Variablen x; eine neue Suchrichtung sy
fiir x; zu bestimmen. Im Falle eines unbeschrankten reduzierten Optimierungsproblems
(3.126) gilt z. B. bei Verwendung der Gradientenmethode sy = —(df(xx)/dx;)T. Es
kénnen im unbeschrankten Fall aber auch die weiteren in Abschnitt 2.3.2 besprochenen
Methoden zu Wahl einer Suchrichtung sy ; verwendet werden.

Tabelle 3.2 fasst den zugehorigen Algorithmus im Falle eines unbeschrankten reduzierten
Optimierungsproblem (3.126) zusammen. Sind jedoch Beschrédnkungen fiir x; vorhanden,
muss Schritt 4 des Algorithmus entsprechend angepasst werden. Im Zuge der reduzierten
Gradientenmethode muss die Funktion g,gl (x7) weder explizit bekannt sein noch ausge-
wertet werden. Fiir einen bestimmten Wert x; kann xp stets als Losung der Gleichung
g(x) = 0 berechnet werden. Folglich ist x; immer ein zuldssiger Punkt im Sinne der
Gleichungs- und aktiven Ungleichungsbeschriankungen, was bei einem vorzeitigen Abbruch
der iterativen Losungssuche von Vorteil sein kann.

Wie nachfolgendes Lemma zeigt, kann der reduzierte Gradient (df(x)/dx;)T alternativ
zu (3.129) auch mit Hilfe der Lagrangefunktion berechnet werden.

Lemma 3.2 (Berechnung des reduzierten Gradienten mit Hilfe der Lagrangefunktion).
Es seix € X ein reqularer Punkt des Optimierungsproblems (3.122). Fir eine gegebene
Partitionierung (3.123) kann der reduzierte Gradient (df(x)/dx;)t mit Hilfe der
Lagrangefunktion

g(x) (3.132)

in der Form

() - (L) o= () ()5 i

dx; oxy oxy

berechnet werden, wobei xp und X aus den Bedingungen

<aa>\L>T(X’ A= e(ei=0 (3.134a)
R T

folgen.

Aufgabe 3.13. Beweisen Sie Lemma 3.2.

Gegeniiber (3.129) hat die Berechnung des reduzierten Gradienten gemifl Lemma 3.2
den Vorteil, dass die Matrix A p(x) nicht invertiert werden muss. Zur Berechnung von A
muss nur die lineare Gleichung (3.134b) gelost werden. Aus Lemma 3.2 folgt direkt, dass
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Initialisierung: xg (Zulassiger Startpunkt)
k=0 (Startindex)
stop =0 (Abbruch-Flag)

repeat

Schritt 1: Suche fir den Punkt x; die Menge der aktiven Beschrankungen
(Mannigfaltigkeit X') mit der zugehorigen Arbeitsmenge W.

Schritt 2: Partitioniere x gemaB (3.123) in unabhangige Variablen x; und ab-
hangige Variablen xp so, dass Ap(xx) gemaB (3.124) regular ist.

Schritt 3: Berechne am Punkt x; den reduzierten Gradienten d;; =

(df (xg)/dx;)T gemaB (3.129) und gegebenenfalls die reduzierte Hes-
sematrix gemaB (3.130).
Schritt 4:

if dj#0

Wahle basierend auf djj (und der reduzierten Hessematrix) eine

geeignete Suchrichtung sy ; im Raum der unabhangigen Variablen x;.
Berechne

a1 = max (677

X LS
uw.B.v. [_1 Lk T ChSLk 1 ex
g, (xXrk+ agsrk)

B ] X1k + opSrk
a2 =arg min f||__, '
0<ap<ap; gp (X[J{; + OélgSI,k:)

setze Xy p+1 = X1k + Qg 251k, berechne xp ;41 aus g(xg41) = 0
und setze k + k + 1.
else (d.h.d;;=0)

Priife ob KKT-Bedingungen (3.66) erfillt sind.
1. Wenn Punkt x; die KKT-Bedingungen erfiillt, setze stop=1.

2. Andernfalls passe die Arbeitsmenge W durch Hinzunahme von
verletzten Ungleichungsbeschrankungen (hi(x;) > 0) oder
durch Streichung der Ungleichungsbeschrankung mit dem kleins-

ten negativen Lagrange-Multiplikator (x; < 0) an und gehe zu

Schritt 2 in der nachsten lteration.
end

until stop==1

Tabelle 3.2: Reduzierte Gradientenmethode fiir ein unbeschréanktes reduziertes Optimie-
rungsproblem (3.126).
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die Stationarititsbedingung (df(x)/dx;)T = 0 genau auf die notwendige Optimalititsbe-
dingung erster Ordnung fiir Optimierungsprobleme mit reinen Gleichungsbeschrankungen
(siehe Satz 3.6 sowie (3.31)) fuhrt.

In [3.5-3.7] werden Varianten der reduzierten Gradientenmethode beschrieben, die
als Grundlage die Problemformulierung (3.4) mit Schlupfvariablen x; verwenden. Dabei
werden die Optimierungsvariablen in unabhéngige, abhéingige und fixierte Variablen
partitioniert. Als fixierte Variablen gelten Schlupfvariablen mit dem Wert z,; = 0, d. h.
jene, die zu einer aktuell aktiven Ungleichungsbeschrénkung gehoren. Fixierte Variablen
haben keinen direkten Einfluss auf den reduzierten Gradienten.

Beispiel 3.8. Man betrachte das Optimierungsproblem

min  f(x)=1-—27 — 23 (3.135a)
x€R?
wBv. g(x)=a2f+29-1=0, (3.135b)

welches nun in ein reduziertes Optimierungsproblem der Form (3.126) umgeschrieben
werden soll.

Wird z; als unabhéingige Variable gewéhlt, d.h. x; = x; und xp = x3, so ergibt
sich das unbeschrdnkte reduzierte Optimierungsproblem

. 2 4
—x7 . 3.136
min 21— (3.136)
Es besitzt nur an der Stelle 7 = 0 ein lokales Minimum. Fiir den zugehorigen
optimalen Wert der abhéngigen Variable zg gilt 5 = 1. An diesem Punkt gilt fiir

T
den reduzierten Gradienten geméaf (3.129) (df (x)) = 0. Mithilfe der hinreichenden

dX[

KKT-Bedingungen geméafl den Satz 3.12 lasst sich leicht zeigen, dass der gefundene
Punkt x* = [0 1]T ein lokales Minimum des urspriinglichen beschrinkten Optimie-

rungsproblems (3.135) darstellt. Es ist dies das einzige lokale Minimum. Das Problem
besitzt kein globales Minimum.

Aufgabe 3.14. Zeigen Sie dass der gefundene Punkt x* = [0 1]* das einzige
lokale Minimum des urspriinglichen beschrankten Optimierungsproblems (3.135)
darstellt. Begriinden Sie warum das Problem kein globales Minimum besitzt.

Wird alternativ xo als unabhéngige Variable gewéhlt, d.h. x; = 22 und zp = z1,
so ergibt sich das beschrdnkte reduzierte Optimierungsproblem

. 2
_ 3.137

min - T — 2 (3.137a)
uBv. z2<1. (3.137b)

Die Beschrankung (3.137b) wird benétigt, damit g(x) nach z; aufgelést werden kann.
Das reduzierte Optimierungsproblem (3.137) besitzt nur an der Stelle 25 = 1 ein
lokales Minimum. Fiir den zugehorigen optimalen Wert der abhiangigen Variable x
gilt 7 = 0. An diesem Punkt kann der reduzierte Gradient nicht berechnet werden, da
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Ap = 0 gilt, d. h. Ap ist nicht reguldr. Auch in diesem Fall wird also der Punkt x* =
[0 1]T als lokales Minimum des urspriinglichen beschrankten Optimierungsproblems
(3.135) gefunden. Dieser Fall zeigt aber, dass die Berticksichtigung der Beschrinkung
(3.137b) notwendig ist, um das Optimum zu finden.

Die Wahl z; = x1 und zp = x5 erwies sich hier als giinstig, weil sie zu einem unbe-
schrankten reduzierten Optimierungsproblem fiihrt. Die alternative Wahl x; = x5 und
xp = w1 ist ungiinstig, da sie zu einem beschrénkten reduzierten Optimierungsproblem
flihrt.

Aufgabe 3.15. Losen Sie das beschrankte Optimierungsproblem (3.49) aus Beispiel
3.4 numerisch mit Hilfe der reduzierten Gradientenmethode. Erstellen Sie dafiir ein
Computerprogramm, wobei Sie fiir die Bestimmung der Schrittweite aj wahlweise
selbst einen Algorithmus (z. B. aus Abschnitt 2.3.1) programmieren oder vorgefertigte

Funktionen einsetzen kénnen. Verwenden Sie als Startpunkt xo = [1/v2 1/v2 0]T.

Wiéhlen Sie die Partitionierung x; = [z9 :):3]T und rp = x1. Warum ist diese
Aufteilung in Anbetracht des aus Beispiel 3.4 bekannten optimalen Punktes x* =
[1 0 0] sinnvoll? Vergleichen Sie die Ergebnisse mit jenen von Aufgabe 3.12.

Losung von Aufgabe 3.15. Die Partitionierung x; = [zo 3]" und p = z1 ist die ein-
zig mogliche, die am optimalen Punkt x* die Regularitit von Ap(x*) = dg(x*)/dzp
sicherstellt. Am Startpunkt betrégt der Kostenfunktionswert f(xg) = 1.207107.
Im Verlauf der ersten Iteration ergeben sich bei Verwendung der Suchrichtung
sk = —(df(xx)/dxs )T (einfache Gradientenmethode) folgende Zwischenergeb-
nisse:

Ar(xo) = [\/5 0} , Ap(xo)=V2, do= [1 B ﬂ] ,

—1/y3
0.788 687

ap=0.343906 ,  x; = | 0.564656| ,  f(x1)=1.088483
—0.243 178

Nach zehn Iterationen gelangt der Algorithmus zum Punkt

1.000 000
x10 = |0.000002
0.000001

mit dem Kostenfunktionswert f(x19) = 1.000000. Ein Vergleich mit Aufgabe 3.12
zeigt, dass fiir dieses Optimierungsproblem und den hier verwendeten Startpunkt
die reduzierte Gradientenmethode deutlich schneller konvergiert als die Gradienten-
Projektionsmethode.
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3.2.4 Sequentielle quadratische Programmierung (SQP)
3.2.4.1 Lokales SQP-Verfahren

Fiir die Motivation des SQP-Verfahrens betrachte man das beschrankte Optimierungspro-
blem

){2]1}{}1 f(x) (3.138a)
uBv. gx)=0 (3.138Db)

mit f € C? und p < n Gleichungsbeschrinkungen g1 (x), ..., gy(x) € C?. Nach Satz 3.6
lauten die notwendigen Optimalitdtsbedingungen (KKT-Bedingungen) erster Ordnung fiir
einen optimalen Punkt (x*, A*) mit der Lagrangefunktion L(x,A) = f(x) + ATg(x)

() beox] _ [(Vf)(x"‘) + <Vg><x*>x*1 Y .
(&L) (A g(x")
wobei gilt (Vg)(x*) = [(Vgl)(x*) (Vgp)(x*)}. Eine Moglichkeit, die n + p Glei-

chungen (3.139) in den n + p Unbekannten (x*, A*) rekursiv numerisch zu losen, ist das
Newton-Raphson Verfahren mit der Iterationsvorschrift

Xpr1| | Xk Px,k .

|)‘k+1] pY " Pk (3.1400)
[L(ka)\k) (Vg)(xx) px,k]:_[(Vf)(xk)Jr(Vg)(Xk))\k] (3.140h)
(Ve)" (xx) 0 PAk g(xx)

Mg

und der Hessematrix L(xg, Ag) = (;—;L) (X, Ag). Die Matrix My, in (3.140b) hat vollen
Rang, d.h. sie kann invertiert werden, wenn die Gleichungsbeschriankungen der LICQ
Bedingung geniigen ((Vg)(xy) ist spaltenreguldr) und fiir alle d # 0 mit der Eigenschaft
(Vg)'d = 0 die Bedingung d"L(xy, Ax)d > 0 erfiillt ist. Wird letztere Bedingung am
Punkt (x*, A*) eingehalten, so gilt dies wegen der getroffenen Differenzierbarkeitsannahmen
auch fir Punkte (xg, A;) in einer hinreichend kleinen Umgebung um (x*, A*) und gemaf
Satz 3.8 ist (x*, A") dann ein striktes lokales Minimum. Wenn in einem Iterationsschritt
Px: = 0 gilt, so ist aus (3.140b) ersichtlich, dass damit auch ein Punkt x* = x;41 =
Xk, A = Ag41 gefunden wurde, der die KKT-Bedingungen (3.139) des urspriinglichen
Optimierungsproblems (3.138) erfiillt.

Ein Schritt k der Iterationsvorschrift (3.140) kann nun dquivalent auch als Losung des
quadratischen Programms

min  J6a)+ (TN Gup+ 5P Lk A (3.141a)
wB.v. (Ve)'(xp)p+g(xk) =0 (3.141b)
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aufgefasst werden. Die Kostenfunktion (3.141a) folgt direkt aus der nach dem qua-
dratischen Glied abgebrochenen Taylorreihenentwicklung L(xy, Ax) + ((%L) (XK, Ak)D +
%f)TL(Xk, A )P unter Beriicksichtigung von (3.141b). Die KKT-Bedingungen fiir (3.141)

lauten
[L(sz,)\kz) (Vg)(Xk)l [I:)* :_l(Vf)(Xk)] (3.142)
(Ve)'xy) 0 [N g(xx)

mit dem Lagrange-Multiplikator X. Um diese Aquivalenz zu sehen, wird zunéichst p Ak =
Ak+1 — Ak in (3.140b) eingesetzt, woraus sich

[ L(xk, Ax)  (Vg)(xk)
(V)" (xx) 0

px,k“| _ [(Vf)(Xk)] (3.143)
Ak+1 g(xx)

ergibt. Ein Vergleich von (3.142) mit (3.143) bestdtigt nun, dass statt der Losung des
Gleichungssystems (3.143) auch das Minimum des quadratischen Programms (3.141)
berechnet werden kann. Die eigentliche Iterationsvorschrift, welche dquivalent zu (3.140)
ist, lautet damit Ag1q = A" und Xp+1 = X + P* (mit pxy = p*). Wenn nun in einem
Iterationsschritt & fir (3.141) die Losung p* = 0 gefunden wird, so ist aus (3.142)
ersichtlich, dass damit auch ein Punkt x* = x;, A" = A gefunden wurde, der die
KKT-Bedingungen (3.139) des urspriinglichen Optimierungsproblems (3.138) erfiillt. Da
wiederkehrend quadratische Programme gelost werden, bezeichnet man dieses Verfahren
als sequentielle quadratische Programmierung.

Die vorangegangenen Uberlegungen motivieren die Erweiterung der SQP-Methode auf
allgemeine nichtlineare Optimierungsprobleme der Form

felllRI}L f(x) (3.144a)
uBv. gx)=0 (3.144b)
h(x) <0 (3.144c)

mit f € C? p < n Gleichungsbeschrinkungen g1(x),...,gp,(x) € C? und ¢ Unglei-
chungsbeschrinkungen hi(x), ..., hy(x) € C%. Die zugehérige Lagrangefunktion lautet
L(x,\, p) = f(x) + ATg(x) + uTh(x). Das Optimierungsproblem (3.144) wird in jedem
Iterationsschritt durch das quadratische Programm

gr&gl F(xe) + (VHT (x)p + %f)TL(xk, iy )P (3.145a)
wBv. (Vg) ' (xp)p+g(xp) =0 (3.145b)
(Vh)" (x4)p + h(xx) <0 (3.145¢)

mit L(xg, Ak, pg,) = (%L) (Xk, Ak, ;) approximiert. Die KKT-Bedingungen fiir (3.145)
lauten (siehe Satz 3.10)

(V1)) + L Ay i) B + (V) (1) X + (Vh) (xp) 1" =

*

0 (3.146a)
0 (3.146D)

=
Y
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((Vh)T(Xk)f)* + h(xk))Tﬂ* =0 (3.146¢)
(Ve)" (x1)p" + g(xx) =0 (3.146d)
(Vh)" (x4)p" + h(x;) < 0 (3.146¢)

mit den Lagrange-Multiplikatoren X und fi. Die Iterationsvorschrift des SQP-Verfahrens
lautet analog zum gleichungsbeschrankten Fall x;11 = x5 +DP*, Apa1 = A" und i1 = [p".
Ergibt sich in einem Iterationsschritt & fiir (3.145) die Losung p* = 0, so folgt aus
(3.146), dass damit ein Punkt x* = x;, A" = X, p* = o* gefunden wurde, der die
KKT-Bedingungen des urspriinglichen Optimierungsproblems (3.144) erfiillt.

Unter bestimmten Voraussetzungen kann eine quadratische Konvergenzordnung (ver-
gleiche Satz 2.12) des SQP-Verfahrens gegen (x*, A*, u*) gezeigt werden. Allerdings gilt
diese Aussage im Allgemeinen nur fiir Startwerte (xg, Ao, ftg) in einer hinreichend kleinen
Umgebung um (x*, A*, u*). Man spricht deshalb auch vom lokalen SQP-Verfahren, welches

in Tabelle 3.3 zusammengefasst ist.

Initialisierung: xg Zulassiger Startpunkt)

(
Ao, o (Startwerte der Lagrange-Multiplikatoren)
k=0 (Startindex)
5 (Abbruchkriterium)
repeat
Schritt 1: Berechne f(xy), (V.f)(xk), L(xk, Ak, ), 8(xk), (V8)(xk), h(xp),

(Vh)(xe).
Schritt 2: Berechne p*, A", i* durch Losen des Optimierungsproblems (3.145).

Schritt 3: Setze xj41 < X + P*, Agr1 < X*,ukﬂ — k<~ k+ 1

until ||[p*|| <e

Tabelle 3.3: Lokales SQP-Verfahren.

Das quadratische Programm (3.145) fiir einen Iterationsschritt k& kann beispielsweise
iiber die Methode der aktiven Beschrénkungen (siehe Abschnitt 3.2.1 sowie Beispiel 3.7)
gelost werden. Fiir die Formulierung des quadratischen Programms (3.145) wird in je-
dem Iterationsschritt die Hessematrix L(xy, Ak, pty,) der Lagrangefunktion L(xp, Ak, oy)
benotigt. Damit kénnen folgende Probleme verbunden sein. Die exakte Hessematrix ist in
vielen Anwendungen nicht bekannt und ihre ndherungsweise numerische Berechnung mit
finiten Differenzen (vgl. Abschnitt 1.3.4) kann aufwiandig und ungenau sein. Ferner kann
es sein, dass die Bedingung dVL(xy, A, t)d > 0 fiir alle d # 0 aus dem durch (3.145b)
und (3.145¢) definierten Tangentialraum nicht erfiillt ist, was insbesondere dann moglich
ist, wenn das Verfahren nicht in einer hinreichend kleinen Umgebung um (x*, A*, u*)
gestartet wird. Sollte die Hessematrix indefinit sein, so erschwert dies die Losung des
quadratischen Programms. Aus diesen Griinden ersetzt man in der Praxis die Hessematrix
L(xp, Ak, poy,) beim SQP-Verfahren gelegentlich durch eine geeignete positiv definite Appro-
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ximation Hy. Fir die Berechnung von Hy, in jedem Iterationsschritt £ kann in Analogie
zur Quasi-Newton-Methode die modifizierte BFGS Methode (siehe z.B. [3.8])

T T
qqu dekdk Hk
Hyi1 = Hi + — (3.147a)
+ qdek dngdk

mit

dy = Xp41 — Xg (3.147b)
o \"* o \"*

Yk = (aXL> (Xk-‘rla )‘kv l’l’k) - <8XL> (Xka )‘ka :u’k) (31470)
1, wenn dlyy > 0.2d} Hydy

Ok = 4  08dTH.d, . (3.1474)
dTH.d,—aTy, sons

qr = Oryr + (1 — 0x)Hydy, (3.147¢)

verwendet werden. Sie wird auch geddmpfte BFGS Methode genannt. Man beachte, dass
hier direkt die Hessematrix und nicht deren Inverse wie in Abschnitt 2.3.2.4 approximiert
wird. Unter Verwendung von (3.147) ist garantiert, dass Hy,1 symmetrisch und positiv
definit ist, wenn Hj symmetrisch und positiv definit war. Damit kann das lokale SQP-
Verfahren geméfl Tabelle 3.3 dahingehend modifiziert werden, dass ausgehend von einer
symmetrischen, positiv definiten Matrix Hy fiir £ > 0 in Schritt 1 des Verfahrens Hj
gemaf (3.147) statt L(xy, Ak, ;) berechnet wird. Dadurch verschlechtert sich zwar das
Konvergenzverhalten des Verfahrens, es kann aber zumindest noch superlineare Konvergenz
in einer hinreichend kleinen Umgebung um (x*, A*, u*) nachgewiesen werden.

3.2.4.2 Globalisierung des SQP-Verfahrens

Die im Zuge der iterativen Losungssuche des SQP-Verfahrens auftretenden Punkte xy,
erfiilllen im Allgemeinen nicht strikt die Bedingung x; € X, d. h. sie kdnnen Beschrinkungen
verletzen. Ferner konvergiert der SQP-Algorithmus geméfl Tabelle 3.3 im Allgemeinen nur
fiir Startwerte (xg, Ao, o), die in einer hinreichend kleinen Umgebung um (x*, A*, u*)
liegen. Um zu erreichen, dass das SQP-Verfahren (idealerweise) fiir beliebige Startwerte
konvergiert, fithrt man eine Globalisierung des Verfahrens durch. In Analogie zur Ddmpfung
bei den Newton-Methoden (siehe Abschnitte 2.3.2.3 bis 2.3.2.5) wird dies durch die
Einfihrung einer Schrittweite oy, > 0 erzielt. In Schritt 3 des Algorithmus berechnet man
X;+1 daher in der Form

Xp4+1 = Xi + Oékf)*. (3.148)

Die Schrittweite «aj, folgt aus einem geeignet formulierten Liniensuchproblem. Die Kos-
tenfunktion dieses Liniensuchproblems muss eine Bewertung ermoglichen, ob xj1 besser
ist als x;. Eine solche Bewertung kann fiir unbeschrankte Optimierungsprobleme direkt
anhand der Kostenfunktionswerte an den Punkten xj; und x4 erfolgen. Dies gilt im
Allgemeinen aber nicht fiir beschrinkte Optimierungsprobleme. Ein Punkt xj; ist kla-
rerweise besser als xj, wenn er sowohl die Kostenfunktion als auch die Verletzung von
Beschréankungen reduziert. In vielen Fallen aber sind die Reduktion der Kostenfunktion
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und die genauere Einhaltung der Beschrankungen gegensatzliche Ziele, so dass xj41 ge-
geniiber x; zwar den Kostenfunktionswert verbessert jedoch die Beschrankungen stérker
verletzt oder umgekehrt (siehe [3.2]). Um in dieser Hinsicht bei der Wahl von ay, einen
guten Kompromiss zu finden, kann eine so genannte Bewertungsfunktion (englisch: merit
function) verwendet werden. Eine gangige Wahl dafiir ist die Funktion

1) = f(x) + n(ngz-(x)\ + 3 max{0, m»(x)}) . (3.149)

Mit der Wahl des Faktors n > 0 wird die Gewichtung der Verletzung von Beschriankungen
gegeniiber der Kostenfunktion eingestellt. Die optimale Schrittweite oy, folgt nun aus dem
Liniensuchproblem

aj, = argmin l(xx + ap®,n) . (3.150)

In der Praxis wird ay so gewéhlt, dass mit I(x; + axp*,n) eine hinreichende Verbes-
serung gegeniiber [(xy,n) erreicht wird. Dies kann beispielsweise mit einem Verfahren
zur Schrittweitenwahl aus Abschnitt 2.3.1 erfolgen. Haufig ist eine Anpassung von 7 in
jedem Iterationsschritt des SQP-Verfahrens erforderlich (vgl. [3.6]). Nur in seltenen Féllen
besitzen Bewertungsfunktionen die wiinschenswerte Eigenschaft, dass ein lokales Minimum
x* von (3.144) auch ein lokales Minimum von [(x,7) ist. Man spricht dann auch von einer
exakten Bewertungsfunktion.

3.2.5 Methode der Straf- und Barrierefunktionen

Mit Hilfe von Straf- und Barrierefunktionen lassen sich beschrénkte in (unbeschréankte)
Optimierungsprobleme iiberfiihren, welche dann z. B. mit den in Abschnitt 2 beschriebenen
Methoden gelost werden kénnen.

3.2.5.1 Straffunktionen

Die grundlegende Idee der Methode der Straffunktionen besteht darin, das beschrinkte
Optimierungsproblem

xmei;(l f(x) (3.151)

mit der zulédssigen Menge X in ein unbeschrdnktes Optimierungsproblem der Form

min f(x) + cP(x) (3.152)
x€R"
mit einem positiven Gewichtungsparameter ¢ und der stetigen Funktion P(x) iiberzu-
fithren. Die Funktion P(x) wird als Straffunktion bezeichnet und besitzt die Eigenschaft,
dass P(x) > 0 fiir alle x € R™"\X und P(x) = 0 fir alle x € X. Die zuldssige Menge
X ist typischerweise implizit iiber Gleichungs- und Ungleichungsbeschrankungen defi-
niert. Fir X = {x € R"|g;(x) =0, i=1,...,p, hi(x) <0, i=1,...,q} kann daher als

Straffunktion
1.2 q

PO = 5 3 (000 + 5 D (max{0, hi(x)))? (3.153)

i=1 i=1
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verwendet werden. Je nach Wertebereich und physikalischer Bedeutung der Funktionen
gi(x) und h;(x) kann es fiir das numerische Losungsverhalten der Methode sinnvoll sein,
die relative Bedeutung der einzelnen Summanden in P(x) durch zusétzliche Gewichtungs-
faktoren oder Normierungen zu beeinflussen (vgl. [3.7]). Abbildung 3.8 zeigt fiir einen
eindimensionalen Fall den Verlauf der Straffunktionen ¢P(x) fiir unterschiedliche Werte
von ¢ > 0 und zwei Ungleichungsbeschrankungen mit hj(z) = z — b und ha(z) = a — .

c1 <

cP(x) A
1 C2 C2 C1

»
>

a b x
Abbildung 3.8: Straffunktionen cP(z) fiir verschiedene Werte von c.

Fir groflere Werte von ¢ ist zu erwarten, dass die Losung des unbeschréankten Optimie-
rungsproblems (3.152) zumindest in der Nihe des zuldssigen Gebiets X zu liegen kommt
und fiir ¢ — oo wird die Losung von (3.152) gegen jene von (3.151) konvergieren. Dabei
wird so vorgegangen, dass fiir eine gegen Unendlich strebende Folge {¢;}, { = 1,2,... mit
c1 > 0 und ¢;41 > ¢ das unbeschréankte Optimierungsproblem (3.152) wiederkehrend mit
¢ = ¢; gelost wird und man jeweils einen optimalen Punkt x; erhélt. Fiir die Losung des
Optimierungsproblems (3.152) mittels numerischer Verfahren bietet es sich an, den Punkt
x; als Startpunkt fiir die Optimierungsaufgabe mit ¢;11 zu verwenden. Bei der Methode
der Straffunktionen gelten folgende Hilfssétze.

Lemma 3.3 (Ungleichungen bei der Methode der Straffunktionen). Fir ¢;y1 > ¢ >0
und die zugehorigen Losungen x; und X[, | des unbeschrankten Optimierungsproblems
(3.152) gelten folgende Ungleichungen

f(xD) +aP(x7) < f(xi) + a1 P(x4) (3.154a)
P(x[) = P(x}}1) (3.154b)
) < F(x5) - (3.154c)

Beweis. Aufgrund von ¢;41 > ¢; und der Definitionen von xj und x; ; gilt unmittelbar
F(xi1) +anP(xi) = f(xi) +aP (i) 2 f(x]) +aP(x)), (3.155)

womit (3.154a) gezeigt ist. Aus

—f(xf) — aP(xii) < ~F(x) — aP(x]) (3.1562)
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f(xier) +anP(xi) < F(x7) + anPx) (3.156b)
folgt
(a1 — ) P(xf4) < (a1 — ) P(x]) (3.157)
und mit ¢;4; > ¢; daher (3.154b). Aus (3.155) erhélt man
f(xi) +a (P(xiy) = P(x7)) = f(x)), (3.158)
<0
woraus sich schliefllich (3.154c) ergibt. O

Lemma 3.4 (Methode der Straffunktionen). Wenn x* die Lisung des beschrankten
Optimierungsproblems (3.151) ist, dann gilt fir jede Iteration [

f&x) > f(x]) + aP(x)) > f(x]) - (3.159)
Aufgabe 3.16. Beweisen Sie Lemma 3.4.

Satz 3.15 (Konvergenz der Methode der Straffunktionen). Angenommen, {x}} sei
etne Folge von Punkten, die durch die Lésung des unbeschrankten Optimierungspro-
blems (3.152) fiir eine gegen Unendlich strebende Folge {¢;}, 1 =1,2,... mit ¢; > 0
und cj41 > ¢ erhalten wurde. Dann ist jeder Grenzwert der Folge {x]} eine Lisung
des beschrankten Optimierungsproblems (3.151).

3.2.5.2 Barrierefunktionen

Die Methode der Barrierefunktionen ist auf das beschrankte Optimierungsproblem (3.151)
dann anwendbar, wenn die zuldssige Menge X’ eine robuste Menge ist (siche Abbildung
3.1). Folglich kénnen Gleichungsbeschrénkungen g(x) = 0 nicht durch Barrierefunktionen
ersetzt werden. Es sei nun X das (nichtleere) Innere von X. Eine Barrierefunktion B(x)
ist auf X definiert und ist auf diesem Gebiet stetig. AuBerdem gilt B (x) — oo, wenn sich
x dem Rand von X néhert.

Angenommen, X = {x € R"|h;i(x) <0, i =1,...,¢q} sei eine robuste Menge mit dem
Inneren X = {x € R"|hj(x) <0, i =1,...,q}, dann kann als Barrierefunktion

q
1
B(x) = — (3.160)
; hi(x)
verwendet werden. Abbildung 3.9 zeigt fiir den eindimensionalen Fall den Verlauf der
Barrierefunktion %B (x) fiir unterschiedliche Werte des Gewichtungsparameters ¢ > 0 und
zwei Ungleichungsbeschriankungen mit by (z) = z — b und ho(z) = a — z. Eine alternative
Moglichkeit, eine Barrierefunktion zu konstruieren, bietet die Funktion

B(x) = — Zlog(—hi(x)) . (3.161)
i=1
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c1 <y

a b T

Abbildung 3.9: Barrierefunktionen 1 B(z) fiir verschiedene Werte von c.

Je nach Wertebereich und physikalischer Bedeutung der Funktionen h;(x) kann es fiir
das numerische Losungsverhalten der Methode sinnvoll sein, die relative Bedeutung der
einzelnen Summanden in B(x) durch zusétzliche Gewichtungsfaktoren oder Normierungen
zu beeinflussen (vgl. [3.7]).

Die Vorgehensweise bei der Methode der Barrierefunktionen ist nun dhnlich zur Methode
der Straffunktionen. Es wird fiir eine gegen Unendlich strebende Folge {¢;}, | =1,2,...
mit ¢; > 0 und ¢4 > ¢ das Optimierungsproblem

) 1
min f(x) + —B(x) (3.162)
xeX C
gelost und mit x; der jeweilige optimale Punkt bezeichnet. Es handelt sich bei (3.162)
noch immer um ein beschrinktes Optimierungsproblem, dessen Beschrankungen sogar
restriktiver sein kénnen als jene des urspriinglichen Problems (3.151). Dennoch kann die
Losung von (3.162) mit Methoden der unbeschrénkten statischen Optimierung, wie sie
z.B. in Abschnitt 2 vorgestellt wurden, erfolgen, da der Kostenfunktionswert nahe dem
Rand von X gegen Unendlich strebt. In diesem Zusammenhang ist bei der Verwendung
von Methoden der unbeschriankten statischen Optimierung besonders darauf zu achten,
dass die Kostenfunktion f(x) + B(x)/¢; nur im (nicht leeren) Inneren X des zuléissigen
Gebiets X definiert ist, d. h. nur dort ausgewertet werden darf. Folglich ist bei der Methode
der Barrierefunktionen jeder Punkt x; ein zuldssiger Punkt, d.h. es gilt xj € X'. Bei
der numerischen Losung von (3.162) bietet es sich wieder an, x; als Startpunkt fiir die
Optimierung mit ¢;11 > ¢; zu verwenden. Bei der Methode der Barrierefunktionen gelten
folgende Hilfssétze.

Lemma 3.5 (Ungleichungen bei der Methode der Barrierefunktionen). Fiir ¢j41 >
c; > 0 und die zugehorigen Losungen x; und X7, des unbeschrinkten Optimierungs-
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problems (3.162) gelten folgende Ungleichungen

£ + BOxT) 2 F(xi) + ——Blxia) (3.163)
B(x) < Blxi..) (3.1630)
£ 2 S (3.1650)

Aufgabe 3.17. Beweisen Sie Lemma 3.5.

Lemma 3.6 (Methode der Barrierefunktionen). Wenn x* die Losung des Optimie-
rungsproblems (3.151)ist, dann gilt fir jede Iteration

fFOE) < FO0) < ) + CllB(Xz*) : (3.164)

Aufgabe 3.18. Beweisen Sie Lemma 3.6.

Satz 3.16 (Konvergenz der Methode der Barrierefunktionen). Angenommen, {xj}
sei eine Folge von Punkten, die durch die Losung des Optimierungsproblems (3.162)
fiir eine gegen Unendlich strebende Folge {¢;}, 1 =1,2,... mit c; >0 und ;11 > ¢
erhalten wurde. Dann ist jeder Grenzwert der Folge {x]'} eine Losung des beschrankten
Optimierungsproblems (3.151).

3.3 Beispiel: Rosenbrock’s ,,Bananenfunktion*

Es wird das beschrankte Optimierungsproblem (vgl. (2.127))

min - f(x) = 100(z; - 23)? 4 (2 — 1)? (3.165a)
xXE
wB.v. 2% +a3 > 0.5° (3.165b)

betrachtet. Die Kostenfunktion (,,Bananenfunktion*) ist gemeinsam mit dem Rand des
zuléssigen Gebiets X in Abbildung 3.10 dargestellt.

Zur Losung von beschrinkten Optimierungsproblemen bietet sich in MATLAB der
Befehl fmincon an. In diesem Befehl sind die folgenden vier Algorithmen implementiert:

1. interior-point: Verwendet logarithmische Barrierefunktionen.

2. active-set: Verwendet die sequentielle quadratische Programmierung mit unter-
lagerter Losung des quadratischen Programms nach der Methode der aktiven Be-
schrankungen.

3. sqp: Ahnlich active-set, unterscheidet sich aber in den unterlagerten Programm-
routinen sowie den Eigenschaften der Iteration zum Minimum.
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f(x)

12004\
10004 \

Abbildung 3.10: Profil der Rosenbrock Bananenfunktion und Rand des zuléssigen Gebiets.

4. trust region reflective: Methode der Vertrauensbereiche, erweitert auf Opti-
mierungsprobleme mit Beschrankungen der Form Ax = b oder alternativ Beschran-
kungen der Form 1 < x < u, wobei 1 bzw. u untere bzw. obere Schranken von x
bezeichnen.

Die Losung des Optimierungsproblems (3.165) ist damit nur mit den Methoden
active-set, interior-point und sqp moglich, weil trust region reflective keine
nichtlinearen Beschrankungen zuldsst. Die Ergebnisse der drei angesprochenen Algorith-
men sind in Abbildung 3.11 dargestellt. Die Algorithmen active-set und sqp finden das
globale Minimum, interior-point konvergiert zu einem anderen lokalen Minimum. Die
gewdhlten Einstellungen der einzelnen Algorithmen sind in der MATLAB-Implementierung
in Code-Auflistung 3.1 ersichtlich.

Code-Auflistung 3.1: MATLAB-Code fiir die beschrdnkte Optimierung der Rosenb-
rock’schen Bananenfunktion.

function [Xopt,fopt,exitflag,output] = rosenbrock_problem_constrained(Xinit,testCase)
% Xinit: Startpunkt
% testCase: 1 - Active-Set

yA 2 - SQP
% 3 - Interior Point
global old

old = [Xinit; rosenbrock(Xinit)];
% Optionen fiir die Ausgabe
opt = optimoptions('fmincon','Display','iter', 'PlotFcns',@plot_iterates);

switch testCase
case 1 % Active-Set mit SQP
opt = optimoptions(opt,'Algorithm','active-set', 'SpecifyObjectiveGradient',true);
opt = optimoptions(opt, 'MaxFunctionEvaluations',1000);
[Xopt,fopt,exitflag,output] = fmincon(@rosenbrock,Xinit,[]1,[],[],[]1,[],[],@nonlconstrl,opt);
case 2 % SQpP
opt = optimoptions(opt,'Algorithm','sqp', 'SpecifyObjectiveGradient',true);
opt = optimoptions(opt, 'MaxFunctionEvaluations',2000);
[Xopt,fopt,exitflag,output] = fmincon(@rosenbrock,Xinit,[]1,[1,[],[],[],[],0nonlconstrl,opt);
case 3 % Interior-Point
opt = optimoptions(opt,'Algorithm','interior-point','SpecifyObjectiveGradient',true);
[Xopt,fopt,exitflag,output] = fmincon(@rosenbrock,Xinit,[]1,[],[],[],[],[],@nonlconstrl,opt);

end
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active-set sqp

f(x) L f(x) ‘ !

Abbildung 3.11: Rosenbrock Bananenfunktion: Vergleich der numerischen Verfahren aus
fmincon.

end

function [c,ceq] = nonlconstri(x) % Nichtlineare Beschrankungsfunktion

r = 0.5;
c=1"2- (x(1))"2 - (x(2))°2; ceq = [];
end

function stop = plot_iterates(x,info,state)

global old

f = rosenbrock(x);

switch state % Grafische Ausgabe:
case 'init' % Initialisierung

plot_surface(x,f);
plot_constraints;
case 'iter' % Iterationen
plot3([old(1),x(1)], [01d(2),x(2)], [01d(3),f], 'b-0', 'LineWidth',1);
case 'done'
plot3(x(1),x(2),f,'go", 'LineWidth',5);

end
stop = false; % kein Abbruchkriterium
old = [x;f];

end

function plot_constraints J Zeichnen der eingestellten Beschrankung
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r = 0.5;
x1_plot_values = [-r:0.01:r];
x2_plot_valuesl = sqrt(r~2-(x1_plot_values). 2);
x2_plot_values2 = -sqrt(r~2-(x1_plot_values)."2);
z_valuesl = 100*(x2_plot_valuesl-x1_plot_values."2).72 + (x1_plot_values-1).72;
z_values2 = 100*(x2_plot_values2-x1_plot_values. 2).72 + (x1_plot_values-1).72;
line(x1_plot_values,x2_plot_valuesl,z_valuesl, 'LineWidth',2,'color','r"');
line(x1_plot_values,x2_plot_values2,z_values2, 'LineWidth',2,'color','r');

end

function plot_surface(x,f) % Zeichnen der Rosenbrock-Funktion mit Startpunkt und optimalem Punkt

[X1,X2] = meshgrid(-1.5:0.15:1.5); % 3D-Profil von

F = 100%(X2-X1.72).72 + (X1-1).72; % Rosenbrock-Funktion

surf (X1,X2,F, 'EdgeColor',0.6%[1,1,1], 'FaceColor', 'none');

hold on;

axis tight;

plot3(x(1),x(2),f, 'ko', 'LineWidth',5); % Startpunkt
plot3(1,1,0,'ro', 'LineWidth',5); % optimale Lésung

xlabel('x_1');
ylabel('x_2');

zlabel('f")
set(gcf, 'ToolBar', 'figure'); % Aktivieren der Meniileiste (Zoom, etc.)
set(gca, 'Xdir', 'reverse', 'Ydir', 'reverse');

end

function [f, grad, H] = rosemnbrock(x)

grad = [];

H=1[];

f = 100*x(x(2)-x(1)"2)"2 + (x(1)-1)"2; % Rosenbrock-Funktion

if nargout>1 % falls Gradient angefordert wird
grad = [ -400%(x(2)-x(1)"2)*x(1)+2*(x(1)-1); 200*(x(2)-x(1)"2) 1;

end

if nargout>2 % falls Hessematrix angefordert wird
H = [ -400%(x(2)-3*x(1)"2)+2, -400*x(1); -400%x(1), 200 1;

end

end

3.4 Software-Ubersicht

Im Folgenden ist eine Auswahl an Software zur Losung von statischen Optimierungspro-
blemen zusammengestellt.

Lineare Optimierung

o linprog: MATLAB Optimization Toolbox (kostenpflichtig)

o linprog: SciPy Bibliothek Optimization (frei zugénglich)

o CPLEX (kostenpflichtig)
http://www.ilog.com/products/cplex

o GLPK: ,GNU Linear Programming Kit“ (frei zugénglich)
http://www.gnu.org/software/glpk

o Ip_solve: Mixed-Integer Lineare Optimierung (frei zugénglich)
http://1lpsolve.sourceforge.net
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Quadratische Optimierung

quadprog: MATLAB Optimization Toolbox (kostenpflichtig)

CPLEX (kostenpflichtig)
http://www.ilog.com/products/cplex
OOQP (frei zugénglich)
http://pages.cs.wisc.edu/~swright/ooqp
OSQP (frei zugénglich)

https://osqp.org
gqpOASES (frei zugénglich)
https://projects.coin-or.org/qpOASES
CVX (frei zugénglich)
http://cvxr.com/cvx/

LOQO (kostenpflichtig)
http://www.princeton.edu/~rvdb

Nichtlineare Optimierung

fmincon: MATLAB Optimization Toolbox (kostenpflichtig)
minimize: SciPy Bibliothek Optimization (frei zugédnglich)
LOQO (kostenpflichtig)
http://www.princeton.edu/~rvdb

MINOS (kostenpflichtig)
http://www.sbsi-sol-optimize.com/asp/sol_product_minos.htm

SNOPT (kostenpflichtig, aber Studentenversion frei zugénglich)
http://wuw.sbsi-sol-optimize.com/asp/sol_product_snopt.htm
DONLP2 (frei zugénglich)
ftp://ftp.mathematik.tu-darmstadt.de/pub/department/software/opti
IPOPT (frei zugénglich)

https://projects.coin-or.org/Ipopt

NLOPT (frei zugénglich)
http://ab-initio.mit.edu/wiki/index.php/NLopt

YALMIP (frei zugénglich)

https://yalmip.github.io/

Modellierungssprachen

Viele der oben angegebenen Optimierer unterstiitzen eine Anbindung an MATLAB (z. B.
lp_solve, SNOPT, DONLP2, IPOPT) oder an eine der Modellierungssprachen AMPL (z. B.
LOQO, GLPK, IPOPT) oder GAMS (z.B. MINOS). Diese Sprachen bieten eine symbolori-

entierte Syntax zum Formulieren von Optimierungsproblemen:

Vorlesung und Ubung Optimierung (WS 2023/2024)
© Steinbéck, Institut fiir Automatisierungs- und Regelungstechnik, TU Wien



3.4 Software-Ubersicht Seite 125

« AMPL: “A Mathematical Programming Language”
http://www.ampl.com

o GAMS: “General Algebraic Modeling System”
http://www.gams. com

e OPL: “Optimization Programming Language”
https://www-01.ibm.com/software/commerce/optimization/modeling/
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4 Dynamische Optimierung

4.1 Grundlagen der Variationsrechnung

4.1.1 Problemformulierung

Im Gegensatz zu den bisher betrachteten statischen Optimierungsproblemen, bei denen
die Optimierungsvariablen x in einem finit-dimensionalen Euklidischen Vektorraum R™ de-
finiert sind, wird bei dynamischen Optimierungsaufgaben nach dem Minimum (Maximum)
eines Kostenfunktionals J : V — R beziiglich einer (reellen vektorwertigen) Funktion
x(t) aus einem geeigneten Funktionenraum )V gesucht. In vielen Féllen entspricht die
unabhingige Variable t der Zeit. Die totale Ableitung nach ¢ wird mit (-) = d(-)/dt
abgekiirzt. Beispielhaft kann eine dynamische Optimierungsaufgabe in der Form

t
min () = / Ut x (1), %(t)) dt Kostenfunktional (4.1a)
x(+)€ to
u.B.v. x(t9) = xo Beschrankungen (4.1b)
¥, (t1,x(t1)) =0 (4.1¢)
Yo (t,x(t),%(t)) <0 VtelC [t ti] (4.1d)

angeschrieben werden. Typischerweise hat das Kostenfunktional die Form (Lagrange
Problem der Variationsrechnung)

J(x) = / Ut x(t), x(1) dt | (4.2)

to

(Bolza Problem der Variationsrechnung)

t1
J(x) = plto, x(to), 11, x(t1)) + [ 1(t,x(t), %(t)) dt (4.3)
0
oder (Mayer Problem der Variationsrechnung)
J(X) = gD(to,X(tU),tl,X(tl)) . (44)
Dabei wird x(t) = [z1(t) ... z.(t)]" : [to,t1] — R™ hiufig als Trajektorie bezeichnet.

Die reellwertige Funktion I(t,x(t),%x(t)) : R x R" x R™ — R nennt man Lagrangesche
Dichte und o(to,x(to),t1,%(t1)) : R x R” x R x R™ — R beschreibt die Rand- oder
Endkostenfunktion (englisch: boundary costs oder terminal costs). Die Lagrangesche Dichte
I sollte nicht mit der in Abschnitt 3.1.2.1 eingefithrten Lagrangefunktion L verwechselt
werden.

Man nennt eine Trajektorie x(t) zuldssig, wenn im Intervall [to, 1] simtliche Beschrén-
kungen eingehalten werden. Die Menge aller zuldssigen Trajektorien wird im Weiteren mit
X bezeichnet. Es wird zwischen den folgenden Arten von Beschréankungen unterschieden:
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e Punktbeschrankungen: Die einfachste Form von Punktbeschrinkungen ist, dass
beide Endpunkte fixiert sind, d.h. x(¢y) = %o und x(¢1) = x;. Folglich gilt dann
X = {x(t) € V|x(ty) = %0, x(t1) = x1}. Eine weitere Moglichkeit fiir Punktbe-
schréankungen ist, dass die Trajektorie zwar an einem festen Punkt (to,x¢) startet
aber zu einem freien Zeitpunkt ¢; € [tg, T] auf einem vorgegebenen Gebiet zu liegen
kommen muss, welches implizit durch Gleichungen der Art

P(t1,x(t1)) =0 bzw. P(t1,x(t1)) <0 (4.5)
definiert ist. In diesem Fall ist die freie Endzeit ¢; eine zu optimierende Groflie und
die zuléssige Menge fir x(t) lautet X = {x(t) € V|x(ty) = x0, ¥ (t1,x(t1)) = 0}
bzw. X = {X(t) ey | X(to) = Xp, 'lp(tl,x(tl)) < 0}.

o Pfadbeschriankungen: Pfadbeschrankungen (englisch: path constraints) kénnen in
der Form

P(t,x(t),%(t)) =0 bazw. ®(t,x(t),%x(t)) <0, VtelCIlty,t] (4.6)
mit einem Intervall I, dessen Lénge grofler Null ist, formuliert werden.

o Isoperimetrische Beschrinkungen: Als isoperimetrische Beschrankungen werden
Beschrankungen der Form

/ X, x(E) At =0 baw. [l x(t),%(t) dt < 0 (4.7)

to to
verstanden.

Die bei der Variationsrechnung typischerweise betrachteten Funktionenrdume sind die
im Intervall [to,t1] stetig differenzierbaren Funktionen (C[tg,t1])™ und die stiickweise
stetig differenzierbaren Funktionen, welche im Weiteren als (C[to, t1])™ bezeichnet werden.
Elemente des Funktionenraumes (C'[to, t1])" werden auch als global stetig angenommen.
Die Definition eines globalen Minimums x* eines Kostenfunktionals J(x) lasst sich einfach
direkt (ohne Verwendung einer Norm) in der Form

J(x*) < J(x), VxeX (4.8)

angeben. Die Beschreibung des lokalen Verhaltens in der Umgebung des Minimums x*
hingegen verlangt die Definition einer Norm. Eine zulédssige Losung x* ist ein lokales
Minimum in X beziiglich der Norm ||-||, wenn gilt

Iy > 0 so, dass gilt J(x*) < J(x), Vxe{xeX||x—x"||<~}. (4.9)

Da in infinit-dimensionalen Vektorrdumen Normen grundsétzlich nicht dquivalent sind,
kann x* zwar beziiglich einer Norm ein lokales Minimum sein, aber moglicherweise nicht
beziiglich einer anderen Norm. Im Funktionenraum (C*[tg, t1])™ werden hiiufig die Normen

()l = 1o (O] und [x(t)] o == max (O] + max [%()]  (410)

verwendet, wobei ||x(¢)|| eine Norm im finit-dimensionalen Vektorraum R™ beschreibt.
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4.1.2 Optimalitatsbedingungen

Zur Herleitung notwendiger Optimalitdtsbedingungen benétigt man den Begriff der Va-
riation eines Funktionals.

Definition 4.1 (Variation eines Funktionals, Gateaux Ableitung). Die erste Variation
des Funktionals J(x) am Punkt x € V in Richtung & € V, auch als Gdteauz Ableitung
von J(x) am Punkt x in Richtung £ bezeichnet, ist in der Form

7 €) 1= Iy 7T ”ff ) _ et (4.11)
.

definiert. Falls 6.J(x; &) fur alle & € V definiert ist, dann nennt man J(x) Gateaux
differenzierbar am Punkt x.

Fiir die Existenz der Gateaux Ableitung muss also die Ableitung von J(x + 7€) beziiglich
1 an der Stelle n = 0 existieren.

Beispiel 4.1. Die Gateaux Ableitung des Funktionals J(z) = tzl 22(t)dt, x € Cl[to, t1]
lautet

i) = tim 2 ([ o) + g ae - [ a0 ar) -
- 71713%</to 2x(t)E(t) dt + n/: £2(t) dt) =2 : z(t)€(t) dt '

fiir alle &€ € C'[to, 1], weshalb J(z) an jedem Punkt 2 € C'[ty,t;] Gateaux differen-
zierbar ist.

Beispiel 4.2. Man betrachte das Funktional J(z) = f01|x(t)\ dt, = € C'0,1]. Fiir
xo(t) = 0 und &(t) =t lautet dessen Gateaux Ableitung

) 1 1 1
dJ (x03€0) = hg%] (/ |zo + néo| dt — / |zo| dt) = (4.13a)
1
= lim sgn( / It dt = {2 = +0 (4.13b)
, n——0.

Dabei erkennt man, dass in Richtung £ = ¢ an der Stelle xyg = 0 die Gateaux
Ableitung nicht existiert.

Die Gateaux Ableitung ist eine lineare Operation, weshalb gilt

6(J1+ J2)(x;€) = 6J1(x;€) + 0.J2(x; §) (4.14)
und fur jedes reelle « gilt die Beziehung
0] (x;08) = adJ(x;&) . (4.15)

Basierend auf der Gateaux Ableitung lasst sich nun der Begriff der zuldssigen Richtung
eines Funktionals definieren.
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Definition 4.2 (Zuldssige Richtung). J: X — R sei ein Funktional welches in einer
Teilmenge X eines normierten linearen Vektorraums (V, ||-||) definiert ist. An einem
(zuléssigen) Punkt x im Inneren von X bezeichnet man & € V mit € # 0 als zuldssige
Richtung, wenn

(a) 0J(x;&) existiert und
(b) ein (hinreichend kleines) £ > 0 existiert, so dass x + n€ € X fir alle n € (—¢,¢)

gilt.

T A
T1 T+

~Y

Abbildung 4.1: Zulassige Richtung im Fall X = {z(t) € C[to, t1] | z(to) = xo, z(t1) = z1}.

Die Bedingung (b) verlangt natiirlich, dass x im Inneren von & liegt. Abbildung 4.1
zeigt ein Beispiel fur eine zulédssige Richtung £(¢) im Fall X = {z(t) € Clto, t1] | x(to) =
xo, x(t1) = x1}. Eine zuldssige Richtung & an einem Punkt x fiir die gilt 6J(x;€) <
0 wird Abstiegsrichtung des Funktionals J am Punkt x bezeichnet. Dies stellt eine
Generalisierung der Abstiegsrichtung d der Kostenfunktion f(x) im finit-dimensionalen
Fall mit dT(Vf)(x) < 0 am Punkt x gemif Satz 2.1 dar. Es gilt nun folgendes Lemma.

Lemma 4.1 (Ausschluss eines Minimums). Wenn J ein Funktional in einem nor-
mierten linearen Vektorraum (V,||-||) beschreibt und an einem Punkt x € X eine
zuldssige Richtung & € V so existiert, dass gilt §.J(x;&) < 0, dann kann x kein lokales
Minimum sein.

Beweisskizze: Geméafl Definition 4.1 gilt
J(x+ng) — J(x)

0J(x;€) = 71712%) " <0 (4.16)
und es existiert ein v > 0 so, dass
J(x+ng) < J(x), Yne(0,7). (4.17)

Da nun £ eine zuldssige Richtung gemafl Definition 4.2 ist, kann das Funktional J
am Punkt x in Richtung n€ mit beliebigem 7 € (0,~) weiter verkleinert werden. Da
unabhéngig von der verwendeten Norm ||x +n§ — x|| = ||n&|| — 0 fur n — 0 gilt,
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findet man stets einen hinreichend kleinen Wert n € (0,7), so dass x + n€ im Sinne
der Norm ||| in der Umgebung von x liegt. Folglich kann x kein lokales Minimum
sein. Ul

Die notwendigen Bedingungen erster Ordnung fiir ein lokales Minimum eines Funktionals
lassen sich nun wie folgt formulieren [4.1].

Satz 4.1 (Notwendige Bedingungen erster Ordnung). Angenommen x* € X ist ein
(lokales) Minimum des Funktionals J, welches in einer Teilmenge X eines normierten
linearen Vektorraums (V, ||-||) definiert ist. Dann gilt

§J(x*€) =0 (4.18)

fir alle zuldssigen Richtungen & gemdfl Definition 4.2 an der Stelle x*.

Im néchsten Schritt betrachte man das Lagrange Problem der Variationsrechnung geméf
(4.2) mit festem Anfangs- und Endpunkt.

Satz 4.2 (Euler-Lagrange Gleichungen). Gegeben sei das Funktional

t1
J(x)= [ I(t,x(t),%(t))dt (4.19)

to
mit der zuldssigen Menge X = {X(t) € (Cto, t1])" | x(t0) = %0, x(t1) = x1} und der
stetig differenzierbaren Lagrangeschen Dichte [ : R x R™ x R™ — R. Wenn x*(t) ein

(lokales) Minimum von J(x) auf X bezeichnet, dann erfillt x*(t) die Euler-Lagrange
Gleichungen

i(il)Tu,x*(t),x*(t)) - (ail)Tu,x*(t),x*(t)) =0 (4.20)

fir alle t € [to, t1].
Beweis. Da x* ein Minimum ist, muss wegen Satz 4.1 gelten

55 E) = (x4 ng)| = /tldl(t’x*(t)*775(t)’5‘*(t)+’75(’5)) a

dn n=0  Jto dn =0
= totl K;}(z) (t, x*(t), %*(t))€ + (;}.{z) (t,x*(t),x*(t))é} dt=0.
(4.21)

Wegen der stetigen Differenzierbarkeit der Lagrangeschen Dichte [ und da
¢ € (Clto,t1])" ist der Integrand von (4.21) im Intervall [to,#;] stetig und daher
ist das Funktional J(x) an allen Punkten x € (C1[tg,#;])" Géteaux differenzierbar.
Eine nach Defintion 4.2 zuldssige Richtung &€ muss die Bedingungen £(tp) = 0 und
&(t1) = 0 erfiillen. Fiihrt man fiir den zweiten Summanden in der zweiten Zeile von
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(4.21) eine partielle Integration durch, so erhélt man

[ (e (e [1(2) - lews (), -

(4.22)
Wiihlt man nun nacheinander fiir festesi = 1,...,n eine Richtung € = [¢; ... &,]T €
(Cto, t1])" so, dass gilt & = 0 fiir Vj mit j # i und & (o) = &(t1) = 0, dann ergibt

sich jeweils
t1 8 d a
/to [(8$il) S dt (aj;ilﬂ& dt=0. (4.23)

Geméfl dem nachfolgend angefithrten Fundamentallemma der Variationsrechnung
folgt aus (4.23) mit ¢ = 1,...,n unmittelbar das Ergebnis (4.20). O

Lemma 4.2 (Fundamentallemma der Variationsrechnung). Angenommen g(t) ist
eine stiickweise stetige Funktion auf dem Intervall [tg,t1] und es gilt

t1
| e at=o (4.24)
to

fiir alle stiickweise stetigen Funktionen &;(t) im Intervall [to, t1], dann folgt fast tiberall
(abgesehen von einer abzihlbaren Menge von Punkten) g(t) =0, t € [to, t1].

Eine Funktion x(t), die die Euler-Lagrange Gleichungen (4.20) erfillt, wird auch als
stationdre Funktion der Lagrangeschen Dichte | bezeichnet. In manchen Literaturstellen
werden diese Funktionen auch als extremale Funktionen oder nur Fxtremale bezeichnet,
obwohl es sein kann, dass sie weder ein Minimum noch ein Maximum des Kostenfunktionals
beschreiben. Satz 4.2 stellt also nur eine notwendige Bedingung fiir eine optimale Losung
x*(t) dar, wie auch das nachfolgende Beispiel zeigt.

Beispiel 4.3. Das Funktional J(z) = [y #(t)#?(t) dt, € C[0,1] mit den Randbe-
dingungen z(0) = (1) = 0 soll minimiert werden. Fir diesen Fall ergibt sich die
Euler-Lagrange Gleichung (4.20) in der Form

d . .2 d® /5 .2

3 (2e(0)F(0) = (1) = @(x (1) - #*(t) = 0. (4.25)
Diese Differentialgleichung besitzt fiir die Randbedingungen z(0) = z(1) = 0 die
Losung z*(t) = 0. Folglich ist z*(t) = 0 eine extremale Losung und der zugehorige
Wert des Kostenfunktionals lautet J(z*) = 0. Dies ist aber kein Minimum, denn
die ebenfalls zulédssige Trajektorie Z(t) = —et(1 — t) mit € > 0 liefert fir das Kos-
tenfunktional J(#) = —e2/30 < 0. Fiir ¢ — oo gilt J(Z#) — —oo, weshalb dieses
Optimierungsproblem kein Optimum besitzt. Die Trajektorie z*(¢) = 0 stellt auch
keine lokal optimale Losung dar, denn mit ¢ — 0" kommt Z(¢) der extremalen Losung
x*(t) im Sinne jeder Norm beliebig nahe.
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Mit Satz 4.2 ist es also gelungen, die Minimierung des Funktionals (4.2) in ein Zweipunkt-
randwertproblem mit den Euler-Lagrange Gleichungen umzuformulieren. Das erhaltene
Randwertproblem kann meist mit gdngigen numerischen Methoden [4.2-4.4], wie z. B.
Finite-Differenzenverfahren, Einfach-Schieverfahren, Mehrfach-Schieverfahren und Kol-
lokationsverfahren, gelost werden. Die Losung der Euler-Lagrange Gleichungen (4.20)
kann fiir Spezialfille auch mit Hilfe so genannter erster Integrale formuliert werden:

(a) Die Lagrangesche Dichte héngt nicht von der unabhéngigen Variable ¢ ab, d.h.
[ =Il(x,%). Mit der Hamiltonfunktion

H= <a(z'<l>"‘ (%, %) (4.26)

folgt aus den Euler-Lagrange Gleichungen (4.20), dass
d d/o ). 0 \.. 0 \. 0 \..

SHERES

D.h. die Hamiltonfunktion H ist entlang von stationdren Funktionen konstant und
bildet damit eine Invariante des Systems.

(4.27)

(b) Die Lagrangesche Dichte hiangt nicht von x ab, d.h. [ = [(¢,%). Dann folgt aus den
Euler-Lagrange Gleichungen (4.20), dass a%il, i =1,...,n Invarianten des Systems

sind, denn es gilt
d/ o
— l]=0. 4.28
it (22 (128

Aufgabe 4.1. Nehmen Sie an, dass die Lagrangesche Dichte [(x, %) die Lagrangefunkti-
on eines Starrkorpersystems ist (siehe Skriptum [4.5]) und x bzw. x die generalisierten
Lagekoordinaten und deren Geschwindigkeiten bezeichnen. Geben Sie eine physikali-
sche Interpretation der Hamiltonfunktion H von (4.26) und der darin auftretenden
Groflen %l, i=1,...,n an.

Bemerkung 4.1. Konservative Starrkorpersysteme erfiillen die Euler-Lagrange
Gleichungen (4.20). Dies gilt im Allgemeinen nicht fiir nicht-konservative Starr-
korpersysteme. Fiir sie lauten die Euler-Lagrange Gleichungen

d/ o 0
(Y ()= a2

fur alle ¢t € [to,t1] und 4 = 1,...,n mit den externen generalisierten Kréften 7;.

Bemerkung 4.2. Der Begriff Lagrangefunktion hat in der Mechanik eine andere
Bedeutung als in der Optimierung.
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Beispiel 4.4 (Elastischer Zugstab belastet durch Eigengewicht). Ein gerader, linear

elastischer Stab hat die Zugsteifigkeit £ und im unbelasteten Zustand die Masse pro

Langeneinheit m sowie die Linge x1. Der Stab wird am Punkt x = zy = 0 senkrecht

befestigt und durch sein Eigengewicht (Erdbeschleunigung ¢) belastet. Es soll das

Verschiebungsfeld y(z) zufolge der Eigengewichtsbelastung berechnet werden. Die

Léangskoordinate x sei materialfest, d. h. sie wird im unbelasteten Zustand gemessen.
Unbelasteter Stab Belasteter Stab

7/ 7/

:L’O :0--

El
>

Il T

xY y(z1)
Y

Abbildung 4.2: Elastischer Zugstab belastet durch Eigengewicht.

Zur Losung dieser Aufgabe kann das Hamiltonsche Prinzip der Mechanik [4.6, 4.7]
verwendet werden. Angewandt auf den Sonderfall der hier rein statischen Beanspru-
chung besagt es, dass die potentielle Energie des Stabes im statischen Gleichgewicht
extremal sein muss [4.8]. Fiir ein stabiles statisches Gleichgewicht muss sie minimal
sein.

Die bis auf einen konstanten Term definierte potentielle Energie

1 /33 2
1w = [ ngy) da (4.30)

des Stabes setzt sich aus der Dehnungsenergie mit der Langsdehnung /(z) und der
potentiellen Héhenenergie zusammen. Am Befestigungspunkt x = g = 0 des Stabes
darf keine Verschiebung auftreten und es gilt

y(0)=0. (4.31a)

Da am freien Ende x = x1 des Stabes die Zugkraft 0 betrdgt, muss dort auch die

Dehnung verschwinden, d. h.
y'(x1) =0. (4.31Db)

Die Minimierung des Funktionals (4.30) unter Beriicksichtigung der Randbedingun-
gen (4.31) kann mit Hilfe der Variationsrechnung erfolgen. Da in der Lagrangeschen
Dichte I(y,y') = k(y')?/2 — mgy die unabhiingige Variable = nicht explizit auftritt,
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muss geméaf (4.27) die Hamiltonfunktion eine Invariante des Systems sein, d. h.

AV
H = (aay,l> .y = 1y,) = k(g) +1mgy = c1 = konst. (4.32)

Die Integration dieser Differentialgleichung liefert

_ y(z)
SRV ALY B (4.33)
mg y(0)

Die Werte ¢; und y(0) folgen schliefllich aus den Randbedingungen (4.31) und fiir die
Losung ergibt sich

mg x?

y(x) = = <x1x - 2) . (4.34)

Alternativ kann diese Aufgabe natiirlich auch direkt mit Satz 4.2 gelost werden.
Aus der Euler-Lagrange Gleichung (4.20) folgt

d /0 , 0 ’ "o o=
—_—— pr— pu— . 4.
d$<ay,l)(y,y) 8yl(y,y) ky" 4+ 1mg (4.35)

Die Integration dieser Differentialgleichung liefert bei Beriicksichtigung der Randbe-
dingungen (4.31) ebenfalls die Losung (4.34).

Analog zum finit-dimensionalen Fall, siehe Satz 2.2, kobnnen auch fiir die Minimierung
von Funktionalen notwendige Bedingungen zweiter Ordnung formuliert werden.

Satz 4.3 (Notwendige Bedingungen zweiter Ordnung - Legendre Bedingung). Ange-
nommen X* € X ist ein lokales Minimum des Funktionals

t1

J(x) = I(t,x(t),x(t)) dt (4.36)

to
mit der zuldssigen Menge X = {x(t) € (Cl[to,t1])" | x(t0) = x0,x(t1) = x1} und
der zweifach stetig differenzierbaren Lagrangeschen Dichte [ : R x R™ x R” — R,
dann erfillt x* die Euler-Lagrange Gleichungen (4.20) und die so genannte Legendre
Bedingung

2
a’ (g},{i) (t,x*(t), %" ()d >0  VdeR", t € [to,t] - (4.37)

Satz 4.4 (Hinreichende Bedingungen zweiter Ordnung - Konvexitidtsbedingung).
Gegeben sei das Funktional

Jx) = | 10t x(t),%(t) dt (4.38)
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mit der zulissigen Menge X = {x(t) € (C'[to,t1])" | x(to) = X0, x(t1) = x1} und der
zweifach stetig differenzierbaren Lagrangeschen Dichte [ : R x R™ x R™ — R. Erfiillt
eine Funktion x* € X die Euler-Lagrange Gleichungen (4.20) und die sogenannte
Konvexitatsbedingung

d>0 VdeR™, tel[t,t1],

4T (%})(t,x*u),x* t)) (ai};)a,x*(t),x*(t))

(525 ) (tx=(6), (@) (&%) (%" (8), (1))

(4.39)

d.h. U(t,x(t),%(t)) ist lokal konvez in x(t) und %(t), dann ist x*(t) ein lokales Mini-

mum des Funktionals J. Ist I(t,x(t),%(t)) sogar strikt lokal konvez in x(t) und x(t)

(Gleichung (4.39) ist dann nur fir d = 0 mit Gleichheit erfillt), so ist x*(t) ein
striktes lokales Minimum.

Der Beweis zu Satz 4.4 findet sich z. B. in [4.1, 4.9].

Aufgabe 4.2. Priifen Sie, ob die in Beispiel 4.4 gefundene Losung die Sétze 4.3 und
4.4 erfiillt.

Satz 4.2 behandelt das Lagrange Problem der Variationsrechnung (4.2). Im néchsten
Schritt soll das Bolza Problem der Variationsrechnung (4.3) mit freier Endzeit niher
untersucht werden.

Satz 4.5 (Euler-Lagrange Gleichungen fiir freie Endzeit). Gegeben sei das Funktional

J(t1,%) = o(tnx(t) + [ 1t x(t), %(t)) dt (4.40)

to

mit der zulissigen Menge X = {(tl,x(t)) € (to, T) x (C'[to, T])" | x(to) = xo}, der
hinreichend groffen Zeit T' > t1, der stetig differenzierbaren Lagrangeschen Dichte [ :
RxR"xR"™ — R und der stetig differenzierbaren Endkostenfunktion ¢ : R x R™ — R.
Wenn (t7,x*(t)) ein (lokales) Minimum von J(x) auf X bezeichnet, dann erfillt
x*(t) die Euler-Lagrange Gleichungen (4.20) im Intervall [to,t]] und es gelten die
Anfangsbedingung x*(tg) = x¢ sowie die Transversalitdtsbedingungen

0 1o}
e =0T 4.41
|:0X + 8X<p:| t:t){ x=x* O ( a)
a\. O
[l - (85(1>x 4 875@] e =0. (4.41Db)

Beweis. Es wird angenommen, dass x(¢) in einem hinreichend grofien Intervall
[to, T], T > t} definiert ist, und es wird der lineare Funktionenraum R x (C[to, T])"
betrachtet. Die Gateaux Ableitung geméafl Definition 4.1 wird fiir das Funktional
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J(t1,x) in der Form

5J(t, x; &, €,) == lim J(t1 + né,, x +n€,) — J(t1, %)

0
m g (4.42)

d
= — t
dﬁj( 1+ n§t17X + ngx) =0

angeschrieben und spéter in die notwendige Bedingung fiir ein Minimum gemé&f Satz
4.1 eingesetzt. Wendet man (4.42) fiir zunéchst beliebiges n auf (4.40) an, so erhélt
man

d * *
din'](tl + 77§t1>X + 775:2) =

d
B <dn¢> (#7100 X7 (87 + 1) + 1€, (8 + néi,))

d tT+n€t1 . .
dn Ji,

Ka )&1 (3 )5 +<85 )(gt X +1) gtﬁ >§t1:|t:t’l‘+n&1,x=X*+n€m

X7
+ € [1(tX" 4 X+ némﬂt:t“{-i-nftl
Fngn £ d . L
+ /to (dnl) (t, x* + €, %" + nﬁx) dt (4.43)

~[(z)e + (e )&+ (5 )(x+nsx)stl]t:m&vxzx*%

+&, [l (t, X"+ €., X" + 77590)} t=t;+néi,

1y +né .
1 <( ) (%" + e, X" + 1€, )

( ) tX*+n£x7X*+n£x))€xdt

13 +n8ty

{55 (6 +nx 40 e,

to

Wertet man (4.43) fiir n = 0 aus, so lautet die notwendige Optimalitdtsbedingung

d
(tla 75151’53:) - (tl + 77§t1>x + 77530)
77 n=0

(e (o o]
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+ f [(iz) (t,x",5") — ;(;},{z) (t,x*,ic*)}ﬁm at
(o]
= (5o )en + (3mw) 0560 + £+ 0] e

+[ (1) e 0(E, +36, —%61)] (4.44)

ox t=t],x=x*

AGeerne] .

BTPON, o AN, .
+ A [(8}(1>(t,x , X )_dt<8>'cl)(t’x , X )}gxdt
o\, O
ol GO LS I
0

0 0 - *
ot g, e D) - |5 £ (t0)

l}
t=tg,x=x* ~=~—"

N U

fiir beliebige zulédssige Richtungen &, und &,. Geméfl Fundamentallemma der Va-
riationsrechnung Lemma 4.2 folgen aus (4.44) daher zunéchst die Euler-Lagrange
Gleichungen (4.20). Da der Anfangswert mit x(t9) = x¢ festgelegt ist, muss fiir eine
zuléssige Richtung &, die Bedingung &,(t9) = 0 gelten. Da die Endzeit ¢; und der
Endwert x(¢;1) frei sind, kénnen &, und &, (¢7) unabhéngig voneinander frei gewahlt
werden. Folglich ist (4.44) nur dann Null, wenn die Transversalititsbedingungen (4.41)
erfiillt sind. O

Das Ergebnis von Satz 4.5 lasst sich nun wie folgt verallgemeinern.

(a) Wenn die Endzeit t; fest ist, dann gilt §, = 0, womit automatisch die drittletzte
Zeile von (4.44) verschwindet. Es liegt somit keine Transversalitatsbedingung (4.41b)
VOr.

(i) Wenn fiir eine Komponente z(t) von x(t) gilt, dass deren Endwert xy(t1) = T,
mit Ty, = konst. fest ist, so folgt daraus &; ;(t1) = 0, womit automatisch der
zugehorige Eintrag in der zweitletzten Zeile von (4.44) verschwindet. Damit
liegt fiir diese Komponente keine Transversalitdtsbedingung vor. Dieser Fall
entspricht dem Ergebnis von Satz 4.2.

(ii) Wenn fiir eine Komponente z(t) von x(¢) gilt, dass deren Endwert xy(t1) frei ist,
dann lautet die Transversalititsbedingung geméfl (4.44) fir diese Komponente

[81 0

9,,9 0. 4.45
Ok Oxy, 4 t=t7, x=x* (1.45)
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(b) Wenn die Endzeit t1 frei ist, dann muss die Transversalitdtsbedingung (4.41b)

0\ . 0 B
{l — <6)’cl>x + atcp} A =0 (4.46)

gelten.

(i) Wenn fiir eine Komponente z(t) von x(t) gilt, dass deren Endwert xy(t7) = Ty,
mit T = konst. fest ist, dann muss fiir diese Komponente eine zuléssige
Richtung (&, ,&; %) die Bedingung

Ty = (¢ + 1) + 0k (t1 + 161,) (4.47)
bzw. q
0= @k = &k(t]) +Endi(t]) (4.48)
n n=0

erfiillen. Damit verschwindet der zugehorige Eintrag in der zweitletzten Zei-
le von (4.44) und es liegt keine weitere Transversalitdtsbedingung fiir diese
Komponente vor.

(ii) Wenn fiir eine Komponente zy(t) von x(t) gilt, dass deren Endwert xy(t]) frei
ist, dann lautet, analog zum Fall (a)(ii), die Transversalititsbedingung fir diese
Komponente

ol

0 0
=0. 4.4
[fﬁ?k Oxy, } t=t1, x=x* ’ (4.49)

4.1.3 Stiickweise stetig differenzierbare Extremale

Bei den bisherigen Betrachtungen, siehe im Speziellen die Sétze 4.2 bis 4.5, wurde stets
angenommen, dass x(t) im Funktionenraum der im Intervall [to, t1] stetig differenzierbaren
(vektorwertigen) Funktionen (Cl[tg,T])" definiert ist. Im Weiteren soll dies auf den
Funktionenraum der stiickweise stetig differenzierbaren Funktionen (C[to, T])™ erweitert
werden, wobei zusétzlich die globale Stetigkeit vorausgesetzt wird. Man nennt nun eine
reellwertige Funktion z(t) € C’l[to,tl] stiickweise stetig differenzierbar, wenn sie stetig

ist und eine Partitionierung to = cp < ¢1 < ... < cy41 = t1 mit N < oo so existiert,
dass die Funktion x(¢) in allen Intervallen (ck,cgt+1), £ =0,..., N stetig differenzierbar
ist, siche Abbildung 4.3. Die inneren Punkte ¢1,...,cy werden als Eckpunkte von x(t)

bezeichnet. Fiir stiickweise stetig differenzierbare Funktionen Z(t) € ! [to, 1] lauten die
Normen geméfl (4.10)

x(t = max ||X(¢ und ||x(¢ = max ||x(¢)| + su
IO = 2, ION wnd RO = g KO+ w0

d

—x(t)]| .

ar™ )H
(4.50)

Es gilt nun folgender Satz, welcher z. B. in [4.10] bewiesen wird.
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0 to €1 2 CN 1 ¢

Abbildung 4.3: Beispiel einer Funktion z(t) € C*[to, t1].

Satz 4.6 (Stiickweise stetig vs. stetig differenzierbare Extremale). Angenommen
x* € X ist ein (lokales) Minimum des Funktionals

t1

J(x)= [ l(t,x(t),x(t))dt (4.51)

to
mit der zuldssigen Menge X = {x(t) € (C*[to,t1])" | x(to) = x0,x(t1) = x1} und
der stetig differenzierbaren Lagrangeschen Dichte [ : R x R™ x R® — R, dann ist
x* € X auch ein (lokales) Minimum des Funktionals (4.51) in der zulissigen Menge
X = {x(t) € (C'[to,t1])™ | x(to) = x0,x(t1) = x1}. Handelt es sich um ein lokales
Minimum, so ist der Begriff lokal beziiglich der gleichen Norm ||-|| . bzw. ||||; o, 2u
verstehen. 7

Beweisskizze: 7Zu jedem X € X und £ > 0 existiert ein X € X so, dass
|J(x) — J(X)| <e. (4.52)

Diese plausible Aussage wird z.B. in [4.10] streng bewiesen.
Stellt x* € X ein globales Minimum des Funktionals (4.51) dar, so muss

J&) > J(x*), VkedX (4.53)

gezeigt werden. Es gilt nun fiir beliebige X € X und € > 0 mit X € X, welches (4.52)
erfillt,

J(x) =J(x)—(J(x) — J(%X)) > J(Xx)—|J(x) = J(X)| > J(X)—e > J(x*)—¢, (4.54)

wobei hier die Optimalitdt von x* im Funktionenraum A& ausgeniitzt wurde. Im
Grenziibergang ¢ — 07 folgt aus (4.54) der zu zeigende Zusammenhang (4.53).
Stellt x* € X nur ein lokales Minimum (vgl. (4.9)) des Funktionals (4.51) dar, so
erfolgt der Beweis vollig analog, wobei % und % auf das Gebiet {x € X | ||x — x*|| <~}
einzuschrénken sind. O

Die Aussage von Satz 4.6 kann wie folgt geniitzt werden. Wenn ein lokales Minimum
x* € X entsprechend (4.9) gefunden wurde, so kann auf die Suche nach einem anderen
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Minimum in der Umgebung {x € X' | ||x — x*|| < v} verzichtet werden. Wenn ein globales
Minimum x* € X gefunden wurde, so kann auf die Suche nach einem anderen globalen
Minimum im Funktionenraum X verzichtet werden.

Man kann nun zeigen, dass eine extremale Losung %*(t) € (C[to,t1])" im gesamten
Intervall [tg, t1] auBer an den Eckpunkten ¢y, ..., ¢y die Euler-Lagrange Gleichungen (4.20)
und die Legendre-Bedingung (4.37) erfiillt. Die Transversalitiatsbedingungen (4.45), (4.46)
und (4.49) bleiben im Falle stiickweise stetig differenzierbarer Extremale unverdndert.
Die Unstetigkeiten von %fc* (t) an den Eckpunkten ¢ = ¢, k= 1,..., N unterliegen nun

folgenden Einschrinkungen:

Satz 4.7 (Weierstrass-Erdmann Bedingungen). Angenommen %* € X ist ein (lokales)
Minimum des Funktionals

t1 .

J(%) = / (1, %(1), k(1)) dt (4.55)
to

mit der zulissigen Menge X = {X(t) € (C[to, t1])" | %(to) = %o, %(t1) = X1}, wobei

die Lagrangesche Dichte | sowie die partiellen Ableitungen 8?:il und Bz_l im Gebiet

[to, t1] X R™ x R™ stetig beziiglich ihrer Argumente t, X(t) und X(t) sind. Dann gilt

fiir jeden Eckpunkt ¢ € (to,t1) von X*(t), dass die Bedingungen

(ail) (e.%"(c). %)) = <(;1Z) (e.%"(0), %"(c1)) (4.56)
H (e,%*(¢), %" (7)) = H(e,x"(c), %" (c1)) (4.56b)

mit der Hamiltonfunktion

0
0%

H (1, %(8), () = < z> (t.%(0),%0)50) — ((Lx0O.50) (@57
erfullt sind, wobei x*(¢7) und X* (¢T) den links- bzw. rechisseitigen Grenzwert von
X*(t) an der Stelle t = ¢ bezeichnen.

Die Weierstrass-Erdmann Bedingungen besagen also, dass an den Eckpunkten einer
(lokal) extremalen Trajektorie %*(t) € (C''[to,1])" nur jene Unstetigkeiten von X* erlaubt
sind, die die zeitliche Stetigkeit von a%l und die zeitliche Stetigkeit der Hamiltonfunktion
H erhalten. Die Weierstrass-Erdmann Bedingungen sind notwendige Optimalitéitsbedin-
gungen. Thre Herleitung findet sich z. B. in [4.9].

Beispiel 4.5. Gesucht ist ein (lokales) Minimum z* € X des Funktionals
1
Jw) = [ a0 - i) d (4.58)
-1

in der zulissigen Menge X = {x(t) € C*[-1,1]|z(—1) = 0,2(1) = 1}. Da die Lagran-
gesche Dichte nicht explizit von der Zeit ¢ abhingt und wegen der Randbedingung
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xz(—1) =0, folgt fiir die Hamiltonfunktion

0

H= (a ):c — =221 —d)i — 2?1 - )2 =22(@*-1)=0 (4.59)
by

fiir alle Zeiten ¢t € [—1,1]. Die Hamiltonfunktion ist also konstant und damit eine

Invariante des Systems, siche auch (4.27). Mit den Substitutionen z%(¢) = z(t) und

2x(t)@(t) = 2(t) kann (4.59) in die Form

A(t) — %Q(t) 0 (4.60)

umgeschrieben werden. Die Losung von (4.60) lautet
2(t) = (t+k)? (4.61)

mit der Konstanten k. Mit der Randbedinung (1) = 1 und daher z(1) = 1 folgt
fiir die Konstante k& der Wert & = 0 und die mdgliche stationdre Losung z(t) des
Kostenfunktionals (4.58) lautet

z(t) = £t . (4.62)

Da z(t) die Randbedingung x(—1) = 0 nicht erfiillt, ist Z(¢) keine stationédre Losung
von (4.58) in der zuldssigen Menge X = {z(t) € C*[-1,1]|z(~1) =0, z(1) = 1}.
Im néchsten Schritt soll daher das Kostenfunktional (4.58) in der zulédssigen Menge
X = {&(t) € C'[-1,1]|2(~1) = 0, (1) = 1} minimiert werden. Die Weierstrass-
Erdmann Bedingung (4.56a) besagt, dass an einem Eckpunkt ¢ € (—1,1) gilt

~2i2(e)(1 = (c7)) = —22(e) (1 — #(cT)) (4.63)

und folglich
(o) (d(ch) —d(cT)) = 0. (4.64)

Da an einem Eckpunkt t = ¢ gilt Z(cT) # (¢~ ), muss zur Erfiillung von (4.64) die
Bedingung 2 (c) = 0 eingehalten werden. D. h. eine Unstetigkeit in z(¢) kann nur an
Stellen auftreten, an denen der Wert von Z(t) selbst identisch Null ist. Aus (4.59) folgt,
dass zu jedem Zeitpunkt t € [—1,1] x(t) = 0 oder &(¢) = £1 gelten muss. AuBlerdem
sind die Randbedingungen #(—1) = 0 und #(1) = 1 zu erfiillen. Der minimal mogliche
Wert des Kostenfunktionals (4.58) ist 0. Er wird erreicht, wenn 2(t) = 0 oder #(t) = 1
fiir alle ¢ in [—1,1] gilt. Aus diesen Uberlegungen folgt, dass fiir die optimale Losung
#(t) =0Vt € [~1,c] und z(t) = 1 sowie x(t) = t YVt € (c,1] gelten miissen. Aus
der Stetigkeitsbedingung &(c) = 0 = ¢ folgen der Umschaltzeitpunkt ¢ = 0 und die
optimale Losung

2*(t) =

0 fir —1<t<0
{ Hehets (4.65)

t fir0<t<1.

Diese Losung ist das eindeutige globale Minimum des Kostenfunktionals (4.58) in der
zuliissigen Menge X = {2(t) € C'[-1,1]|2(~1) =0, &(1) = 1}.
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4.2 Entwurf von Optimalsteuerungen

4.2.1 Problemformulierung

Eine typische Optimalsteuerungsaufgabe besteht darin, fiir ein dynamisches System
beschrieben durch die Differenzialgleichungen

x = £(t,x(t), u(t)) (4.66)

mit der Zeit t € R, dem Zustand x € R", dem Anfangszustand x(tp) = x¢ und dem
Stelleingang u € R™ eine geeignete Steuertrajektorie u(t),t € [to, t1] so zu finden, dass ein
Kostenfunktional J(u) minimiert wird und dabei allfdllige Beschrdnkungen fiir x(¢) und
u(t) eingehalten werden. Beispielhaft kann eine Optimalsteuerungsaufgabe in der Form

m(igl J(u) = /tl I(t,x(t),u(t))dt Kostenfunktional (4.67a)

u(- to

uB.v. x=f(t,x(t),u(t)) Beschrankungen (4.67b)
x(to) = %o (4.67¢)
Py (t1,x(t1)) =0 (4.67d)
Po(t,x(t),u(t)) <0 VtelCty,t] (4.67e)

angeschrieben werden. Die sogenannte Bolza-Form des Kostenfunktionals (siehe auch

(4.3)) lautet
t1

J(u) = p(to,x(to), t1,x(t1)) + A I(t,x(t),u(t))dt . (4.68)

Fiir die Lagrange-Form gilt

T(u) = / Ul x (), u(t) dt (4.69)

to

und fiir die Mayer-Form
J(u) = @(t(b X(t0)7 t17 X(tl)) . (470)

Die Abhéngigkeit der Funktion ¢ von to und x(tg) ist nur dann relevant, wenn die
Anfangsbedingung (4.67c) nicht vorhanden ist.

Aufgabe 4.3. Zeigen Sie, dass die Lagrange-Form in die Mayer-Form iibergefiihrt
werden kann, indem man einen zusatzlichen Zustand

.%"n_H = l(t, X, u), $n+1(t0) =0 (4.71)

einfithrt und das Kostenfunktional in der Form J(u) = z,+1(¢1) anschreibt.
Zeigen Sie, dass die Mayer-Form in die Lagrange-Form iibergefiithrt werden kann,
indem man einen zusatzlichen Zustand

jjn—i—l = 0, xn+1(t0) = @(to,x(to),tl,x(tl)) (4.72)

t1 —to
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t1
einfithrt und das Kostenfunktional in der Form J(u) = / Zny1(t) dt anschreibt.
t

0
Zeigen Sie, wie man eine Bolza-Form in die Mayer- oder Lagrange-Form iiberfiihrt.

Bei den moglichen Beschriankungen unterscheidet man wieder zwischen Punktbeschrin-
kungen, beispielsweise Endpunktbeschrankungen der Form

’l,b(tl,X(tl)) =0 bzw. 'l,b(tl,X(tl)) S 0 s (473)

Pfadbeschrinkungen
et x(t),u(t) =0 bzw. P(t,x(t),u(t)) <0, VtelC [to, ] (4.74)

und isoperimetrischen Beschrinkungen

11 t1
Y(t,x(t),u(t))dt =0 bzw. Y(t,x(t),u(t))dt <0 . (4.75)
to to
Héufig sind Pfadbeschrankungen (4.74) schwieriger zu beriicksichtigen, wenn sie nicht von
der Stellgréfie abhéngen. Isoperimetrische Beschriankungen kénnen durch Einfithrung eines
zusétzlichen Zustandes xp4+1(t) mit ,41(¢) = ¥(t,x(¢),u(t)) und z,41(tp) = 0 durch
Endpunktbeschriankungen ersetzt werden.

4.2.2 Existenz und Eindeutigkeit einer Losung
4.2.2.1 Existenz und Eindeutigkeit einer Losung eines Anfangswertproblems

Im Skriptum [4.11] werden hinreichende Bedingungen fiir die lokale Existenz und Eindeu-
tigkeit der Losung eines Anfangswertproblems angegeben. Sie besagen, wenn eine Funktion
g(t,x) stiickweise stetig in ¢ ist und der Lipschitz-Bedingung

lg(t,x) —g(t,y)|| < L||x—y|], 0<L<o (4.76)

fir alle x,y € By = {x € R" | ||x — xq|| <~} und alle t € [to, to + 7] geniigt, dann existiert
ein ¢ € (0, 7] so, dass das Anfangswertproblem

x =g(t,x), x(to) ==xo (4.77)

fir ¢ € [to,to + d] genau eine Lisung besitzt. Wie im Skriptum [4.11] beschrieben, ist
die Stetigkeit von g(t,x) und (g—i)(t,x) beziiglich x auf der Menge [to,to + 7] x B,
hinreichend dafiir, dass g(t,x) die Lipschitz-Bedingung (4.76) lokal erfiillt.

Da fiir die obige Existenzaussage nur stiickweise Stetigkeit von g(¢,x) in ¢ erforder-
lich ist, sind mit g(t,x) := f(¢,x(¢),u(t)) entsprechend (4.66) fir die StellgroBen u(t)
auch stiickweise stetige Funktionen zugelassen, d.h. u(t) € (C[to,t1])™. Man nennt ei-
ne reellwertige Funktion u(t) € C’[to,tl] stiickweise stetig, wenn eine Partitionierung
to=c < c1 <...<ecnyl =t mit N < oo so existiert, dass die Funktion u(¢) in
allen Intervallen (cg,cg+1), K = 0,..., N stetig ist. Fiir stiickweise stetige Stellgrofen
u(t) sind die zugehorigen Zustandsgrofien von (4.66) stiickweise stetig differenzierbar, d. h.
x(t) € (C'to, t1])™, wobei die Eckpunkte mit den Unstetigkeitsstellen der StellgroBen
iibereinstimmen.
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4.2.2.2 Existenz und Eindeutigkeit einer Losung eines Optimalsteuerungsproblems

Die Frage, ob fiir ein Optimalsteuerungsproblem eine optimale Losung existiert und sogar
eindeutig ist, ist wesentlich schwieriger zu beantworten als die Frage nach der Existenz
und Eindeutigkeit einer Losung eines Anfangswertproblems.

Wie in Beispiel 4.3 gezeigt wurde, folgt aus der Existenz einer extremalen Losung,
welche z. B. durch Loésung von Euler-Lagrange Gleichungen (vgl. Satz 4.2) nachgewiesen
werden kann, nicht automatisch die Existenz einer (lokal) optimalen Lésung. Damit aber
eine optimale Losung existieren kann, muss zumindest eine extremale Losung existieren.

Existiert eine optimale Losung und sind die extremalen Losungen eindeutig, so ist
auch die optimale Losung eindeutig. Umgekehrt jedoch folgt aus der Eindeutigkeit einer
optimalen Losung nicht die Eindeutigkeit von extremalen Losungen. Weitere Erlauterungen
zu diesen Aussagen finden sich in [4.12].

In vielen Optimalsteuerungsproblemen unterliegen die Stellgrofien u(t) gewissen Be-
schrénkungen, d.h. u(t) € U C R™. Eine stiickweise stetige Stellgréie u(t) im Intervall
to <t < t; mit u(t) € U fir alle t € [to,t1] wird im Weiteren als zuldssige StellgrofSe
bezeichnet.

Eine zuldssige Stellgrofle wird als realisierbar bezeichnet, wenn die zugehorige Zustand-
strajektorie x(¢) von (4.66) im gesamten Intervall g < t < ¢; eindeutig definiert ist
(vgl. Abschnitt 4.2.2.1) und samtliche Beschriankungen erfiillt. Wie die nachfolgenden
Beispiele verdeutlichen, impliziert die Existenz einer realisierbaren Stellgrofie nicht die
Existenz einer optimalen Losung eines Optimalsteuerungsproblems. Umgekehrt jedoch ist
die Existenz einer realisierbaren Stellgrofie natiirlich eine Voraussetzung fiir die Existenz
einer optimalen Losung.

Beispiel 4.6. Es soll fur das dynamische System & = u die StellgroBle u(t) > 0 so
gewahlt werden, dass der Zustand in minimaler Zeit vom Anfangszustand z(ty) =
0 in den Endzustand z(t;) = 1 (Endzeit ¢; ist frei) tibergefithrt wird, d.h. das
Kostenfunktional

J(u) =t1 —tp (4.78)

ist zu minimieren. Es existiert keine realisierbare Stellgrofie so, dass J(u) =t —tg =0

gilt. Die konstante Stellgrofie
1
t) =
u(t) P—

mit ¢1 —tg > 0 ist realisierbar. Es existiert jedoch keine optimale Lésung, da zu jedem
Wert 1/(t1 — to) eine noch grofere finite Stellgrofie u(t) gefunden werden kann, die
J(u) =t; — tp > 0 weiter verkleinert.

(4.79)

Beispiel 4.7. Es sollen fiur das dynamische System & = u die Stellgrofie u(t) € [0, 1]
und die freie Endzeit t; > tg so gewéahlt werden, dass der Zustand vom Anfangszustand
x(tp) = 0 in den Endzustand x(t1) = 1 ubergefithrt wird und das Kostenfunktional

J(u) = /t "2 ar (4.80)

0

Vorlesung und Ubung Optimierung (WS 2023/2024)
© Steinbéck, Institut fiir Automatisierungs- und Regelungstechnik, TU Wien



4.2 Entwurf von Optimalsteuerungen Seite 146

minimiert wird. Die konstante Stellgrofie w(t) = 0 ist nicht realisierbar, d. h. fiir jede
realisierbare StellgroBe muss J(u) > 0 gelten. Die konstante Stellgrofie

1

t) =
u(l) P—

(4.81)

mit ¢ — tg > 1 ist realisierbar und liefert fiir das Kostenfunktional den Wert

J(u) /t( ! >2dt ! (4.82)
u = = . .
to \t1— 1o t1 —to

Es existiert jedoch keine optimale Losung, da zu jedem Wert u(t) eine noch kleinere
von Null verschiedene Stellgroe gefunden werden kann, die J(u) = 1/(t; —t9) > 0
mit 1 < oo weiter verkleinert.

In beiden Beispielen ist die Menge der realisierbaren Losungen unbeschrinkt und daher
nicht kompakt. Folglich kann der Satz von Weierstrass Satz 1.1 nicht angewandt werden.
In Beispiel 4.6 ist die Stellgroe u(t) selbst unbeschrénkt. In Beispiel 4.7 kann die zu
optimierende Grofle t; beliebig hohe Werte annehmen, weshalb auch hier die Menge
der realisierbaren Losungen unbeschrénkt (nicht kompakt) ist. Um letzteres Problem zu
verhindern, kann bei Optimalsteuerungsproblemen mit freier Endzeit ¢; die Einschrénkung
to < t1 <T mit einem hinreichend grofien, festen Wert 7" verwendet werden.

In den beiden obigen Beispielen ist unmittelbar einsichtig, warum die Menge der realisier-
baren Losungen nicht kompakt ist. Schwieriger kann das Feststellen der Nichtkompaktheit
der Menge der realisierbaren Stellgrofien sein, wenn sie mit einer Zustandstrajektorie von
(4.66), die eine Beschrankung verletzt oder nicht definiert ist, im Zusammenhang steht.
Exemplarisch dafiir ist das nachfolgende Beispiel. Hier ist die Menge der realisierbaren
Stellgroen nicht abgeschlossen und daher nicht kompakt, da am Rand dieser Menge die
zugehorige Zustandstrajektorie nicht mehr definiert ist. In diesem Beispiel existiert keine
optimale Stellgrofie.

Beispiel 4.8. Es soll fiir das dynamische System 4 = (1+x)?u mit dem Anfangszustand
x(0) = 0 die Stellgrofe u(t) € [0, 1] so gewahlt werden, dass das Kostenfunktional

Lo
I = [ o (4.83)
minimiert wird. Der Endzustand z(1) ist frei.

Da hier z(t) > 0 gilt, ist der Integrand in (4.83) stets nichtnegativ und finit. Um
J(u) zu minimieren, ist die Stellgrée u(t) so zu wéhlen, dass z(t) schnellstméglich
wichst. Die extremale StellgroBe u(t) = 1 wiirde das schnellste Wachstum von z(t)
hervorrufen, ist aber nicht realisierbar, da die zugehorige Losung x(t) = t/(1 — t)
fiir ¢ = 1 nicht definiert ist. In diesem Fall wiirde sich der Wert J(u) = 1/2 ergeben.
Alternativ kann die konstante realisierbare Stellgrofie u(t) = o mit 0 < av < 1 gewahlt
werden, welche z(t) = at/(1 — at) und J(u) =1 — /2 > 1/2 liefert. Es existiert in
diesem Fall also keine optimale Losung, da zu jeder realisierbaren Stellgrofle u(t) eine
noch groflere realisierbare Stellgrofie gefunden werden kann, die J(u) > 1/2 weiter
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verkleinert.

In diesem Beispiel strebt die optimale Zustandstrajektorie im betrachteten endlichen
Zeitintervall [to, t1] gegen Unendlich. Im Englischen wird dieses Verhalten als finite escape
time bezeichnet. Um derartige Félle zu vermeiden, kann eine zusétzliche Pfadbeschrénkung
der Art

HX(t)H <a Vte [to,tl] (4.84)

mit einem endlichen Wert a > 0 verwendet werden [4.13]. Diese Beschrankung wird z. B.
von dynamischen Systemen erfiillt, die einer der beiden Ungleichungen

£(2, %, u@®))] < Blixll, +~ (4.852)
xTE(t,x, u(t)] < Blx|l5 + ¥ (4.85D)

mit nichtnegativen Konstanten § und ~ fiir alle t € [to, 1], alle zuldssigen u(t) und
alle x € R geniigen. Dies gilt z. B. fiir Systeme, die in x affin sind, d.h. die Struktur
x = A(t,u)x + b(t,u) aufweisen.

Bislang wurde anhand von Negativbeispielen verdeutlicht, dass die Frage nach der Exis-
tenz einer Losung eines Optimalsteuerungsproblems keineswegs einfach zu beantworten ist.
Nachfolgend sollen Moglichkeiten skizziert werden, um diese Frage positiv zu beantworten.

Eine Methode zum Nachweis der Existenz einer optimalen Losung eines Optimalsteue-
rungsproblems ist die folgende: Findet man eine untere Schranke J > —oo so, dass
J(u) > J fiir alle realisierbaren Stellgrofien u gelten muss, so ist jede realisierbare Stellgro-
Be u*, welche J(u*) = J liefert, optimal. Diese Methode wird im nachfolgenden Beispiel
verwendet.

Beispiel 4.9. Es soll fiir das dynamische System = 1 — (u? +u2) mit dem Anfangszu-
stand z(0) = 0 die Stellgréfe u(t) € R? so gewihlt werden, dass das Kostenfunktional

J(u) = /0 2t (4.86)

minimiert wird. Der Endzustand z(1) ist frei.

Der Wert J = 0 ist eine unter Schranke fiir J(u), da der Integrand von (4.86)
stets nichtnegativ ist. Jede realisierbare Stellgrofie u*(¢), die |ju* (t)Hg =1Vtel0,]1]
erfillt, also z. B.

ult) = [sin(wt + @) (4.87)

cos(wt + @)

mit beliebigen Werten w und ¢, ist optimal, da sie *(t) = 0 und J(u*) = 0 liefert.

Dieses Beispiel zeigt, dass die Existenz einer optimalen Losung (Stellgrofie) nicht deren
Eindeutigkeit impliziert. Auch die hier gegebene Eindeutigkeit der optimalen Zustandstra-
jektorie x*(t) = 0 &ndert daran nichts.

Um die Existenz einer Losung eines Optimalsteuerungsproblems sicherzustellen, kénnen
zwei im nachfolgenden Satz beschriebene Wege beschritten werden: Die zuléssigen Stell-
groBen konnen auf spezielle Mengen eingeschrankt werden oder von f(¢,x(¢), u(t)) und
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[(t,x(t),u(t)) werden gewisse Konvexitatseigenschaften gefordert. Beweise zum nachfol-
genden Satz finden sich z. B. in [4.13, 4.14].

Satz 4.8 (Existenz einer optimalen Losung). Werden die nachfolgenden Bedingungen
erfillt, so besitzt ein Optimalsteuerungsproblem mit dem Kostenfunktional (4.68) eine
optimale Losung.

o U ist eine kompakte Menge.

o Die Zustandstrajektorien von (4.66) geniigen der Bedingung (4.84), d. h. sie sind
beschrankt.

o Der Endzustand x(t1) wird basierend auf (4.73) auf eine abgeschlossene Menge
beschrdnkt.

o Die Funktionen f(t,x(t),u(t)), I(t,x(t),u(t)) und ¢(to,x(to),t1,%x(t1)) sind ste-
tig.

e Die Menge der realisierbaren Stellgréfien ist nichtleer.

o Fs wird zumindest eine der folgenden Bedingungen erfillt.

— Es werden nur Stellgroffen u(t) € U zugelassen, die die Lipschitz-Bedingung
lu(t) —u(s)|| < Lyt —s|, 0< L, <oo, Vs,téeto,t] (4.88)

erfillen.

— Es werden nur Stellgréfien u(t) € U zugelassen, die stiickweise konstant
sind mit einer finiten Anzahl an Unstetigkeitsstellen.

— Die Menge {[fT(t,x(t),v) I(t,x(t),v)]T|v € U} € R""! ist fiir feste
Werte t und x(t) konvez.

Weiterfithrende Aussagen zur Existenz und Eindeutigkeit von Losungen eines Optimal-
steuerungsproblems finden sich z. B. in [4.12—4.16].

4.2.3 Variationsformulierung

Im Folgenden werden die notwendigen Optimalitdtsbedingungen erster Ordnung fiir ein
Optimalsteuerungsproblem mit fester Endzeit und freiem Endwert formuliert.

Satz 4.9 (Optimalsteuerungsproblem mit fester Endzeit und freiem Endwert). Ge-
sucht ist die Stellgrife u € (C[to,t1])"™ so, dass das Kostenfunktional (Bolza-Form)

J(u) = p(x(t1)) + ! 1(t,x(t),u(t)) dt (4.89)

to

unter der Gleichungsbeschrinkung (dynamisches System)

x =f(t,x(t),u(t)), x(to) =x0 (4.90)
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mit fester Anfangszeit tg und fester Endzeit t1 > to minimiert wird. Dabei wird
angenommen, dass | und f stetig in t und stetig differenzierbar beziiglich x und u
fir alle (t,x,u) € [to,t1] x R™ x R™ sind und die Funktion p(x1) stetig und stetig
differenzierbar beziglich x; fir alle x; € R™ ist. Wenn u*(t) € (C|[to,t1])" die optimale
Lésung des Optimierungsproblems bezeichnet und x*(t) € (Cl[to, t1])" die zugehérige
Lisung des Anfangswertproblems (4.90) ist, dann ezistiert ein X*(t) € (C[to,t1])" so,
dass gilt

x* = f(t,x"(t),u*(t)), x"(to) =xo (4.91a)
T T
A= —({iz) (£, (), w* (£)) — < aif) (£, (), 0 (£))A* (1) o
i .
X(tr) = () G (t)
T T
0= (iz) (£, (), w* () + (aauf) (, " (), 0 (1)) A" (2) (4.91¢)

fiir to < t < t;. Die Gleichungen (4.91) werden als Euler-Lagrange Gleichungen
des Optimalsteuerungsproblems und A*(t) als adjungierter Zustand oder Kozustand
bezeichnet.

Beweis. Fiir den Beweis dieses Satzes wird im ersten Schritt die Gateaux Ableitung
§J(u;&,) mit u(t), &,(t) € (Clto, t1])™ allgemein berechnet. Im zweiten Schritt wird
diese Gateaux Ableitung in die Optimalitdtsbedingung geméfl Satz 4.1 eingesetzt.

Es sei x(t) die Losungstrajektorie von (4.90) fiir einen gegebenen Eingang u(t).
Die Gateaux Ableitung von x(t) beziiglich &, am Punkt u soll mit dx(u;&,)| € R™
bezeichnet werden. Wegen der Anfangsbedingung x(tg) = xo gilt

0x(u;€,)lt, =0 . (4.92a)

Die Gateaux Ableitung der Differenzialgleichung x = f(¢,x(t), u(t)) lautet

(s €)1 = (1 X(0), u(0)ox(s )]+

0

Rt x(1), u()E,(1) . (1.92b)
Um aus dem linearen (zeitvarianten) Anfangswertproblem (4.92) die Gateaux Ab-
leitung 0x(u; £U)|T zum Zeitpunkt 7 € [tg, t1] auszurechnen, betrachte man die zur
Dynamikmatrix a—f (t,x(t),u(t)) gehorige Transitionsmatrix

B(r,t) (4.93)

fiir das Zeitintervall [¢, 7]. Mit dieser Transitionsmatrix folgt die Losung von (4.92)
in der Form

Sx(ui €l = [ lr )11 x(0), u(1)€, (1) dr (1.99)

to
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Fir die gesuchte Gateaux Ableitung §.J(u;€,) an einem allgemeinen Punkt u €
(C[to,t1])™ in Richtung &, ergibt sich daher unter Verwendung der Kettenregel

6J(u;¢,,)
- digp(X(tl))éx(u;gu”tl
1 9 0
[ () )X £, + 5l x(r), u(r))E, (7) d
= L) :«wl, 1) L1, x(0), u()€, (1) dr
1 /9 0
+f (etrxo)utm) [ [ @ ()58 x(0), u()Eu0) dt
+l(rx(0), u(r)E, () ) dr (4.95)
_ ddl¢<x<t1>>¢><t1,t)aaum,x(t),u<t>>zu<t> dt

/ [ Sl () ) B ) 0, (), ()6, (1)
N ai« x(t), u(t)€, (1) dt

to

) tzl [ d(jq (1) B(01.6) -8 x(0), (1) + 1 x(0), (1)

+/t1 0 e, x(7), u(r) B(, t) dr if(t x(t), u(t)) [€,(t) dt

Aufgrund von Satz 4.1 muss am optimalen Punkt u* € (Cltg, t1])"" die Bedingung
dJ(u*;€,) = 0 fir alle zuldssigen Richtungen &, € (Clto, t1])"" erfiillt sein. Geméas
dem Fundamentallemma der Variationsrechnung Lemma 4.2 folgt daher aus (4.95)

0 * * 0 * *
a—uf(t,x (t),u*(t)) + %l(t,x (t),u*(t))

+/t1 O 1, (), W (7)) B (7, 1) draauf(t,x*(t),u*(t)) =0

iso(x*(tl))@ (1)
(4.96)

fir alle ¢ € [to, t1]. Die Transitionsmatrix (4.93) ist auch fir das lineare Anfangs-
wertproblem (4.91b) anwendbar. In diesem Fall lautet die zur Dynamikmatrix

T
- (%f) (t,x*(t),u*(t)) und zum Zeitintervall [r,¢] gehorige Transitionsmatrix
®*T(7,t). Damit ergibt sich die Lsung von (4.91b) in der Form

Vorlesung und Ubung Optimierung (WS 2023/2024)
© Steinbéck, Institut fiir Automatisierungs- und Regelungstechnik, TU Wien



4.2 Entwurf von Optimalsteuerungen Seite 151

N0 =200 (p) ) - [ @760 (2) e ar
_ <I)*T(t1,t)(dilgo)T(x*(t1)) + /ttl & (r, t)@(z)T(T, X*(7), u* () dr |
(4.97)

Einsetzen dieser Losung in (4.91c) zeigt die Aquivalenz zwischen den Bedingungen
(4.91c) und (4.96). O

Aus (4.91) folgt, dass sich die notwendigen Optimalitdtsbedingungen fiir das Optimal-
steuerungsproblem (4.89) und (4.90) aus 2n Differentialgleichungen in x* und A* und
m algebraischen Gleichungen zusammensetzen. Da fiir die Differentialgleichung von x*
der Wert zum Anfangszeitpunkt ¢ = ¢y und fiir die Differentialgleichung von A* der Wert
zum Endzeitpunkt ¢ = ¢; gegeben ist, handelt es sich um ein Zweipunktrandwertproblem.
Analog zum Lagrange-Multiplikator in Satz 3.9 ldsst sich der adjungierte Zustand X(t)
geméB (4.97) in der Form interpretieren, dass A(¢) (zu einem bestimmten Zeitpunkt t)
der Sensitivitit des Kostenfunktionals (4.89) beziiglich einer (sprungférmigen) Anderung
des Zustandes x(t) (zum selben Zeitpunkt ¢) entspricht.

Um die Gateaux Ableitung §.J(u;&,,) und die Optimalitdtsbedingungen von Satz 4.9
alternativ mit Hilfe eines Lagrangefunktionals zu formulieren, wird zunéchst in Erweiterung
zur Definition 4.1 der Begriff der partiellen Gateauxr Ableitung definiert.

Definition 4.3 (Partielle Gateaux Ableitung). Die partielle Gateauzr Ableitung des
Funktionals J(x1, ...,X,) am Punkt [x},...,x} T € V beziiglich x; mit i € {1,...,n}

in Richtung & mit dim(¢) = dim(x;) und [x7,...,xF +&%,...,x8T € V ist in der
Form

(5x<J(X1 Xn;g)tzlim J<X1"“7Xi+77£7“.’xn)_J(Xl’“"xn)
¢ ’ ’ n—0 n
d

= d—nJ(xl,...,xi—i—n{,...,xn)

(4.98)
n=0

definiert.

Wird nun fiir das Kostenfunktional (4.89) mit den Gleichungsbeschrénkungen (4.90)
das Lagrangefunktional

L(x,u,A) = J(u) + ! AT () (£(t,x(t), u(t)) — x()) dt
v (4.99)
= o(x(t))+ [ 1t x(@),ut)) + XT () (E(t,x(t),u(t)) —x(t)) dt

to

eingefiihrt (vgl. dazu die Lagrangefunktion (3.30) fiir ein statisches Optimierungsproblem
mit Gleichungsbeschrankungen), so ergibt sich die Gateaux Ableitung 6J(u;&,,) an einem
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allgemeinen Punkt u € (C[to,#1])" in Richtung &, (t) € (C[to,t1])™ in der Form

_ : [ail(t,x(t),u(t)) AT (0) (e x(0) u(t) |, (0)

(4.100a)

wobei die Bedingungen
0= 5XL(Xa u, )‘7 Ex)

_ G§1¢<x<t1>>sx<t1>

t1

) X000 + X O G X0 ~0) A (o

to

= [t = AT (1), 01) + AT (00 ()
+ /tt [;Xl(t, x(t), u(t)) + AT(t)a%f(t, x(t), u(t)) + XT(t)} &.(1) dt
0=hrLixu A€ = [ €O, u0) — x(0)] e (4.100c)

fiir alle zuldssigen Richtungen &, (t) € (C[to, t1])" mit &€, (to) = 0 zufolge der Anfangsbe-
dingung x(to) = xo und fiir alle zulissigen Richtungen &,(t) € (C[to,t1])" einzuhalten
sind. Geméaf Fundamentallemma der Variationsrechnung Lemma 4.2 folgt aus (4.100b)

A= —(iz)T@,x(w, u(t)) - ((fxf)Tu,x(t), u()A()

M) = () )

dX1

(4.101)

und aus (4.100¢) die Differenzialgleichung (4.90). Um zu sehen, dass (4.100) tatséachlich
genau die Gateaux Ableitung 0.J(u;&,,) geméB (4.95) liefert, kann die Losung A(t) von

T
(4.101) analog zu (4.97) mit Hilfe der zur Dynamikmatrix —(%f) (t,x(t),u(t)) und

zum Zeitintervall [7,¢] gehorigen Transitionsmatrix ®7(7,t) formuliert und in (4.100a)
eingesetzt werden. Ein Vergleich zwischen der hier beschriebenen Berechnung der Gateaux
Ableitung 6.J(u; €,,) anhand des Lagrangefunktionals L(x,u, A) mit der Berechnung des
reduzierten Gradienten mit Hilfe der Lagrangefunktion in der beschrinkten statischen
Optimierung gemiB Lemma 3.2 zeigt die strukturelle Ahnlichkeit dieser beiden Methoden.
Da am optimalen Punkt u* € (Clto, t1])™ gemafl Satz 4.1 die Bedingung 6.J(u*; €,,) = 0 fiir
alle zuléssigen Richtungen &, (t) € (C[to, t1])™ erfiillt sein muss, folgen aus (4.100a), (4.101)
und (4.90) unter Verwendung von Lemma 4.2 (Fundamentallemma der Variationsrechnung)
genau die Optimalitétsbedingungen (4.91) von Satz 4.9 (Euler-Lagrange Gleichungen).
Alternativ lassen sich diese mit Hilfe der Hamiltonfunktion

H(t,x,u,A) = I(t,x,u) + AT ()f(t,x, ) (4.102)
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auch in der Form

o T
o = ((9/\1{> (6 x (6w @A), x(t) = xo (4.103)

T T
x*:_@(H) (6, %7 (8), W (£), A*(8), A*(tﬂz(aaxl@) (x*(t1))  (4.103b)

T
0= (;;H) (, X" (8), u* (1), A* (1)) (4.103c)
fiir tg <t <t; anschreiben. Man beachte, dass sich die hier in der dynamischen Optimie-
rung verwendete Hamiltonfunktion H im Vorzeichen von jener der Variationsrechnung
(siehe (4.26)) unterscheidet. Die Bedingung (4.103c) zeigt, dass u* ein stationdrer Punkt
der Hamiltonfunktion H sein muss. Die Ableitung der Hamiltonfunktion entlang der
optimalen Losung (x*(t), u*(t), A*(¢)) nach der Zeit liefert

d B O Now (0 Now (O N
dtH(t,x,u,)\)—atH—l—<axH>x +(8uH)u +<8)\H>)\
— (4.104)
0 cx\ T \Ti* O
_EH—(A)er(x))\_aH.

Wenn daher weder f noch [ explizit von der Zeit ¢ abhingen, ist die Hamiltonfunktion H
eine Invariante des Zweipunktrandwertproblems (4.103).

Im Weiteren muss dhnlich zur Legendre Bedingung geméafl Satz 4.3 fiir ein Minimum
des Kostenfunktionals J(u) die notwendige Bedingung zweiter Ordnung

v 0%

d
ou?

(t,x*(t),u*(t),A"(t)d >0 VdeR™ teltt1] . (4.105)
erfiillt sein. Sie wird auch Legendre-Clebsch Bedingung genannt.

In Satz 4.9 wurde angenommen, dass die optimale Stellgrofie u* stetig ist, d.h.
u*(t) € (Clto,t1])™. Fir manche Beispiele findet man keine Losung der Euler-Lagrange
Gleichungen (4.91) in der Klasse der stetigen Stellgrofien. Aus diesem Grund sucht
man Extremale in der erweiterten Klasse der stiickweise stetigen Stellgroen (C|to, 1])™.
Wie bereits im Abschnitt 4.2.2 diskutiert, sind fiir stiickweise stetige Stellgrofen u(t)
die zugehorigen Zustandsgrofen x(t) von (4.90) stiickweise stetig differenzierbar, d. h.
x(t) € (C'to, t1])™, wobei die Eckpunkte mit den Unstetigkeitsstellen der StellgroBen
{ibereinstimmen. Bezeichnet man mit *(t) € (Clto, t1])™ die optimale StellgréBe und mit
%*(t) und X" (t) den zugehérigen Zustand und den adjungierten Zustand des Optimalsteue-

rungsproblems (4.89), (4.90), dann gelten fiir jeden Eckpunkt ¢ € (tg,t1) die Bedingungen

x*(c7) = % (ch) (4.106a)
N ) =X(ch) (4.106b)
H(e™, %" (), 0%(c7), A (0)) = H(e",x"(0), 07(c*), A (0)) (4.106¢)
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wobei die Argumente ¢~ bzw. ¢t jeweils den links- bzw. rechtsseitigen Grenzwert liefern
sollen. Man beachte, dass (4.106b) und (4.106¢) den Weierstrass-Erdmann Bedingungen
gemaf Satz 4.7 entsprechen.

Im Folgenden werden die notwendigen Bedingungen erster Ordnung fiir ein Optimal-
steuerungsproblem mit freier Endzeit und allgemeinen Endbeschrénkungen formuliert.

Satz 4.10 (Optimalsteuerungsproblem mit freier Endzeit und Endbeschrankungen).
Gesucht ist die Stellgrifie u € (Clto,t1])"™ so, dass das Kostenfunktional (Bolza-Form)

J(u, 1) = ok, x(t1)) + / Ut x(8), u(t)) dt (4.107)

to

unter den Gleichungsbeschrinkungen

x —f(t,x(t),u(t)) =0, x(to) =xp (4.108a)
Gk(u,tl) =¢k(t1,x(t1)) :()’ k= 1,...,p (4.108b)

mit fester Anfangszeit to und freier Endzeit t1 < T minimiert wird. Dabei wird
angenommen, dass | und f stetig in t, x und u und stetig differenzierbar beziiglich
x und u fir alle (t,x,u) € [tyg,T] x R" x R™ sind und die Funktionen p(t1,%x1) und
Yr(t1,x1), k= 1,...,p stetig und stetig differenzierbar beziiglich t1 und x; fir alle
(t1,x1) € [to, T] x R™ sind. Weiters sei (u*,t}) € (Clto,T])™ % [to,T) die optimale
Lésung des Optimierungsproblems und x* € (C! [tQ,T])n die zugehoérige Losung des
Anfangswertproblems (4.108a). Dartiber hinaus wird angenommen, dass fir p linear
unabhdngige zuldssige Richtungen (Eu,kaftl,k) € (Clto, T))™ % [to,T), k=1,...,p die
Regularitdtsbedingung

5G1 (u*vtTa Eu,11§t1,1> o 6G1 (U*atT;éu,pa‘Etl,p>
det : : £0 (4.109)

(5Gp<u*,tf;€u71,§tl,1> 5Gp(u>kvt>{;€u,pv£t1,l’>

gilt. Dann ezistieren ein X* € (CL[to,t7])" und ein p* € RP so, dass die Beziehungen

8 T
= (Zn) exowox0),  Cw=x @1
T

A= —<8‘1H) (t,x*(t), u*(t), N*(t))

o (4.110b)
X#) = (5o ®) (@) w0

T
0= (iH) (£, x*(2), u* (1), A*(£)) (4.110¢)
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fiir to <t <t mit den Transversalitatsbedingungen

P(t1,x*(t1)) =0 (4.111a)
a * * * * * * * * * * *
(51®) 6 x @) 0 + B @0 @)X E) =0, (4111b)
T
und der Hamiltonfunktion H = I+Af sowie ® = o+ puT1p mit1p = [wl vy ... sz}

erfillt sind.

Beweisskizze: Fiir das Kostenfunktional (4.107) mit den Gleichungsbeschrankungen
(4.108) wird das Lagrangefunktional

L(X7 u, tl) Au y‘)

= J(u,t1) + pt et x(t)) + ' AT () (E(t,x(t), u(t)) — %(t)) dt
to
- (4.112)
— gl x(t)) + 1Tt x(h))
t1
+ ) 1(t,x(t),u(t)) + AT () (£(t,x(t),u(t)) — x(t))dt

formuliert. Die Gateaux Ableitung 0.J(u,t1;&,,&;) an einem allgemeinen Punkt
(u,tl) € (C[to,T])m X [to,T) in Richtung (Eu(t),ﬁtl) S (C[to,T])m X [to,T) lautet

0J(u,t1;€,, &) = oul(x,u,t1, A, w3 €,) + 0y, L(x,u, b1, A, 3 &) (4.113a)

mit
SuL(x,u,t1, A, p;€,)
= [ [mitx000) 43 0 s x0T
5t1L(Xa u, i1, A, p; §t1)
= [ el x(t) + g, x(t)%(0)
ot ’ 0x1 ’
(4.113¢)

+ut (;th,z;(m, x(t1)) + (fmlb(tuX(fl))X(tl))

Ut x(t), u(ty) + X () (£t x(t), u(th)) — X(tl))}én :
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wobei die Bedingungen
0= 5XL(X7 u, t1, )‘7 H; 5:)3)

= ol ()&, (1) + BT (0 x(0)E(1)
X1 X1

t1

4 [ L x (0. u(0)€, () + X0 (5L (0. u(0), ()~ £,00)) dr

to

= |:88X1§0(t1; x(t1)) + uTaaxld)(th x(t1)) = AT (t1) | €x(t1) + AT (t0)€,(to)

e [%, (1), (1)) + AT (1) St (1), u(e) + f(t)} €, (t) dt

to ox
(4.113d)
0= oL\ i) = [ €ROIRCx(0), () — (0] (41130)
o \*t 0
0= (auL> (5,0, 1, A, 1) = b(t1, x(11) (4.1131)

fiir alle zuldssigen Richtungen &, (t) € (C'[to, T])" mit &,(to) = O zufolge der An-
fangsbedingung x(tg) = x¢ und fiir alle zuldissigen Richtungen &,(t) € (Ct[to, T])"
einzuhalten sind. Es ist an dieser Stelle zu beachten, dass €, (¢1) grundsétzlich beliebi-
ge Werte annehmen kann. Dies gilt auch, wenn Endbedingungen fiir x(¢;) einzuhalten
sind, da diese durch entsprechende Gleichungsbeschrankungen y(t1,x(¢1)) = 0 und
zugehorige Lagrange-Multiplikatoren puy berticksichtigt werden. Gemafl Fundamental-
lemma der Variationsrechnung Lemma 4.2 folgt aus (4.113d)

T T
Xz—(aaxl) (t,x(t), u(t)) - (;{t‘) (. x(t), u(t)A(E) (4.114a)
o \T r 0
A(t1) = <ax190> (t1,x(t1)) + p 8—X11/:(t1,x(t1)) (4.114b)

und aus (4.113e) die Differenzialgleichung (4.108a). Wegen (4.114b) vereinfacht sich
(4.113¢) zu

5t1L(X7 u7t17A7u;£t1)
= | —p(t1,x(t1)) + p~ =—(t1,x(t
{9751 ( 1 ( 1)) ot ( 1 ( 1)) (4‘115)

+1(t1,x(t1),u(t1)) + AT (@) (tr, x(t1),u(t1)) | &, -

Da am optimalen Punkt (u*,t7) € (C[to, T])™ X [to,T) gemaf Satz 4.1 die Bedingung
8J(u,t1;€,,&,) = 0 fir alle zuldssigen Richtungen (€,,&,) € (Clto, T])™ x [to,T)
erfiillt sein muss, folgen aus (4.113a), (4.113b), (4.113f), (4.114), (4.115) und (4.108a)
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unter Verwendung von Lemma 4.2 genau die Optimalitdtsbedingungen (4.110) und
(4.111) von Satz 4.10.

Fiir den Beweis der Notwendigkeit der Regularitatsbedingung (4.109) wird auf [4.1]
verwiesen. Diese Regularitdtsbedingung sichert die Existenz einer Losung u(t), so
dass der zugehorige Endzustand x(¢1) die Gleichungsbeschrankung (4.108b) erfiillt.

O

Aufgabe 4.4. Beweisen Sie Satz 4.10 ohne Verwendung des Lagrangefunktionals (4.112).
Hinweis: Orientieren Sie sich dabei am Beweis von Satz 4.9.

Zur Berechnung der m + 2n + p + 1 unbekannten Gréfien (u*(t),x*(t), X*(¢), pu*,t7)
stehen mit Satz 4.10 m + 2n + p 4+ 1 Bedingungen zur Verfiigung. Das sind m algebraische
Gleichungen (4.110c¢), p 4+ 1 algebraische Gleichungen in Form der Transversalitdtsbe-
dingungen (4.111) und 2n Differentialgleichungen (4.110a) und (4.110b) fiir x* und A*.
Zu diesen Differentialgleichungen gehéren die in (4.110a) und (4.110b) angegebenen 2n
Randbedingungen. Aus den genannten Gleichungen lassen sich eindeutig die unbekannten
GroBen (u*(t),x*(t), A*(t), p*, t7) bestimmen.

Fiir die folgende kurze Diskussion des Satzes 4.10 werden nur sogenannte partielle
Endbedingungen der Form

mit Ty, = konst. als fixem Endwert der Komponente z(t) von x(t) betrachtet. In diesem
Spezialfall vereinfacht sich die Endbedingung fir A*(¢7) in (4.110b) unter Berticksichtigung
von (4.114b) und (4.115) wie folgt:

(a) Wenn die Endzeit t; fest ist und damit &, = 0 gilt, wird (4.115) automatisch erfiillt.
Es liegt somit keine Transversalitatsbedingung geméfl (4.111b) vor.

(i) Wenn fiir eine Komponente z(t) von x(t) gilt, dass deren Endwert fest ist,
so wird dies iiber eine Gleichungsbedingung v; = x,(t1) — T, = 0 beriick-
sichtigt und es sollte 0p/0x1 1, = 0 gelten. Daraus folgt gemaf (4.114b) die

Endbedingung

Xplt) = g (4.117)
fiir den zugehoérigen adjungierten Zustand A} (t1). Der Wert p; ist zunéchst
unbekannt.

(ii) Wenn fir eine Komponente xy(t) von x(t) gilt, dass deren Endwert frei ist, so
existiert fiir diesen Endwert keine Gleichungsbedingung und es folgt gemaf
(4.114b) die Endbedingung

Ap(th) = 8flkcp(h,X*(ltl)) (4.118)

)

fir den zugehorigen adjungierten Zustand Aj(t1).

(b) Wenn die Endzeit frei ist und &, somit beliebige Werte annehmen kann, muss die
Transversalitdatsbedingung

0
E(I)(tik?X*(tT)’ M*) + H(tiX*(tT)a u*(ti)a )‘*(tik)) =0, H=1+ )‘Tf (4119)
1
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gelten. In Abhéngigkeit davon, ob der Endwert einer Komponente z(¢) von x(t)
fest oder frei ist, konnen die Unterpunkte (i) und (ii) vom Fall (a) auch direkt hier

angewendet werden.

Wenn in Satz 4.10 die Gleichungsbeschréankungen (4.108b) durch Ungleichungsbeschrin-

kungen der Form

wk(tla}((tl)) Soa k:177p

ersetzt werden, so andert sich lediglich (4.111a) zu

Vit x7(t1)) < 0
p >0
(1) " (11, x(87)) = 0,

wobei (4.121¢) auch als complementary slackness condition bezeichnet wird.

Aufgabe 4.5. Gesucht ist eine Losung des Optimierungsproblems

11
min /7u2—|—7m dt, a>0
u(-) 0 2 2

uBv. z=u, z(0)=1, z(1)=0.
Zeigen Sie, dass die Losung durch

1 7 Va
K\ vat _ _\Ja(2—t) * eVat | oVa(2—t)
a:(t)—il_e%/a(e e ), u(t) = 1—e2\f( +e )

(4.120)

(4.121a)
(4.121b)

(4.121c¢)

(4.122a)

(4.122D)

(4.123)

gegeben ist und interpretieren Sie die Ergebnisse, die in Abbildung 4.4 fiir verschiedene

Parameterwerte a dargestellt sind.

0_..4.“.‘4)4_,;:._4::____ 00— EEEESREEEE
—-—-—f/" . .
N _2 T SRR e . 9:< 8 o
S 7 '/ = \I
Cg —4 A 1 % 6 F e
:8 ] '§ '
20 —6 ! o= S ARV
2 | .~ N ‘\
0 —8 5 —— a=10 ook L]
—_— .
~10 | "~ =100 ol st ==
1.0 0 0.5 1.0 0 0.5 1.0
Zeit t Zeit t
Abbildung 4.4: Optimale Trajektorien in Aufgabe 4.5.
Aufgabe 4.6. Gesucht ist eine Losung des Optimierungsproblems
. a o 11
min ~ —z3(1)+ [ Zu?dt, a>0 (4.124a)
u(-) 2 0 2
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uwBv. &1 =z, x1(0)=1, z1(1)=0 (4.124b)
T2 =u, x2(0)=0. (4.124c¢)
Zeigen Sie, dass sich fiir den (freien) Endzustand x3(1) = —6/(4 + a) in Abhéngigkeit
des Parameters a > 0 ergibt und dass die optimale Losung durch
2(14a) 5 3(2+a) 4 12(1+a) 6(2+ a)

*(t) = t° — t 1 *(t) = t— 4.12
(1) 44a a+4 +1o () 4+a a+4 ( 5)

gegeben ist. Interpretieren Sie die Ergebnisse in Abbildung 4.5.

6
1.0 1
0.8 4 —— 4=10
*o o -=- a=100
< 0.6
e}
s
2 0.4
N
0.2
0.0

Abbildung 4.5: Optimale Trajektorien in Aufgabe 4.6.

Beispiel 4.10. Betrachtet wird eine Punktmasse mit der Masse m in der (z,y)-Ebene,
auf die eine konstante Schubkraft F' = ma wirkt. Die Stellgrofie u des Problems ist der
Winkel zwischen der Kraftrichtung (Schubrichtung) und der z-Achse, siche Abbildung
4.6. Ziel ist es, die Punktmasse im Zeitraum [to = 0, ¢]] mit minimaler Endzeit t}
zu einem fest vorgegebenen Zielpunkt (Z1,y1) zu steuern. Unter der Annahme, dass
aufler F' keine weiteren Kréifte auftreten, kann das Optimalsteuerungsproblem wie
folgt formuliert werden

m(igl t1 (4.126a)
uBwv. T=w, z(0) =m0, =z(t1) =11 (4.126Db)
v =acos(u), v(0)=mwp (4.126¢)
w = asin(u), w(0)=uwy. (4.126¢)

Man beachte, dass der Endzustand nur fir die Position (z,y) aber nicht fir die
Geschwindigkeiten (v, w) vorgegeben ist.
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Trajektorie

s

Abbildung 4.6: Bewegung einer Punktmasse der Masse m in der (z,y)-Ebene.

Die beiden fest vorgegebenen Endwerte fiir  und y kénnen als Gleichungsbeschrin-
kungen geméaf (4.108b) in der Form

Yi(t,x(t)) = 2(t) — 21, Pa(t,x(t)) = y(t) — (4.127)

formuliert werden. Die Hamiltonfunktion H und die Funktion & gemif Satz 4.10
lauten dann fiir das vorliegende Optimierungsproblem

H(x,u,A) = A0 + Ayacos(u) + Ayw + Ayasin(u) (4.128a)
D(t1,x(t1), u) = @ + pathr + pytb2 = t1 + pa(x(t1) — T1) + py (y(t1) — 41) (4.128b)

mit x=[z v y w]', dem adjungierten Zustand A = [\, A, A, A,]' und dem

konstanten Lagrange-Multiplikator p = [u, My]T. Die Randbedingungen fiir den
adjungierten Zustand errechnen sich geméaf (4.110b) zu

A1) = (o) (.56 0) = (4.1202)
20 = (@) (hx(),7) =0 (4.120b)
Nt = (5, ) (o ()a%) = i (4.1290)
NE(ED) = ((9‘;@) (1, x"(E), 17) = 0 | (4.129d)

Damit lautet das adjungierte System

: H

5 =—(gx)<x*,uw> =0, A() = (4.130)

A =(%H)<x*,u*,x*> =ML AN =0 (4.130b)
v

i :_(ay)(x WEN) =0, N = (4.130c)
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)\w:(aw)(x AT = XD AL(E) =0, (4.130d)
woraus direkt
Nomph, No= gLt A=, o=t (4131)

folgt. Des Weiteren muss die Hamiltonfunktion H geméafl (4.110) extremal sein,
weshalb die Bedingung

H
<(?9u> (x*,u*, A*) = =Njasin(u*) + A\ jacos(u*) =0, (4.132)

erfiillt sein muss. Unter Verwendung von (4.131) ergibt sich also

sin(u’) _ Ny _ =) oy (4.133)
cos(u®)  AS pp(ti =1 pd ' ‘

Daraus kann u* noch nicht eindeutig berechnet werden. Aus der Legendre-Clebsch
Bedingung (4.105) folgt

82H * * k % * k : *
) (x*,u*, A*) = =Ajacos(u”) — A asin(u*) > 0 (4.134)

und damit unter Verwendung von (4.131)
oy cos(u”) + puy sin(u®) <0 . (4.135)

Wegen (4.133) und (4.135) miissen die Vektoren [cos(u*),sin(u*)]T und [pg, py]T
parallel und in entgegengesetzte Richtung orientiert sein. Dies fithrt unter Einhaltung
der Bedingung cos?(u*) + sin?(u*) = 1 auf die Losungen
* *
cos(u*) = — Ha ., sin(u*) = — My . (4.136)
(13)? + (1y)? (13)? + (1y)?

Die optimale Steuerung u* ist also auf dem gesamten Zeitintervall [to, t}] konstant
und die zugehorigen optimalen Zustandstrajektorien x*(¢) konnen durch Losen der
Differentialgleichungen (4.126) und Einsetzen der Anfangsbedingungen in der Form

T (t) = gu iy, piys 1) = 0 + vot + ;acos(u )t2 (4.137a)
v (t) = go(ty, iy, t) = vo + acos(u®)t (4.137b)
Y (t) = gy(uz, s t) = Yo + wot + ;asm(u )12 (4.137¢)
w*(t) = guw (g, ty), t) = wo + asin(u”)t (4.137d)
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bestimmt werden. Da die Endzeit ¢ frei ist, muss zuséitzlich die Transversalitéts-
bedingung (4.111b) gelten, wobei sich die Hamiltonfunktion (4.128a) aufgrund der
Endbedingungen A} (¢7) = A% (¢]) = 0 entsprechend vereinfacht

0= (@ ) (k" (1), 7)o+ HO (1), (1), X" (1)

=1+ iy Go(Has Hoyy 1) + oy G (ps pyy, 17) -

(4.138)

Mit Hilfe der zwei Gleichungsbeschrédnkungen (4.127) und der Transversalitdtsbedin-
gung (4.138) ldsst sich ein Gleichungssystem fiir die verbleibenden drei Unbekannten
Mz tyy und ¢7 in der Form

g:v(#;’%atﬁ 1
Gy, 15 17) — || =0 (4.139)
Wy Go (ks oy 1) + 1y G (K iy, E7) -1

formulieren, welches auf numerischem Wege gelost werden kann, z. B. mit der MAT-
LAB-Funktion fsolve. Diese Méglichkeit ist in der Code-Auflistung 4.1 gezeigt. Der
gewiinschte Endpunkt (z1,71) wird beim Aufruf der Funktion punktmasse(x1,yl)
iibergeben, wobei angenommen wird, dass die Punktmasse am Punkt (xg,yo) = (0, 0)
mit der Geschwindigkeit (vo,wp) = (0,1) startet. Abbildung 4.7 stellt die optimalen
Bahnen z*(t), y*(t) der Punktmasse in der (z,y)-Ebene fir verschiedene Endpunkte
(Z1,y1) dar. Die Pfeile reprédsentieren die (jeweils konstante) optimale Richtung der
angreifenden Kraft ma definiert durch cos(u*) und sin(u*) geméaf (4.136).

Code-Auflistung 4.1: MATLAB-Code fiir das Punktmasse-Problem.

function [t,x,y,p] = punktmasse(x1l,yl)
%
% (x1,y1): gewiinschter Endpunkt

% (t,x,y): Trajektorien der Punktmasse

% p: Parameterstruktur

p.-a =1; % Parameter

p.x0=0; p.v0=0; p.y0=0; p.wO=1; % Anfangsbedingungen

p.x1=x1; p.yl=yi; % Endbedingungen (Ubergabe aus Funktionsaufruf)
opt = optimoptions('fsolve', 'Display','iter'); % Optionen

X0 = [-1,0,1]; % Startwert

Xopt = fsolve(@eqns,X0,opt,p); % Numerische Lésung mit fsolve

p.mux=Xopt (1) ; p.muy=Xopt(2); p.t1=Xopt(3); % Losung

t
X

linspace(0,p.t1,100); % Trajektorien
xfct(p.mux,p.muy,t,p);

y = yfct(p.mux,p.muy,t,p);
%
function res = eqns(X,p) % Gleichungen in Residuenform

mux=X(1); muy=X(2); t1=X(3);
res = [ xfct(mux,muy,tl,p) - p.xl;
yfct (mux,muy,tl,p) - p.yl;
mux*vfct (mux,muy,tl,p) + muy*wfct(mux,muy,tl,p) + 1 1;
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function x = xfct(mux,muy,t,p) % Funktionen fiir x und v
cosu = -mux/sqrt(mux”2+muy~2) ;

x = p.x0 + p.vO*t + p.a/2%cosu*t.”2;

function v = vfct(mux,muy,t,p)

cosu = -mux/sqrt(mux”2+muy~2) ;

v = p.v0 + p.a*cosuxt;

%
function y = yfct(mux,muy,t,p) % Funktionen fir y und w
sinu = -muy/sqrt (mux”2+muy~2) ;

y = p.y0 + p.wO*t + p.a/2*sinu*t.”2;

function w = wfct(mux,muy,t,p)

sinu = -muy/sqrt (mux”2+muy~2) ;

w = p.wO + p.aksinuxt;

0.6 [

0.4

0.2

(z0,0)

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

xT

Abbildung 4.7: Zeitoptimale Bewegung einer Punktmasse.

Aufgabe 4.7. Gegeben ist ein lineares zeitvariantes Mehrgrofiensystem der Form
x=A)x+B(t)u, x(ty) =x0 (4.140)

mit dem Zustand x € R™ und dem Stelleingang u € R™. Zeigen Sie, dass das
zettvariante Zustandsregelgesetz

u*(t) = —R-1 ()BT (1)S(t)x*(t) (4.141)

mit S(t) als Losung der Matriz-Riccati-Differentialgleichung

S=-SA-ATS+SBR!BTS-Q, S(t1)=S1, tr<t<t (4.142)
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das Kostenfunktional

1t

J(u) = 3 .

1
xT (£)Q(t)x(t) + u' (H)R(t)u(t) dt + ixT(tl)Slx(tl) (4.143)
mit der fiir alle Zeiten to < t < ¢; positiv definiten Matrix R(t), der fir alle Zeiten
to <t <ty positiv semi-definiten Matrix Q(¢) und der positiv semi-definiten Matrix
S1 minimiert. Dieses Problem ist auch unter dem Namen LQR (Linear Quadratic
Regulator) Problem bekannt.

4.2.4 Minimumsprinzip von Pontryagin

Fiir das Weitere betrachte man im ersten Schritt die Minimierung des Kostenfunktionals

t1
J(u) = l(x(t),u(t))dt (4.144)
to
mit der freien Endzeit ¢; und einem festen Endzustand x(¢1) = x; unter der Gleichungs-
beschriankung des dynamischen Systems

x =f(x(t),u(t)), x(to) =x0 (4.145)
fiir die zuléssigen Stellgrofen
ue (C’U[tO,T]>m ={ue (é[to,T])m ‘ u(t) €U, Vo <t < T} (4.146)

mit einer hinreichend grofien Zeit T > ¢; und der nichtleeren Menge der Stellgréf8enbe-
schrankungen U.

Die Lagrangesche Dichte [ in (4.144) und die rechte Seite f in (4.145) héngen nicht
explizit von der Zeit ¢ ab, d. h. es handelt sich um eine zeitinvariante Problemformulierung.
Der Abschnitt 4.2.5 wird zeigen, wie zeitvariante Problemformulierungen behandelt werden
konnen.

Das Optimierungsproblem bestehend aus (4.144) und (4.145) kann durch Erweiterung
]T

des Zustandsvektors auf die Form x = [xT  x,,,1]" mit

t
Tpt1(t) == | U(x(7),u(r))dr (4.147)
to
wie folgt umformuliert werden: Gesucht werden eine zulissige StellgroBe u(t) € (Cy [to, T])™
und eine Endzeit t; so, dass die Losung des erweiterten Systems

[SL’Z}—I] N E((z Z))] (b)) = [};0] (4.148)

———

f(x,u)

x{

beim Punkt X(t;) = [x] 2,.1(t1)]" terminiert und dabei x,,41(t1) moglichst klein ist.
D.h. das neue Kostenfunktional lautet J(u) = x,41(t1) (Mayer-Form). Abbildung 4.8
veranschaulicht diesen Sachverhalt fiir n = 2.
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Realisierbare Trajektorie

T+l Optimale Trajektorie

(X07 0)

x1

Abbildung 4.8: Zum Minimumsprinzip von Pontryagin.

Die Linie durch den Punkt (x;,0) parallel zur z,41-Achse beschreibt alle Punkte einer
Familie von Trajektorien x(¢) des erweiterten Systems (4.148), die die Bedingung x(¢1) = x3
erfiillen (realisierbare Losungen) und unterschiedliche Werte des Kostenfunktionals 41 (¢1)
ergeben. Keine andere Trajektorie kann diese vertikale Linie an einem kleineren Wert
fur @,41(t1) schneiden als x},  ;(t]), der mit der optimalen StellgroBe u*(¢) erreicht wird.
Diese geometrischen Uberlegungen werden auch in der Herleitung des Minimumsprinzips
von Pontryagin verwendet. Auf diese Herleitung wird hier verzichtet; sie wird z. B. in [4.13,
4.17] gezeigt.

Satz 4.11 (Minimumsprinzip von Pontryagin, vorgeschriebener Endzustand). Gesucht
ist die Stellgrofie u € (Cylto, t1])™ so, dass das Kostenfunktional (Lagrange-Form)
t1

J) = [ i(x(t),ut))dt (4.149)

to

unter den Gleichungsbeschrankungen (dynamisches System)
x —f(x(t),u(t)) =0, x(to) =x0, x(t1)=x1 (4.150)

mit fester Anfangszeit to und freier Endzeit t1 < T minimiert wird. Dabei wird
angenommen, dass | und f stetig in x und u und stetig differenzierbar beziiglich x fiir
alle (x,u) € R® x R™ sind. Weiters sei (u*,t5) € (Cylto, T])™ x [to, T) die optimale
Losung des Optimierungsproblems und x* die zugehorige Losung von (4.150). Dann
existiert ein X" = [\t ... T € (Cto, 5])™t! so, dass die Beziehung

A= —(;{H)T(x*(t),u*(t),}\*(t)> (4.151)
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fiir to < t < t; mit H (x*(t),u*(t),i*(t)> = NTE(x*(t), ut (b)) erfillt ist, wobei £
gemaf (4.148) definiert ist, und folgende Figenschaften gelten:

(a) Die optimale Losung u*(t) minimiert die Funktion H(x* (t),u(t), X*(t)) fiir alle
Zeiten to < t < t7 in der Menge der Stellgrofienbeschrinkungen U, d. h.

H(x* (), v, A" (1)) > H(x*(t), 0 (£),\"(t)), WveU. (4.152)

(b) Es gilt fir alle Zeiten to <t <t}

X(t)#£0 (4.153a)
Ai41(t) = konst. > 0 (4.153Db)
H(x* (t),u*(t), A" t)) = konst. (4.153c)

(¢) Es gilt die folgende Transversalitdtsbedingung (fir t1 frei)

H (x*(£1), w'(#]), X" (1)) = 0 . (4.154)

Zur Berechnung der m + 2n + 3 unbekannten Gréfen (u*(t),x*(t), X"(t),t}) stehen
m + 2n + 3 Bedingungen zur Verfiigung. Das sind m algebraische Bedingungen aus der
Forderung, dass geméaf (4.152) die Hamiltonfunktion H zu jedem Zeitpunkt to <t <t}
am Punkt u*(¢) in der Menge U ein Minimum aufweisen muss, eine algebraische Gleichung
in Form der Transversalitatsbedingung (4.154) und 2n + 2 Differentialgleichungen fiir
den erweiterten Zustand x* gemifl (4.148) und den erweiterten adjungierten Zustand
A" gemiB (4.151). Zu diesen Differentialgleichungen gehéren n + 1 Anfangsbedingungen
x*(to) = [x§ 0]T, n Endbedingungen x*(#;) = x; sowie die Bedingung A}, (#;) > 0.
Daraus kénnen jedoch die unbekannten Grofien (u*(t), x*(t), X" (), £) noch nicht eindeutig
bestimmt werden. Um dies zu sehen, werden die Zeilen 1 bis n und die Zeile n + 1 von
(4.151) getrennt voneinander angeschrieben.

T T
A= —(i{f) (5 (£), u* (£)) A (£) — <aaxl> (O O () (4.155)

N =0 (4.155b)

Fiir A\* existieren keine Randbedingungen und fiir \¥ 11 nur die Endbedingung
N1 () >0 (4.156)
Ist A*(¢) eine Losungstrajektorie von (4.155) und (4.156), so gilt mit jeder beliebigen

Konstante ¢ > 0, dass auch ¢A*(t) diese Gleichungen erfiillt. Dabei sind X*(¢) und u*(¢)
unveréndert, da in (4.152)

arg min A= arg min A'F (4.157)
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gilt. Folglich ist die optimale Losung geméf Satz 4.11 nur bis auf einen multiplikativen
Faktor bei A\* definiert. Es sind nun drei Fille von extremalen Loésungen zu unterscheiden
[4.18-4.20]:

(i) Ein Losung (u*(t),x*(t),t]) wird als normal bezeichnet, wenn sie erlaubt die Bedin-

gungen von Satz 4.11 mit A}, ; > 0 zu erfiillen. In diesem Fall kann aufgrund des
uneindeutigen multiplikativen Faktors bei X", ohne Beschriankung der Allgemeinheit,
der (praktisch etablierte) Wert A5, ; = 1 verwendet werden. Diese Wahl liefert genau
jene Hamiltonfunktion die auch schon in Abschnitt 4.2.3 verwendet wurde, siehe
(4.102).

(ii) Ein Losung (u*(t),x*(t),t7) wird als abnormal bezeichnet, wenn sie erlaubt die
Bedingungen von Satz 4.11 mit A%, = 0 zu erfiillen. In diesem Fall héingen also
die Hamiltonfunktion H und folglich auch die Minimierungsbedingung (4.152) nicht
von der Lagrangeschen Dichte [ ab.

(iii) Ein Losung (u*(t),x*(t),t]) wird als strikt abnormal bezeichnet, wenn sie zur
Erfiillung der Bedingungen von Satz 4.11 Ay ,; = 0 erfordert.

Es konnen Losungen (u*(t),x*(t), t}) existieren, die sowohl normal als auch abnormal sind.
Losungen die nur dem Fall (i) geniigen werden dennoch einfach als normal bezeichnet. In
Beispiel 4.13 wird sich zeigen, dass, trotz ihrer Bezeichnung und ihrer bemerkenswerten
Unabhéngigkeit von der Lagrangeschen Dichte [, abnormale und strikt abnormale Losungen
tatséchlich auch praktisch vorkommen kénnen. Abgesehen von Beispiel 4.13 werden jedoch
in dieser Vorlesung nur normale Losungen behandelt.

Die notwendige Bedingung (4.152), also dass die Hamiltonfunktion H(x, u, A) beziiglich
u minimal ist, entspricht im Falle von nicht aktiven Beschrankungen der Stellgréfie u
den notwendigen Bedingungen erster und zweiter Ordnung (4.103¢) und (4.105) aus der
Variationsrechnung, d.h.

((;TJH) (x*, 1%, A) = 0 (4.158a)
T 62 * * * m *
d"( 5 H ) (¢ u A)d 20 VA e R™, ¢ € [to, 1] (4.158b)

Trotz dieser Analogie ist das Minimumsprinzip von Pontryagin nach Satz 4.11 allgemeiner
als die Ergebnisse der Variationsrechnung, da die Bedingung %H = 0 im Allgemeinen
nicht mehr giiltig ist, wenn das Minimum von H am Rand der Menge U der Stellgréfien-
beschréankungen liegt. Im Weiteren fordert man beim Minimumsprinzip von Pontryagin
lediglich die Stetigkeit von [ und f beziiglich u, wohingegen bei der Herleitung der Euler-
Lagrange Gleichungen die stetige Differenzierbarkeit beziiglich u gefordert wurde, siehe
Satz 4.9.

Beispiel 4.11. Gesucht ist das Minimum des Kostenfunktionals

T(u) = = /0 () dt (4.159)
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fiir das dynamische System
t=—-x4+u, z(0)=1 =z(1)=0 (4.160)

unter Berticksichtigung der Stellgroffenbeschrankung —0.6 < u(t) < 0 fiir alle
0 <t < 1. Die Hamiltonfunktion H von Satz 4.11 fiir dieses Beispiel lautet

1
H(z,u,A) = M\ (—z 4 u) + Ag§u2 (4.161)

und die adjungierten Zustéinde X erfiillen gemafl (4.151) und (4.153b) die Gleichungen

d N * 0 x ok yF\ Y%
T = —(axH) (2%, A7) = X1 (4.162a)
d-
—A=0. 4.162b
=% (1162b)
Daraus folgt die Losung
Ni(t) = Cre! und  N(t) = Cy (4.163)

mit geeigneten Konstanten C; und Cs > 0.
Zunéchst wird Co = 0 angenommen (Priifung ob abnormaler Fall vorliegt). Die
optimale Losung u* folgt aus der Minimierungsbedingung (4.152)

3 ¥ 3 ¥

H(z*(t),v, X (t)) > H(x*(t),u*(t), A (t)) Vv e [-06,0],te[0,1] (4.164)

in der Form

0 fir A} <0
u(t) = WS (4.165)
0.6 fir A;>0.

Da \j(t) gemiB (4.163) im Zeitraum [0, 1] keinen Nulldurchgang besitzt, ist die opti-
male Stellgrofie konstant mit dem Wert u* = 0 oder u* = —0.6. Aus einer einfachen
Rechnung folgt, dass keiner dieser beiden Losungskandidaten das Zweipunktrand-
wertproblem (4.160) 16st (keine realisierbare Losung). Folglich kann kein abnormaler
Fall vorliegen und es wird im Weiteren Co = 1 verwendet (normaler Fall). Die
Minimierungsbedingung (4.152) liefert nun unter Beriicksichtigung von

(;H> (z*,u", A7) = X} + Nju* = A] + o (4.166)
u

und der Stellgrofienbeschriankung u(t) € [—0.6, 0] die optimale Stellgroie

0 fiir A\f <0
u(t) =< —\f=—-Cret  fir 0<A <06 (4.167)
—0.6 fiir A} > 0.6 .
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Hieraus folgt, dass C; > 0 gelten muss, denn fiir C; < 0 ist A} < 0 und damit
u*(t) = 0 fiir 0 < t < 1, woraus aber wegen z*(1) = e~ # 0 keine realisierbare
Losung resultiert. Mit C} > 0 bzw. A} > 0 muss deshalb die optimale StellgroBe u*(t)
zwischen —Cje! und —0.6 umschalten. Da A} (t) = Cje! streng monoton steigend in ¢
ist, setzt man eine stiickweise stetige Steuerung

—Cet falls t *
W (1) = { Cie! fallst € [0, ¢*] (4.168)

—0.6 fallst € (¢*, 1]

mit einem Umschaltzeitpunkt ¢ = ¢* (Eckpunkt fir 2*) an. Fiir das Zeitintervall
[0, ¢*] errechnet sich die Losung von

21y (t) = —2(y(t) +u*(t), 2(;y(0) =1 (4.169)

zu

1 1
z(py(t) = _iclet + et<201 + 1) (4.170)
und fiir das Zeitintervall [¢*, 1] folgt aus
By (t) = —aly(t) +u'(t), 2(y(1) =0 (4.171)

die Losung zu
2loy(t) = 0.6(e! " — 1) . (4.172)

Nach (4.153¢) muss die Hamiltonfunktion H(z*(t), u*(t), A" (t)) im gesamten Zeitin-
tervall konstant sein. Daraus folgt

3 ) (—afyy () + () + 5 () =

B 1 (4.173a)
X{(Tg)(—x&)(ﬁ) + u*(72)> + i(u*(Tg))2 V7 €0,c"], = € (¢, 1]
und nach Einsetzen
—C (1 + ;C’l> = —(0.6e + %0.62 : (4.173b)

Hieraus ergeben sich die zwei moglichen Losungen C7; = 0.436 und C7 2 = 0.826.
Der Zeitpunkt der Umschaltung ¢t = ¢* folgt aus der Stetigkeitsbedingung der Zu-
standsgrofie

2y (") = 2y (") (4.174)

zu ¢i = 0.32 fiir C11 und ¢f = —0.32 fiir C; 2. Die fiir das betrachtete Zeitintervall
0 <t <1 relevante Losung lautet daher Cy = C 1 = 0.436.

Im néchsten Schritt wird gezeigt, wie sich das Minimumsprinzip von Pontryagin nach
Satz 4.11 &dndert, wenn die Endbedingung x(¢;) = x; durch eine Endbeschrinkung der
Form x(t1) € X} mit einer glatten Mannigfaltigkeit X (siche auch Abschnitt 3.1.2.1) der
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Dimension n — p ersetzt wird. Diese (n — p)-dimensionale Mannigfaltigkeit wird durch p
Gleichungen der Form
Yp(x) =0, k=1,...,p (4.175)

beschrieben. D.h. es gilt X} = {x € R"|¢r(x) =0, k =1,...,p}. Der Tangentialraum
T« X1 an der Stelle x = x ist dann in der Form

Tody = {d‘ @(m(m)d S0 k=1,... ,p} (4.176)

definiert (siehe auch Abschnitt 3.1.2.1).

Satz 4.12 (Minimumsprinzip von Pontryagin, beschrankter Endzustand). Gesucht
ist die Stellgrifie u € (Cylto,t1])™ so, dass das Kostenfunktional (Lagrange-Form)

J) = [ 1(x(t), u(t)) dt (4.177)

to

unter den Gleichungsbeschrankungen (dynamisches System)
x —f(x(t),u(t)) =0, x(to) =x0, x(t1)€ X; (4.178)

mit fester Anfangszeit to, freier Endzeit t1 < T und der glatten (n — p)-dimensionalen
Manmnigfaltigkeit X1 minimiert wird. Dabei wird angenommen, dass | und f stetig in x
und u und stetig differenzierbar beziglich x fir alle (x,u) € R"™ x R™ sind. Weiters sei
(u*, 1) € (Cylto, T)™ x [to, T) die optimale Lésung des Optimierungsproblems und

x* die zugehorige Losung von (4.178). Dann existiert ein A= EE E\ZH]T €
(C[to, 1)) so, dass die Beziehungen (4.151)~(4.154) von Satz 4.11 erfillt sind und
X*(t1) = [Mi(t) ... Ax(tD)]T orthogonal zum Tangentialraum 7;*(79{)‘)(1 ist, d. h.

es gelten die Transversalitdtsbedingungen
A)T(Ed =0, Vd € Ty - (4.179)

Nach Satz 4.12 und (4.176) muss A*(¢}) sich also als Linearkombination der Gradienten
((%wk) (x7) mit £ =1,...,p darstellen lassen, d. h. in der Form

A (t]) =Dk (axwk) (x}), xj=x"(t}) (4.180)
k=1
mit dem Lagrange-Multiplikator g = [y ... ,up]T € RP. Die Bedingung
0 . T
ra’ng(<ax¢) (X1)> =D ,l:b = [% s wp} (4181)

entspricht der LICQ (linear independence constraint qualification) Bedingung der stati-
schen Optimierung mit Gleichungsbeschriankungen, siehe auch Definition 3.2.
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4.2.5 Anwendung des Minimumsprinzips auf zeitvariante
Problemformulierungen

Fir zeitvariante Lagrangesche Dichten oder zeitvariante Systeme der Art

J) = [0t x(0), u(t) at (4.182)
x =f(t,x(t),u(t)), x(to)==xo (4.183)

fithrt man eine weitere Zustandsgrofle der Form xg = ¢ mit dem Anfangswert (o) = to
ein und entwirft fiir das erweiterte System

J(u) = /tzll(xo,x(t),u(t))dt (4.184)
I(%,u)
d o . 1
dt L{] B lf(xo,x,u)] (4.185)
‘X/-/ f(%,u)

eine optimale Steuerung geméfl Satz 4.11 oder Satz 4.12. Dabei wird vorausgesetzt, dass f
und [ stetig differenzierbar in ¢ sind.

4.2.6 Minimumsprinzip fiir eingangsaffine Systeme

Den weiteren Betrachtungen liege das eingangsaffine System

x =f(x,u) = fiH(x) + Z £ (x)u; (4.186)
i=1
mit den Stellgréenbeschrankungen der Form
uelU=[u,u"] bzw. w €[u;,uf], i=1,....m (4.187)

(englisch: box constraints) zugrunde.

4.2.6.1 Kostenfunktional mit verbrauchsoptimalem Anteil

Im Zusammenhang mit dem Entwurf von verbrauchsoptimalen Steuerungen werden héufig
Kostenfunktionale der Form

t1 m
J(u) :/ lo(x) + > rilug| dt, ;>0 (4.188)
¢ i=1

0

verwendet. Die zu (4.186) und (4.188) passende Hamiltonfunktion lautet (mit A, 11 = 1)

H(X, u, )\) = lQ(X) + i T1|uz| + AT <f0(X) + i fZ(X)’UJZ> . (4189)

=1 =1
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Da der Anteil Io(x) +ATfy(x) in H unabhéngig von u ist, kann er im Minimierungsproblem
(4.152) vernachléssigt werden. Die Minimierung von H kann nun fir jedes uw;, i = 1,...,m,
separat durchgefithrt werden, d. h.

min  H;(u;) = rilui] + @ (% Nug,  qi(x, A) = AT (x) (4.190)

ui€fu; ,uj]

Der Term ¢;(x, A) spielt eine wichtige Rolle bei der Losung dieses Problems. Im aktuellen
Abschnitt wird davon ausgegangen, dass u; < 0 < uj gilt. Sind diese Bedingungen
nicht erfiillt, lassen sich analog zu den nachfolgenden Ausfiihrungen sehr einfach Vor-
schriften zur Bestimmung der optimalen Stellgréfie ableiten. Abbildung 4.9 illustriert die
unterschiedlichen Fille a)-c) mit denen die optimale Stellgrofie

u; falls gi(x,A) >
uj =40  falls g(x,A) € (—ri,7m5), Vi=1,...,m (4.191)
uf falls gi(x,A) < —7;

komponentenweise bestimmt wird. Ein kritischer Fall liegt vor, falls auf einem Subintervall
I C [to, t1] die Bedingung q;(x(t), A(t)) = £r; identisch erfiillt ist. Die optimale StellgroBe

uf ist dann nicht mehr eindeutig aus der Minimierungsbedingung (4.190) bestimmbar.

Dieser Fall wird als singuldr bezeichnet und im Abschnitt 4.2.7 ndher erldutert.

a)| Hj(u;) fiir b) | H;(u;) fiir | )| H;(u;) fiir
qi € (""zﬁ:”'i) q; < =T q; > 1;
\
7l u;l rilui| l l G fur ¢; > r;
. P
S /_,
\ / //
. v
\ il
\ %
\\ //'
I ) | >
= =S T
7 Y \
min H;(u;) /
/ N
/ o min H;(u;)

qiu; far g < —ry

Abbildung 4.9: Verbrauchsoptimaler Fall, grafische Veranschaulichung von (4.190).

4.2.6.2 Kostenfunktional mit energieoptimalem Anteil

Unter dem Begriff energiecoptimale Steuerung wird héufig die Minimierung eines Kosten-
funktionals der Form

t1 1 m
J(w) = [ lo(x)+5 Y riui dt, 1> 0 (4.192)
to i=1
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verstanden. Analog zum vorherigen Fall kann die Minimierung der Hamiltonfunktion H

wieder fiir jedes u;, ¢ = 1,...,m, separat erfolgen, d. h.
1
min N Hz(ul) = ET‘lU? + qi(x, A)UZ, qi(X, A) = ATfZ(X) . (4193)
wi€lu; )]

Durch den quadratischen Term mit r; > 0 hétte die Funktion H;(u;) im unbeschriankten
Fall stets ein Minimum an der Stelle

1
u) = —— qi(x,A). (4.194)

ri
Falls u? innerhalb des zuldssigen Intervalls [u; uj] liegt, ist die optimale Losung von
(4.186), (4.187) und (4.192) durch u} = u? gegeben. Falls u{ links (rechts) von [u; ,u;']

liegt, so befindet sich das Minimum von H;(u;) an der Schranke u; (u;"), da H;(u;) fiir
u) < u; (bzw. u) > uf) im Intervall [u; ,u]] streng monoton steigend (fallend) ist,
sieche Abbildung 4.10. Somit ist die optimale Stellgrofie u*(¢) komponentenweise wie folgt
definiert

u; falls u? <wu;
up = ug falls u? c (u;,uj), i=1,....,m. (4.195)
u:r falls u? > uj
0 - ot 0 - 0
w; € (u; ,u;) u; < u, u; > u
H;, ¢ LR H;, ¢ : H;,
| |
| |
| |
| |
| |
| |
I I
| ! !
| | ! !
N - -
i S S S .
- .0  + U; 0, — + U; - +,,0 U;
u; U U v u; u; U, v u; u; Uy v

Abbildung 4.10: Energieoptimaler Fall, grafische Veranschaulichung von (4.193).

4.2.6.3 Zeitoptimales Kostenfunktional

Fiir zeitoptimale Probleme lautet das Kostenfunktional

t1
J(u) = 1dt = t1 — t[) (4.196)

to

und die Hamiltonfunktion lisst sich in der Form (mit A, 3 = 1)

H(x,u,A) =1+ AT (fg(X) + f: fi(x)ui> (4.197)
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anschreiben. Minimiert man die Hamiltonfunktion H wieder fir jedes u;, i = 1,...,m
separat

min  Hi(us) = ¢;(x, Nug,  q(x,A) = ATH(x) (4.198)

ule[u:,uj']

so erhélt man die optimale Stellgrofie u* direkt in Abhéngigkeit des Vorzeichens von
qi(x,A), i =1,...,m, in der Form

uf = {“g flls @6 M) >0 1 m. (4.199)

w; falls ¢i(x,A) <0

Diese Steuerung wird haufig als Bang-Bang-Steuerung bezeichnet, da lediglich zwischen
den Maximal- und Minimalwerten des Stellgréflenbereiches hin- und hergeschaltet wird.
Ein singuldrer Fall (sieche Abschnitt 4.2.7) liegt vor, falls ¢;(x(¢), A(¢)) auf einem Subinter-
vall I C [tg,t1] identisch Null ist. Die Hamiltonfunktion H ist dann unabhdngig von u;,
sodass H fiir jeden beliebigen Wert von wu; trivialerweise minimal ist. Die Minimumsforde-
rung (4.198) ist damit zwar erfiillt, liefert aber keine Informationen iiber die Wahl von w;.
Alternativ zu der in Abschnitt 4.2.7 beschriebenen Vorgangsweise kann der singulére Fall
durch einen zuséatzlichen Regularisierungsterm

t1 1 m
J(u) = / L5 D omiuf dt, >0 (4.200)
t i=1

0

vermieden werden, wobei r; hinreichend klein gewahlt wird, um annéhernd Zeitoptimalitat
zu erzielen. Der Regularisierungsterm entspricht natiirlich einem energieoptimalen Anteil,
so dass (4.200) die Form (4.192) besitzt und die optimale Stellgrofie u* geméafl (4.195)
berechnet werden kann.

Beispiel 4.12 (Doppelintegrator). Zur Veranschaulichung des Minimumsprinzips von
Pontryagin wird die zeitminimale Uberfiihrung eines Doppelintegrators mit beschrink-
tem Eingang in den Ursprung x(¢1) = 0 betrachtet. Das Optimalsteuerungsproblem
mit dem Zustand x = [z, 5]T kann wie folgt formuliert werden

t
min /1 dt =1t (4.201a)
U(')ytl to=0
u.B.v. .’i‘l = I, i’Q =Uu (4.201b)
x(0) =x¢, x(t1)=0 (4.201c)
lu(t)] <1 Vte[0,t]. (4.201d)

Mit der Hamiltonfunktion (A3 = 1) H(x,u,A) = 1 + A\;x3 + Aou ergeben sich die
adjungierten Zustinde A\* = [\t A3]T aus (4.151) zu

A =0 = \N({t)=0C (4.202a)
Ny =\ = A(t) = —Cit+Co, (4.202b)
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wobei C und Cj Integrationskonstanten darstellen. Die Minimierungsbedingung (4.152)
flir die Hamiltonfunktion fiihrt auf die optimale Stellgréfie

1 falls A} <0
u*(t):{+ ams A (4.203)

—1 falls A} >0.

Der singuldre Fall, d.h. X\5(t) = 0 auf einem nicht verschwindenden Subintervall
t € I, C [0,¢1], kann hier nicht auftreten, da dann aufgrund von (4.202) A5(t) = 0
und \j(t) = 0 auf dem Gesamtintervall [0,¢;] gelten miisste. Dies widerspricht aber
der Transversalitatsbedingung (4.154) fiir die freie Endzeit t;

G0t X, = 1+ N300 + X0 w' (@) =0, (4204)

Der Fall A5(t) = 0 kann also nur zu diskreten Zeitpunkten auftreten. Zu diesen
Zeitpunkten wird u*(t) zwischen —1 und +1 umgeschaltet. Da \5(t) = —C1t + Co,
gibt es mazimal einen Umschaltzeitpunkt t = t5 im Zeitintervall [0, ¢}], an dem u*(t)
zwischen —1 und +1 wechselt. Somit existieren lediglich vier mdagliche Schaltsequenzen
{+1}, {—1}, {+1, -1}, {—1,+1}, die fiir eine optimale Losung in Frage kommen. Da
u stets auf einem Zeitintervall konstant ist, stellen die Zustandstrajektorien in der
(z1,x2)-Ebene Parabeln dar.

Aufgabe 4.8. Zeigen Sie, dass die Losung von (4.201b) fir u(t) = +1 = konst.
die folgende Parabelgleichung erfiillt

2

x
xlzi—i—c, u==+1. (4.205)

Das Optimierungsziel ist das schnellstmogliche Erreichen des Ursprungs x(t1) = 0
ausgehend von einem beliebigen Anfangspunkt x(0) = x¢. Der Ursprung ist aber nur
iiber die Schaltkurve x1 = 23/2 fiir u = 1 und x5 < 0 bzw. 11 = —23/2 fiir u = —1
und x2 > 0 erreichbar, sieche Abbildung 4.11. Diese beiden Félle kénnen mit der
Funktion

1
S(:Ez) = —§:E2|ZE2| (4.206)

unterschieden werden. Da lediglich die Schaltsequenzen {+1}, {—1}, {+1,—1},
{—1,+1} fir u in Frage kommen, gibt es jeweils nur eine Moglichkeit, um den Sys-
temzustand mit x(0) = xo = [219 29,0]" schnellstméglich zum Ursprung x(t;) = 0
zu bringen:

o Falls 219 = S(x2,0) gilt, ist keine Umschaltung notwendig, und x(¢;) = 0 wird
direkt iber die Schaltkurve mit u(t) = 1 fiir 19 > 0 oder u(t) = —1 fir ;0 < 0
erreicht, siche Abbildung 4.11.
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o Falls x¢ nicht auf der Schaltkurve liegt, d.h. z1 0 < S(x2,0) oder z1 9 > S(z2,0),
ist genau eine Umschaltung notwendig, um zunéchst die Schaltkurve zu errei-
chen und anschlieend entlang dieser Kurve zum Ursprung zu laufen, siehe
Abbildung 4.12.

o u=-1

Abbildung 4.12: Optimale Umschaltung fiir verschiedene Anfangspunkte xq.

Das optimale Stellgesetz lautet also

+1 falls 1 < S(SCQ)
1 fall = d
W (t) = +1 falls 1 = S(z2) und z; >0 (4.207)
—1 falls =1 > S(x2)
—1 falls z; = S(z2) und x1 <0

Vorlesung und Ubung Optimierung (WS 2023/2024)
© Steinbéck, Institut fiir Automatisierungs- und Regelungstechnik, TU Wien



4.2 Entwurf von Optimalsteuerungen Seite 177

Daraus konnen auch der Schaltzeitpunkt ¢, und die minimale Endzeit ¢] berechnet
werden.

Aufgabe 4.9. Verifizieren Sie, dass der optimale Umschaltzeitpunkt ¢s und die
minimale Endzeit ¢] wie folgt definiert sind

—

(4.208)

[y

; { 2,0 —+ 51’%’0 + 1,0 falls T1,0 > 5(33270)
S p—

—x20 + 533%70 — 1,0 falls T1,0 < S(wg’g)

To0 + (/2250 + 4z falls 10> S(w20)
t] = —Z2,0 + 1 /23;%30 —dx1y falls x10 < S(x20) (4.209)

‘Z'Q’(] falls .%'170 = S(xgyo).

Abbildung 4.13 zeigt die zeitoptimalen Trajektorien fiir den Doppelintegrator fiir
verschiedene Anfangswerte xo = [x1 9 J;Q’O]T.

0.0 1.0 I I '_

0.5 I :

—0.5 I :

. L :
S opl |

~10 Lo i
_O 5 o I ............. _

. . . X X . i I

—-1.5 ; : : ’ : : | —10p—-Lwe-o :

0 1 2 3 0 1 2 3 0 1 2 3

Zeit t Zeit t Zeit t
T T T
— xo=[-1 -1 —= x=[-10 -—- x=[-1 1]

Abbildung 4.13: Zeitoptimale Trajektorien des Doppelintegrators fiir verschiedene
Anfangswerte xg.

Aufgabe 4.10. Implementieren Sie das System (4.201b) mit dem optimalen Stell-
gesetz (4.207) in MATLAB/SIMULINK und verifizieren Sie die Ergebnisse in Ab-
bildung 4.13 fiir verschiedene Anfangswerte xo. Verwenden Sie ¢} geméaf (4.209)
als Zeithorizont fir die Simulation.

Beispiel 4.13 (Harmonischer Oszillator). Der harmonische Oszillator

Ty =22, To=—x1+u (4.210)
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mit dem Zustand x = [z; 23] soll bei beschrinktem Eingang u € [—1, 1] ausgehend
vom Anfangszustand x(tp) = 0 mit ¢p = 0 in minimaler Zeit in einen gegebenen
Endzustand x(t1) = x; tibergefiihrt werden. Das Optimalsteuerungsproblem kann
daher wie folgt formuliert werden

t1
min / dt =t (4.211a)
’U«(')ytl to=0
wBv. &1 =29, do=-x214+u (4.211b)
x(0) =0, x(t1)=x1 (4.211c)
|u(t)] <1 WVte [O,tl] . (4.211d)

Mit der Hamiltonfunktion H(x,u, A) = A2 + da(—x1 4+ u) + A3 folgt die Differenti-
algleichung ' ‘
M=), AM=-X (4.212)

fir die adjungierten Zustédnde /_\T und 5\3. Eine allgemeine Losung dieser Gleichung
lautet

AT(t) = —Ajcos(t) + Agsin(t) ,  A5(t) = Ajsin(t) + Ag cos(t) (4.213)

mit den noch zu bestimmenden Konstanten A; und A,. Die Minimierungsbedin-
gung (4.152) fiir die Hamiltonfunktion fithrt auf die optimale Stellgrofie

1 falls A5 <0
u*(t):{+ als A< (4.214)

—~1 falls \3>0.

Die Stellgrofie wird also bei Nulldurchgéingen von A\5(t) umgeschaltet. Aus (4.213)
folgt, dass diese Nulldurchgénge in regelméfligen Zeitabsténden von 7w auftreten. Wie
viele solcher Nulldurchgénge auftreten, steht zunachst noch nicht fest.

Der singulire Fall, d.h. X5(t) = 0 auf einem nicht verschwindenden Subintervall
t € I, C [0,t1], kann hier nicht auftreten, da dann aufgrund von (4.212) A3(t) = 0 und
Ai(t) = 0 auf dem Gesamtintervall [0, ¢;] gelten miisste. Die Transversalititsbedingung
(4.154) fiir die freie Endzeit t1, d. h.

H(x"u", A7) e = M(E)25(t]) + A3 () (=27 (1) + ™ (1)) + A5 = A3 = 0 (4.215)

wiirde dann jedoch auf X*(#¥) = A*(t) = O fiihren, was die Bedingung (4.153a)
verletzt.

In Zeitintervallen mit der Stellgréfie u*(¢) = +1 sind die optimalen Zustandstrajek-
torien durch die Differentialgleichung
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definiert. Im Zustandsraum beschreiben diese Trajektorien im Uhrzeigersinn durch-
laufene Kreisbogen mit dem Mittelpunkt (+1,0). Da die optimale StellgréBe in
Zeitabstinden von 7w zwischen 1 und —1 wechselt, muss die optimale Zustandstrajek-
torie stiickweise aus Halbkreisbogen mit den abwechselnden Mittelpunkten (1,0) und
(—1,0) zusammengesetzt werden. Am Beginn und Ende der optimalen Zustandstra-
jektorie kénnen auch Kreisbogen mit kiirzerer Liange (Zeitdauer) auftreten.

u=1 2

Schaltkurve

u=—1

Abbildung 4.14: Mogliche Trajektorien des harmonischen Oszillators in der (1, z2)-
Ebene.

Einige dieser Kreisbogen sind in Abbildung 4.14 als durchgezogene Linien skizziert.
Liegt der Endpunkt x; im roten Gebiet, so beginnt die optimale Eingangstrajektorie
mit 1 und die optimale Zustandstrajektorie folgt zunachst dem roten Kreisbogen
K™ und verbleibt dann im rot dargestellten Gebiet. Liegt der Endpunkt x; im
blauen Gebiet, so beginnt die optimale Eingangstrajektorie mit —1 und die optimale
Zustandstrajektorie folgt zunéchst dem blauen Kreisbogen K~ und verbleibt dann
im blau dargestellten Gebiet. Beim Verlassen des ersten Kreisbogens K+ oder K~
sowie jeweils beim Kreuzen einer strichlierten Kurve wird die Stellgrofie umgeschaltet.
Insgesamt ergibt sich damit die rot und blau dargestellte Schaltkurve, welche in
Zeitabstdnden von 7 gekreuzt wird. Oberhalb dieser Kurve betragt die Stellgréfie 1,
unterhalb —1.

Gemif Satz 4.11 gilt H(x,u,\) = konst. und da t; frei ist, muss zusétzlich

H(x(t1),u(t1), A(t1)) = 0 gelten. Es konnen nun drei Félle unterschieden werden:

1. Liegt der Endpunkt x; auf einer der in Abbildung 4.14 schwarz dargestellten
Kreisbogen, so muss die optimale Zustandstrajektorie den ersten Kreisbogen
K~ oder KT komplett durchlaufen und die StellgréSenumschaltungen erfolgen
genau zu den Zeitpunkten ¢t = 7,27, 3, ..., was \5(t) = Ay sin(t) (A = 0) mit
Ay # 0 erfordert. Eine Auswertung der Hamiltonfunktion zum Zeitpunkt tqg = 0

Vorlesung und Ubung Optimierung (WS 2023/2024)
© Steinbéck, Institut fiir Automatisierungs- und Regelungstechnik, TU Wien



4.2 Entwurf von Optimalsteuerungen Seite 180

liefert daher H (x(to), u(to), A(to)) = A5 = 0. Es liegt also ein strikt abnormaler
Fall vor.

2. Liegt der Endpunkt x; auf der Kurve K™ U K~ \ {(—2,0),(0,0), (2,0)}, so gilt
t1 € (0, 7) und die optimale Stellgréle muss nie umgeschaltet werden. Damit sind
die Konstanten A; und As nur insoweit definiert als \5(t) im Zeitintervall (0, 7)
keinen Nulldurchgang aufweisen darf. Eine Auswertung der Hamiltonfunktion
zum Zeitpunkt to = 0 liefert daher H (x(to), u(to), A(to)) = N5+A5(to)u* (tg) = 0.
Es ist also moglich, aber nicht zwingend, /_\§ = 0 zu setzen. Es liegt folglich je
nach Wahl von \j ein abnormaler oder normaler Fall vor.

3. Liegt der Endpunkt x; abseits aller in Abbildung 4.14 durchgezogen dargestell-
ten Kreisbogen, so gilt A3 > 0. Es liegt also jedenfalls ein normaler Fall vor
und ohne Einschrénkungen kann A3 = 1 gewéhlt werden.

Aufgabe 4.11. Berechnen Sie fiir den Endpunkt x; = [1  0]" die optimale Lésung
sowie den Umschaltzeitpunkt und ;. Zeigen Sie, dass es sich um einen normalen
Fall handelt.

4.2.7 Der singulare Fall

Wenn auf einem endlichen Subintervall I; C [to, 1] die optimale Stellgrofie u* nicht
oder nicht vollstandig aus der Minimierungsbedingung (4.152) bestimmt werden kann, so
liegt ein singularer Fall vor. Zur Verdeutlichung dieser Problematik soll im Weiteren das
Optimalsteuerungsproblem

t

m(igl J(u) = 1 lo(x) + L1 (x)u dt (4.217a)

u(- to

uwB.v. x=1f(x)+fi(x)u, x(to) =x0 (4.217b)
u e Cylto, t1] (4.217¢)

mit skalarer und affin auftretender Stellgrofie u(t) betrachtet werden. Die grundsétzliche
Vorgehensweise ist aber auch auf allgemeinere Optimalsteuerungsprobleme anwendbar.
Die Hamiltonfunktion

H(x,u,A) = lo(x) + ATfy(x) + (ll(x) + ATf (x))u (4.218)

ist affin in ». Die Funktion

Clt) = (aauﬂ) (5,1, A) = 11 (%) + ATH (x) (4.219)

wird als Schaltfunktion bezeichnet und fiir sie gilt entlang der optimalen Losung (*(t) =
C(t)\x:x*(t))\:)\*(t). Wenn unabhéngig von u*(¢) die Bedingung (*(t) = 0 auf einem
endlichen Zeitintervall Iy C [tg,t1] gilt, so liefert die Minimierungsbedingung (4.152) keine
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Aussage fiir die optimale Stellgrofie u*(t) V¢ € Is. Man spricht in diesem Fall von einem
singularen Pfad (englisch: singular arc) und es gilt folglich auch

dk

FC)=0  VkeN tel. (4.220)
Entlang des singuldren Pfades ist also die Minimierungsbedingung (4.152) fiir alle zuléssi-
gen Stellgrofen erfiillt, d. h. es gilt nicht nur %—ZI = (*(t) = 0, sondern auch %QTQI = 88@: =0.

Um dennoch eine optimale Stellgréfie u*(¢) ermitteln zu konnen, sucht man die kleinste
positive natirliche Zahl k so, dass gilt

k
LW 0. (+221)

Man kann zeigen, dass k eine gerade Zahl sein muss und nennt p = k/2 die Ordnung des
singuldren Pfades. Entlang eines singulédren Pfades miissen die ZustandsgroBen x*(¢) und
die adjungierten Zustdnde A*(¢) auf einer Mannigfaltigkeit definiert durch die Gleichungen
dk
—(*(t)) =0 Vk=0,...,2p—1 4.222
EH(S0) S (4.222)
zu liegen kommen. Ahnlich der Legendre-Clebsch Bedingung (4.105) muss entlang eines
singuldren Pfades fiir alle Zeiten ¢t € I die sogenannte generalisierte Legendre-Clebsch
Bedingung
p 0 dzr

1)Y= (¢* > .
(1) 20 (4.22)
erfillt sein, vgl. [4.21].

Beispiel 4.14. Gesucht ist das Minimum des Kostenfunktionals

J(u) = % /0 S0 dt (4.224)

flir das dynamische System

T1=To+Uu $1(0) =1 $1(2)

Ii‘g = —Uu 1'2(0) =1 1'2(2)

(4.225a)

0
0 (4.225b)

unter Beriicksichtigung der Stellgréfienbeschrinkung —10 < u(t) < 10 fiir alle ¢ € [0, 2].
Die Hamiltonfunktion H fiir dieses Beispiel lautet (mit A,41 = A3 = 1)

1
H(x,u,A\) = A\ (z2 +u) — Aau + 5.%% (4.226)

und die adjungierten Zustdnde X erfiillen geméaf (4.151) die Gleichungen

d * 0 * ok YWk *

a)\l = _(%H> (X , U ,A ) = —I (4227&)
Ay —(8H> (x*, 0, AF) = =A% (4.227b)
a2~ "\ om A=A ‘
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Die optimale Losung v* mit —10 < u* < 10 muss der Ungleichung (4.152)
H(x*(t),v,\"(t)) > H(x*(t),u*(t),A"(t)), Vv e [-10,10] (4.228)

geniigen. Damit folgt zunéchst fiir die optimale Stellgréffe unter Beriicksichtigung der
StellgroBenbeschriankung

10 fir A} <A}
u*(t)—{o urALS A (4.229)

—10 fir A > AL

Fiir A7 = A5 tritt ein singuldrer Pfad auf. Eine Auswertung von (4.221) liefert

8 * * * k
((%H> (x*, 1, A% _ N —0 (4.230a)
(dtauﬂ> (5 A) = A - A= el + AT =0 (4.230b)
E 0 ) ux?) = - u —af =0 (4.230¢)
dr2 ou ' CoRTh T - -
o d 9
~ —_ ~H * ) = —1 4.2
<8udt2 o )(x U, A%) #0 (4.230d)

und damit die Ordnung p = 1 des singulidren Pfades. Aus (4.230¢) folgt

ut = —xh — ] (4.231)
und aus (4.230d) folgt
0 d%2 o
DY o H | (x"u,A) =1>0. 4.232
(=1) <6udt26u )(x,u,)\) >0 (4232)

Dies zeigt, dass die generalisierte Legendre-Clebsch Bedingung (4.223) hier erfiillt
ist. Gemaf (4.153¢) muss die Hamiltonfunktion H(x*(¢),u*(t), A*(¢)) im gesamten
Zeitintervall konstant sein, d. h.

1
Nizh + 5(1:;)2 + (A\F = A3)u* = C = konst. (4.233)

Entlang des singuldren Pfades miissen x*(¢) und A*(¢) auf der durch (4.230a) und
(4.230b) definierten Mannigfaltigkeit A} = A5 = 27 liegen (siche auch (4.222)), weshalb
sich fiir diesen Fall (4.233) zu

1
zirh + 5(:f{)z =C (4.234)

vereinfacht.
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Aufgabe 4.12. Plausibilisieren Sie, dass die optimale Stellgréfie durch

10 fiir 0 <t < 0.299
w*(t)={ —a5— a7 fiir 0.299 < ¢ < 1.927 (4.235)
~10 fiir 1.927 <t <2

gegeben ist.

Aufgabe 4.13. Im unebenen Geldnde soll in direkter Linie eine Strafie vom Ort y = yg
zum Ort y = y; gebaut werden. Wie im linken Teil der Abbildung 4.15 skizziert, ist
das Gelandeprofil entlang der Trasse mit g(y) gegeben. Das Profil der zu errichtenden
Strafle wird mit h(y) bezeichnet. Die maximal zuléssige Steigung der Strafe sei s, d. h.
|dh/dy| < s. Wird das Gelénde fiir den Stralenbau aufgeschiittet, so ergeben sich
Kosten in Hohe von k* > 0 je aufgeschiitteter Hoheneinheit und je Léngeneinheit y.
Wird das Gelédnde fiir den Straffenbau abgegraben, so ergeben sich Kosten in Hohe
von k~ > 0 je abgegrabener Hoheneinheit und je Léngeneinheit y. Briicken oder
Tunnels sollen nicht gebaut werden.

g g
9(y) Nl 9(y)
g(y1)+
9(%o) f 0 } | >
Yo yiy yo =0 1 =2y

Abbildung 4.15: Gelédndeprofile.

Entlang von welchem optimalem Profil A*(y) muss die Strale gebaut werden, um die
Baukosten zu minimieren. Geben Sie zunéchst allgemein die Optimalitdtsbedingungen
fiir diese Optimierungsaufgabe an. Berechnen Sie dann das optimale Profil h*(y)
fiir das im rechten Teil der Abbildung 4.15 skizzierte Geldndeprofil g(y) und die
Parameterwerte s = 1/2 und kT =k~ = 1.

Lésung von Aufgabe 4.13. Unter Verwendung der Sprungfunktion

1 fallst >0
t) = . (4.236)
0 fallst <0
ergeben sich die Gesamtkosten fiir den Straflenbau in der Form
Y1 n _
/ (h—g)(k*o(h—g)—kalg—h))dy.. (4.237)
Yo
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Dementsprechend muss die Optimierungsaufgabe

y
min / 1 (h—g) <k+a(h —g)—k o(g— h)) dy (4.238a)
u(-) Yo
u.B.v. jz =u (4.238b)
—s<u<s (4.238¢)

mit u(y) € Clyo, y1] gelost werden. Dazu kann das Minimumsprinzip von Pontryagin
herangezogen werden. Da g von y abhéngt, wird der erweiterte Zustand x = [h y]T
und das erweiterte dynamische System

dx U
d—y = L] (4.239)

mit dem Anfangszustand z2(yg) = yo verwendet. Mit A,;1 = 1 (normaler Fall) folgt
die Hamiltonfunktion

H(x,u,\) = (h— ) (k¥ o(h—g) —k~o(g— h)) + A"

1] . (4.240)

Die optimale Losung u*(y), die zugehorige Zustandstrajektorie x*(y) und die zugeho-
rige Kozustandstrajektorie A*(y) miissen (4.238¢), (4.239), die Bedingung
H(x"(y),v, A"(y)) = H(x"(y),u"(y), A (y)) Vv € [=s, 4] (4.241)

und die Differenzialgleichung

dA*__(@

T * % * —1 _
- aXH) (", u*, A") = [Szl(wo(h—g)—k olg—h)  (4242)

erfiillen. Als Randbedingungen treten zusétzlich die Transversalitdtsbedingungen
Ai(yo) =0,  A(y)=0 (4.243)

auf, da weder h(yp) noch h(y;) beschrankt sind (vgl. (4.179)).

Bemerkung 4.3. Wiirden h(yo) = g(yo) und h(y1) = g(y1) als weitere Bedin-
gungen in (4.238) auftreten, so kénnten keine Randbedingungen fiir A\j(yo) und
Af(y1) formuliert werden.

Fiir die Schaltfunktion ergibt sich geméaf (4.219)

C(y) = (;LH) (x,u,A) = A1 . (4.244)
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Folglich gilt u* = —s fiir A] > 0 und v* = s fiir A7 < 0. Im Fall A\] = 0 tritt ein
singuldrer Pfad auf. Eine Auswertung von (4.220) liefert fiir den singuldren Pfad

d¢*(y) _ dAT
dy dy

k~o(g—h*)—kTo(h*—g) =0, (4.245)

d.h. am singuldren Pfad muss h*(y) = ¢g(y) und folglich u* = g—g gelten. Die optimale
Losung u*(y) kann daher in der Form

—s falls A\] >0

uw'=4¢s falls \ <0 (4.246)
d *
@ falls A7 =0

zusammengefasst werden. Das optimale Profil h*(y) der Strafie kann schliefilich durch
einfache Integration von (4.238b) berechnet werden.

Fiir das im rechten Teil der Abbildung 4.15 angegebene Gelandeprofil g(y) und die
Parameterwerte s = 1/2 und k* =k~ = 1 wird {s,0} als mogliche Schaltsequenz fiir
die optimale Eingangstrajektorie u*(y) verwendet. Diese Schaltsequenz ist naheliegend,
da das gegebene Geldndeprofil g(y) zunéchst steiler ansteigt als es fiir die Strafle
zulédssig ist und danach mit Steigung 0 fortsetzt, welche auch fiir den Straflenbau
geeignet ist. Aus dieser Wahl der Schaltsequenz folgen

(4.247)

. L fallsy € [0,b . ho+ % fallsy e [0,b
u<y>={2 00 w= ot o

0 fallsy € (b,2]’ 1 falls y € [b, 2]

mit den noch zu bestimmenden Konstanten hy und b (siehe Abbildung 4.16). Integra-
tion der ersten Zeile von (4.242) liefert unter Berticksichtigung von (4.243)

-y falls y € [0,a)
M) =Jy—2a fallsy€ la,b) (4.248)
0 falls y € [b, 2]

mit der noch zu bestimmenden Konstante a. Damit \j(y) am Punkt y = b stetig ist,
muss

b—2a=0 (4.249a)
gelten. Weiters miissen die Bedingungen

h*(a) = ho + g —ga)=a, h*(b)=ho+ g = g(b) =1 (4.249D)

erfiillt sein (siche Abbildung 4.16). Aus (4.249) folgen unmittelbar

ho==, a=-= b= - (4.250)
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und damit das in Abbildung 4.16 rot dargestellte optimale Hohenprofil h*(y) der
Strafle. Dieses Hohenprofil geniigt den Optimalitdtsbedingungen geméafl Satz 4.11
und der Bereich [b, y1] stellt einen singuldren Pfad dar, da in diesem Bereich (4.220)
erfiillt ist. Die Schaltsequenz {s,0} ist also optimal.

g, h .
L 9(y) h*(y)
ho

I
i
I
0 !
y0:0 a 1

]
|
|
]
|
|
i
1 b

=2y

Abbildung 4.16: Optimales Hohenprofil der Strafe.
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