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Uber den Einflu3 von ,rechten” Nullstellen
eines Systems auf dessen Sprunganwort; die
Balance-Relation

R. Bauer*, N. Dourdoumas*, F. Gausch'

Kurzfassung

Die Problematik von reellen rechien Nullstellen der Ubertragungsfunktion eines Systems
ist seit langern bekannt. Insbesondere assoziert man in Zusammenhang mit solchen Null-
stellen das Auftreten des Unterschwingens der Sprungantwort eines Systems; diesbeztglich
kann allerdings mancher ,Aberglauben” bzw. manche nichtzutreffende Behauptungen in
der Fachliteratur gelesen werden. Das Ziel dieses Aufsatzes ist auf relativ einfacher Weise
unter Heranziehen der sogenannten Balance-Relation die Wirkung solcher Nullstellen zu
erfassen und bewusst zu machen. Unter der Annahme reeller Pole cines Systems kann
die Auswirkung von rechten reellen Nullstellen auf den Verlauf der Sprungantwort niher
quantifiziert werden. Zum Abschluss wird der Trajektorienverlauf im Zustandsraum beim
Vorliegen eines Unterschwingens untersucht.

Schliisselwotrter: Reelle Nullstellen, Sprungantwort, Unterschwingen, Anschwingen

Abstract

The problems connected with real Tight zeros of a transfer function of a system are well
known. Particularly the appearance of undershoot in the step response of a system is often
associated with such zeros; in this regard some ,superstitions” and wrong statements can
be found in the literature. This paper deals with the investigation of the impact of such
zeros on the step response using simple methods, especially the so-called ,balance relation”.
Assuming a system with real poles, this impact can be quantified in more detail. Finally
the phenomenon of undershoot 1s analysed in state space.

Key words: Real zeros, step response, undershoot, offshoot

1 Motivation

Nullstellen cines Systems, die einen nichinegativen Realteil besitzen, sind ecine bittere
Realitét, mit der der Regelungstechniker leben muss ([7],[1],(10],[8]). Sie kénnen weder
mit Hilfe eciner reinen Kompensation durch ein Steuerelement noch durch eine statische

*Institut fitr Regelungs- und Automatisierungstechnik, Technische Universitit Graz, Inffeldgasse 16c,
A-8010 Graz, email: robert.bauer@tugraz.at, nicolaos.dourdoumas@tugraz.at

tInstitut fiir Elektrotechnik und Informationstechnik, Universitit Paderborn, Warburger Str. 100,
D-33098 Paderborn, email: gausch@uni-paderborn.de
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Riickfithrung der Ausgangsgrofie und auch nicht durch Zustandsriickfithrung verandert
werden! Man bedenke, dass sie einen gravierenden Einfluss auf relevante Ubertragungs-
funktionen eines Standardregelkreises haben: die komplementire Fiihrungsiibertragungs-
funktion wird fiir eine solche Nullstelle gleich Eins, und damit ist an dieser Stelle die Fiih-
rungsiibertragungsfunktion gleich Null. Die Sprungantwort eines Systems ist wiederum
eine charakteristische Systemgrofle, deren Verlauf bzw. Kenndaten wie Anstiegszeit und
Uberschwingen ein Bild gewisser Systemeigenschaften wiedergibt. Sie dient auch oft als
Wunsch- bzw. Referenzgrofe fir einen zu entwerfenden Regelkreis. Es ist daher sinnvoll,
den besonderen Einfluss von rechten Nullstellen auf die Sprungantwort zu untersuchen.
Ziel ist es mit einfachen mathematischen Mitteln den Einfluss dieser Nullstellen zu durch-
leuchten und daraus Einsichten zu gewinnen.

2 Auswirkung einer reellen rechten Nullstelle auf die
Sprungantwort (Balance-Relation)

Wir betrachten ein System mit der BIBO-stabilen Ubertragungsfunktion

6ls) = 3. (1)

Die Polynome Z(s) und Ng(s) besitzen reelle Koeflizienten, fiir den Differenzengrad
(auch relativen Grad bzw. Poliiberschufl genannt)

v = Grad{Ng(s)} — Grad{Zs(s)}

gilt

v>0.
Die zugehorige Sprungantwort h(t) ergibt sich im Bildbereich mit Hilfe der LAPLACE-
Transformation:

S

/e'“h(t)dt =: H(s) = -G(s).

Folgendes resultiert unmittelbar aus obiger Relation: Fiir jede komplexe Konstante v im
Konvergenzbereich von H(s)

y=(+ v mit (>0
gilt die Bezichung
00 [e%]
H(s=7)= / e " h(t)dt = / e CHVER(1)dL, 2)
0 0

Sie wird herangezogen, um fiir charakteristische Werte von y Einsicht iiber den Verlauf
der Zeitfunktion h(t) zu gewinnen.
Wir nehmen nun an, dass v eine Nullstelle von H(s) ist. Es gilt dann:

0= /e““”"”’)‘h(t)dt = /e“ct[h(t) cos(yt)]dt +j/e'<t[h(t) sin(yt)]dt
0 0 0
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Aufgrund der auftretenden trigonometrischen Funktionen, die unendlich viele Vorzeichen-
wechsel aufweisen, ist es nicht moglich eine weiterfithrende Aussage iiber den Verlauf der
Sprungantwort h(t) zu machen. Die Situation #indert sich, wenn die Konstante -y reell ist:

v=(>0.

Man sagt, ¢ ist eine (reelle) rechte Nullstelle des Systems. Dann folgt aus (2) die soge-
nannte Balance-Relation fir die Sprungantwort

oC

/e—Cth,(t)dt = 0. (3)
0

Nachdem die Funktion e™¢* nur positive Werte annimmt, muss h(t) im Intervall (0,c0)
sowohl positive als auch ncgative Werte annehmen, damit obige Relation erfiillt wer-
den kann. Die Sprungantwort zeigt einen besonderen, sozusagen balancierten Verlauf
auf'. Man kann nun die Auswirkung einer rechten reellen Nullstelle auf den Verlauf der
Sprungantwort h(t) des Systems qualitativ erfassen:

Falls eine reelle rechte Nullstelle vorliegt, nimmt die Sprungantwort h(t) aufgrund der
geltenden Balance-Relation (3) zwangslaufig sowohl positive als auch negative Werte an.

Bemerkung (Beispiel 1): Der Umkehrschluss gilt nicht! Man betrachte hierzu das
System mit der Ubertragungsfunktion
150(s + 0.2)*

Gls) = s+ D)(s+2)(s+3)

Es liegen zwei reelle ,linke” Nullstellen vor, und die Sprungantwort besitzt den positiven
Grenzwert h(oc) = 1. Sie nimmt erst im Bereich 1.6 < ¢ < 3.71 negative Werte an und
ist sonst positiv. Allerdings weist sie keinen balancierten Verlauf auf.

(4)

Bemerkung (Beispiel 2): Es ist zu beachten, dass reelle linke Nullstellen nicht zwin-
gend negative Werte der Sprungantwort zur Folge haben! Um dieses zu demonstrieren,
werden die Nullstellen obiger Ubertragungsfunktion leicht verandert:

150(s + 0.3)*
(s+1)(s+2)(s+3)

Die zugehorige Sprungantwort nimmt ausschliesslich positive Werte an!

G(s) =

2.1 Balance-Relationen fiir mehrfache Nullstellen

Angenommen ein System besitzt m reelle rechte und verschiedene Nullstellen. Dann
gelten m Balance-Relationen. Lassen wir gedanklich diese zu einer m -fachen reellen
rechten Nullstelle ¢ zusammenschmelzen, so gilt auf jeden Fall

xX2

/ e~ Cth(t)dt = 0.

0
‘Unter der nicht einschriinkenden Annahme, dass fiir hinreichend grofle t-Werte die Sprungantwort
ausschliesslich positive Werte annimmt, gilt folgende Bauernregel: Je weiter rechts die Nullstelle ¢ liegt,
d.h. je schneller die Exponentialfunktion e~¢* abklingt, desto ,kleiner“ ist der Bereich in dem h(t) negativ
ist. Dies ist einleuchtend, da die Balance-Relation (3) erfullt sein muss.
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Es stellt sich die Frage, welche weiteren Beziehungen gelten. Hierzu dienen folgende Uber-
legungen im Bildbereich: wir bilden die LAPLACE-Transformierte F'(s) einer Funktion

/@)

F(s) ::/e_“f(t)dt
0

und betrachten anschliessend die zeitbeschwerte Funktion t*f(t) mit k = 1,2,3, .... Deren
Transformierte kann unmittelbar angegeben werden:

FE)(s) .= /c‘ﬂtkf(t)dt = (——l)kddFS,ES). (5)
0

Wir nehmen nun an, dass die Funktion F(s) eine m-fache Nullstelle ¢ besitzt. Dann
besitzen die abgeleiteten Funktionen

d*F(s)
dsk
ebenfalls eine Nullstelle bei s = (! Unter der Voraussetzung, dass die Nullstelle ¢ eine

rechte reelle Nullstelle ist, erhalten wir aufgrund von (5) unmittelbar folgende m Balance-
Relationen fiir die Sprungantwort

fir 1<k<m~-1

/e“"tkh(t)dt =0 fir 0<k<m—-1. (6)
0

3 An- und Unterschwingen der Sprungantwort

Bei allen nachfolgenden Ausfithrungen setzen wir 0.E.d.A. voraus, dass der Endwert der
Sprungantwort. positiv ist

hioo := lim A(t) = lin}] G(s) > 0. (7)

L—-00

Wir betrachten ein BIBO-stabiles System mit der Ubertragungsfunktion G(s) gemaf (1)
und positivem Differenzengrad

v> 0. (8)
Letzteres bedingt, dass fiir den Anfangswert der Sprungantwort
h(t =0) =: ho = lim G(s) =0 (9)

gilt. Ferner sctzen wir voraus, dass das System M rechte reelle Nullstellen besitzt. Die
Sprungantwort weist deswegen ecinen balancierten Verlauf auf. Sie nimmt negative und po-
sitive Werte an und zeigt in einem endlichen Bereich [0, ¢,] prinzipiell cines der folgenden
Verhalten an (siche Abbildung 1):

e sie weist einen Vorzeichenwechsel auf; sie nimmt zunichst ab, um nach dem Vorzei-
chenwechsel positiv zu werden. Man spricht von einem Unterschwingen des Systems.
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h() h()

~Y

Abbildung 1: Unter- und Anschwingen des Systems

e sie weist 2wet Vorzeichenwechsel auf; sic nimmt zunidchst zu, wird anschliessend
negativ, um erst nach einem weiteren Vorzeichenwechsel positiv zu werden. Man
spricht vom einem Anschwingen des Systems.

Entscheidend fiir das Auftreten dieser Phinomene ist das Vorzeichen der ersten von Null
verschiedenen zeitlichen Ableitung der Sprungantwort an der Stelle ¢ = 0. Dies ist auf-
grund der Voraussetzung (8) genau der Fall fir die v-te Ableitung, die im Bildbereich
leicht berechnet werden kann [9]:

i) I lim {s"G(s)}.

dtv =0 ST°°

Je nachdem ob
hm {s"G(s)} >0 oder lim {s*G(s)} <0

gilt, liegt ein An- bzw. Unterschwingen vor. Es wird nun das Vorzeichen der Konstanten

T v T S”ZG(S)}
U=l 4500 = i, {WNG(S)

untersucht. Entscheidend hierfiir ist offensichtlich der Quotient der Kocflizienten der
hichsten Potenz iin Zihler- bzw. Nennerpolynom. Da das Nennerpolynom Ng(s) ein
monisches HURWITZ-Polynom ist, braucht man lediglich das Polynom Z(s) zu studie-
ren. Es besitzt im Allgemeinen N reelle linke Nullstellen (—a;) < 0, M reelle rechte
Nullstellen ¢; > 0 und 2L konjugiert komplexe Nullstellen (—/3; & jv,). Wir schreiben es
in faktorisierter Form

L

Za(s) = K .5+a,)H (—s+¢,) H[(S+[3i)2+’)’¢2]

i==1

2

i=

- K[SN+...H(—5)M+...][82L } :I([8N+2[’+A"(—1)A[+...].

Hierbei ist gemifl (7) die Konstante K positiv. Man sieht, dass das Vorzeichen des
Grenzwertes U durch
sgn {U} = (~1)M

gegeben ist. Damit gilt: Ein BIBO-stabiles LZI-System mit der Ubertragungsfunktion
((s), einem positiven relativen Grad und einem positiven Grenzwert h., seiner balancier-
ten, Sprungantwort,
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e weist genau dann ein Unterschwingen auf, wenn G(s) eine ungerade Anzahl von
rechten reellen Nullstellen besitzt bzw.

e weist genau dann ein Anschwingen auf, wenn G(s) eine gerade Anzahl von rechten
reellen Nullstellen besitzt?.

Um ein besseres Bild von dem Verlauf der Sprungantwort zu erhalten, ist es sinnvoll, tiber
die Anzahl der im Intervall (0, c0) auftretenden Vorzeichenwechsel von h(t) eine Aussage
zu machen, was in den nachfolgenden Ausfiihrungen geschieht.

4 Schranken fiir die Anzahl der Nullstellen der
Sprungantwort h(t)

Wir betrachten ein LZI-System mit der Ubertragungsfunktion G(s) und positivem Dif-
ferenzengrad. Das System besitzt n Pole s;. Es wird vorausgesetzt, dass diese Pole reell
sind, und dass insgesamt m paarweise verschiedene existieren. Diese Voraussetzung ist
notwendig, um eine obere Schranke fiir die Anzahl der Nullstellen von interessierenden
Systemfunktionen angeben zu kdnnen! Zunéchst einige einfache Fakten aus der Analysis
(5] fiir eine Funktion g(¢) und deren Integral h(t): Wenn die Funktion g(¢) im Intervall
0 < t < oo insgesamt N Nullstellen bzw. V' Vorzeichenwechsel besitzt, so besitzt daselbst
die Funktion A(t) hdchstens N Nullstellen bzw. V Vorzeichenwechsel. Natiirlich ist die
Differenz N — V ecine nichtnegative Zahl. Wir fassen nun g(t) als Gewichtsfunktion und
h(t) als Sprungantwort des betrachteten Systems auf. Dies bedeutet, dass die Anzahl
der Nullstellen der Sprungantwort durch die maximale Anzahl der Nullstellen der Ge-
wichtsfunktion beschriinkt ist. Aus diesem Grund befassen wir uns im folgenden mit der
Gewichtsfunktion. Diese hat im vorliegenden Fall die Struktur

g(t) = g1 (1)’ + ga(t)e™ + .. + gm(t)e™". (10)

Die Polynome g;, ¢4,..., gm haben jeweils den Grad ki, ko,..., k.. Der Grad k; ist hierbei
kleiner als die Vielfachheit p; des reellen Pols s;

k:i Spi“l ) (11)

und es gilt
prtpet .t pn =1 (12)

4.1 Eine obere Schranke

Nachfolgendes Lemma (5] erlaubt eine Aussage iiber die mazimale Anzahl Ny, der Null-
stellen obiger Funktion ¢(t):
Die Funktion g(t) nach (10) besitzt hochstens

m
=]

?Man beachte, dass falls keine rechte reelle Nullstellen vorliegen, die Konstante U positiv ist. Wie in
Beispiel 1 erwshnt, kénnen dann Vorzeichenwechsel der Sprungantwort auftreten, sind allerdings nicht
zwingend vorhanden. Im Unterschied zu dem Fall ,rechte reelle Nullstellen”, gilt nun keine Balance-
Relation!
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reelle Nullstellen. Unter Beachtung von (11) und (12) kann Np.x nach oben zu
Nmaxgzpi_lzn_l
i=1

abgeschatzt werden. Die Anzahl der vorliegenden ausschlieflich reellen Pole liefert dem-
nach eine obere Schranke fiir die Nullstellen und natiirlich fiir die Vorzeichenwechsel der
Funktion g(t). Hierbei ist die Lage der Nullstellen der Ubertragungsfunktion irrelevant!
Aufgrund des oben angefithrten Satzes gilt dann:

Die Sprungantwort weist im Intervall 0 < ¢t < oo hdchstens n reelle Nullstellen auf. D.h.
es gibt mazimal n — 1 positive und reelle Konstanten 0 < Ay < Ay < ... < Ay muit

h(Ai) - 0
Damit gilt auch fiir die Anzahl der Vorzeichenwechsel ¥

v<n—1 (13)

4.2 Eine untere Schranke

Angenommen, es existieren M reelle rechte Nullstellen. Dann gilt die Balance-Relation,
und es kann leicht eine untere Schranke fiir die Vorzeichenwechsel ¥ der Sprungantwort
angegeben werden. Sic héngt nur von der Natur von M ab. Wenn die Anzahl der rechten
Nullstellen gerade ist, so gilt

2< V.

Wenn die Anzahl der rechten Nullstellen ungerade ist, so gilt
1< ¥,

Es sollen nun diese ,trivialen” Schranken verbessert werden. Dieses wird exemplarisch
fiir eine ungerade Anzahl verschiedener Nullstellen dargelegt®. Wir wissen, cs liegt ein
Unterschwingen vor. Die Vorzeichenwechsel finden an den Stellen ¢ = A, statt und es gilt

A02=0<A1<A2<...<A\y

Wir nehmen an, dass die Anzahl der Vorzeichenwechsel ¥ kleiner als M ist. Es gelten
nach (3) folgende M Integralgleichungen:

/h,(t)e””""dt =0 1=1,.. M (14)
0
bzw. fiir beliebige Konstanten ky, ky, ..., kar
ky fh(t)c“"“dt + }cM/h(t)c“”“‘dt = ()
0 0

3 Aus Stetigkeitsgriinden ist zu erwarten, dass das Ergebnis sich nicht #ndert, wenn eine reclle rechte
Nullstelle mchrfach ist. Eine exaktc - aber schwerfillige - Beweisfithrung kann mit Hilfe der Balance-
Relationen (6) vollzogen werden.
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bzw.
o0

/ h(t)[kie ™ + ...+ kpe ™M dt = 0. (15)
0
Dann kann durch eine entsprechende Wahl der Konstanten k; eine Funktion

konstruiert werden, die an den gleichen Stellen A; (i = 1, ..., ¥) einen Vorzeichenwechsel
aufweist wie die (angenommene) Sprungantwort h(t):

>

>

(t) < 0 fir Ag <t < Agpp p=0,1,..
"(t > 0 fiir A2p+1 <t< A2p+2 p= 0,1,...

Diese Wahl wiire hingegen unmoglich, wenn man M Vorzeichenwechsel verlangen wiirde.
Das bedeutet, die Funktion h(t)k(t) wechselt im Intervall (0, 00) nicht ihr Vorzeichen und
nimmt an den Stellen ¢ = A; den Wert Null an. Dann gilt allerdings

/ h(t)k(t)dt #0
0

im Widerspruch zu der Integralgleichung (15) und zu den geltenden Balance-Relationen.
Damit. ist. einsichtig, dass fiir die Anzahl der Vorzeichenwechsel folgende untere Schranke
gilt:

M< VY. (16)

Bemerkung: Folgender Satz von LAGUERRE [2],[4] kann benutzt werden, um eine
Beziehung (Ungleichung) zwischen existierenden Vorzeichenwechsel einer Funktion und
den Nullstellen eines sogenannten LAPLACE-Integrals zu formulieren:

Wir betrachten cine reelle Funktion a(t) mit beschrinkter Variation [3] in dem Intervall
(0, R) fiir beliebige grofie positive Werte R. Es wird vorausgesetzt, dass sie eine stetige
Ableitung

da
t) i= -
Ble) =
besitzt. Wir bilden fiir reelle GroBen & das LAPLACE-Integral
f&) = /e'“da(t) = /e_&ﬁ(t)dt. (17)
0 0

Angenommen dic Anzahl der Vorzeichenwechsel der Funktion £(¢) betriagt ¥, so besitzt
die Funktion f(¢) im Konvergenzbereich des Integrals (17) nicht mehr als ¥ Nullstellen.
Wir wihlen nun als o(t) das Integral der Sprungantwort h(t) eines BIBO-stabilen Systems
mit der Ubertragungsfunktion G(s). Diese Wahl fithrt zu einer Funktion mit beschrank-
ter Variation, da sie im betrachteten Intervall differenzierbar und deren Ableitung A(t)
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beschrénkt ist. Obiges Theorem besagt, dass falls die Sprungantwort h(t) des Systems ¥
Vorzeichenwechsel aufweist, die Funktion

£(E) = / € h(t)dt = / cth(t)dt] = H(s =€) = %G(s —6) (18)

s=¢

nicht mehr als ¥ Nullstellen besitzt. In der Sprache der Regelungstechnik: die Ubertra-
gungsfunktion G(s) weist nicht mehr als ¥ rechte reelle Nullstellen auf. Bedenkt man,
dass beim Vorliegen reeller rechter Nullstellen die Balance-Relation gilt und damit Vor-
zeichenwechsel von 3(t) zwingend sind, so folgt aus dem Vorliegen von M rechten reellen
Nullstellen die Ungleichung (16).

Zusammenfassung: Unter der Annahme n recller Pole und A rechter reeller Null-
stellen gilt fir die Anzahl ¥ der Vorzeichenwechsel der Sprungantwort die Ungleichung:

M<U<n-1. (19)

4.3 Beispiele

Nachfolgende Beispicle demonstrieren unter Verwendung der Balance-Relation und der
Relation (19), dass in bestimmten Fillen die Anzahl der Vorzeichenwechsel der Sprung-
antwort eines Systems identisch ist mit der Anzahl der reellen rechten Nullstellen der
Ubertragunfsfunktion.

Im Fall n = 2 gilt gemif (19)

l=M<¥<n-1=1,

d.h. die Anzahl der rechten reellen Nullstellen stimmt mit der Anzahl der Vorzeichen-
wechsel tiberein.
Im Fall n = 3 gilt

ML<V¥<n—-1=2.

Falls eine rechte Nullstelle vorliegt, existiert zwangsliufig genau ein Vorzeichenwechsel.
Liegen zwei rechte Nullstellen vor, so kénnen auch nur genau zwei Vorzeichenwechsel
vorliegen. D.h. auch im Fall n = 3 stimmt die Anzahl der rechten reellen Nullstellen mit
der Anzahl der Vorzeichenwechsel der Sprungantwort iiberein.
Der Fall n = 4: Es gilt nun

M<V¥<n—-1=3 (20)

Falls eine einzige rechte Nullstelle vorliegt, ist es nicht moglich auszuschliessen, dass 3 Vor-
zeichenwechsel existieren. Liegen 2 bzw. 3 Nullstellen vor, so stimmt wiederum aufgrund
der Balance-Relation und der Ungleichung (20) die Anzahl der rechten reellen Nullstellen
mit. der Anzahl der Vorzeichenwechsel der Sprungantwort tiberein.

Im allgemeinen Fall n gilt

M<¥<n-1 (=1,2,3.)
In Anlehnung an die oben betrachteten einfachen Fill ist offensichtlich: in den Fallen

M=n-1 und M=n-22>0



70

UBER DEN EINFLUSS VON ,RECHTEN* NULLSTELLEN EINES SYSTEMS AUF DESSEN SPRUNGANTWORT;
DIE BALANCE-RELATION

ist die Anzahl der rechten reellen Nullstellen identisch mit der Anzahl der Vorzeichen-
wechsel der Sprungantwort. Sonst kann keine weitere Aussage gemacht werden.

Obige Beispiele geben zu der Vermutung Anlass, dass die Anzahl der rechten reellen
Nullstellen der Ubertragungsfunktion identisch ist mit der Anzahl der Vorzeichenwechsel
der Sprungantwort. Dies ist leider falsch wie das folgende Beispiel zeigt.

Ein Gegenbeispiel (Beispiel 3): Wir betrachten folgendes System der Ordnung 4.
mit einer reellen rechten Nullstelle
600(1 — s)(s +0.2)%
(s+1)(s+2)(s+3)(s+4)

Dessen Sprungantwort weist, ein Unterschwingen auf, besitzt allerdings 3 Vorzeichenwech-
sel (Nullstellen) im Intervall (0, co)!

5 Uber die Nullstellen von LAPLACE - Integralen

Auch wenn im allgemeinen Fall die Anzahl der rechten reellen Nullstellen der Ubertra-
gungsfunktion nicht mit der Anzahl der Vorzeichenwechsel der Sprungantwort {iberein-
stimmt, stellt sich die prinzipielle Frage, ob die Anzahl und Lage der Vorzeichenwech-
sel einer Funktion ((t) in einer analytischen Relation zu Kenngroflen der LAPLACE-

Transformierten
oG o0

F(s) = / e B(t)dt = /C_Stda(t)
0 0

stehen. Man kann sich leicht vorstellen, dass der zahlenmissig grofite Vorzeichenwechsel
gewissermassen ein ,Mafl” fiir die Normalitit der Sprungantwort ist. Ab diesem Zeit-
punkt, wechselt sie nicht mehr das Vorzeichen und strebt gegen einen Grenzwert.
Hierzu benutzen wir Erkenntnisse von POST [6], welche von WIDDER [11] verallgemei-
nert wurden. Der folgende Satz dient der Erfassung (Charakterisierung) der Vorzeichen-
wechsel einer Originalfunktion §(t) mittels der zugehorigen Bildfunktion F(s): Falls die
Funktion 4(t) im Intervall [0,00) an der Stelle § ein Vorzeichenwechsel besitzt, so weist
fur hinreichend grofle Werte k die Funktion

[e 0] o0

: bk ) Lk d*F
F®(g) = (wl)’“’/e'“t'”ﬁ(t)dt = (-1)’°/e‘°‘t"da(t) = ds’(*S) (22)
0 0
eine reelle Nullstelle ¢ auf. Insbesondere gilt der Zusammenhang
lim % = 1 (23)

Das bedeutet: falls ¥ Vorzeichenwechsel der (reellen) Funktion 3(t) vorliegen, besitzt dic

(1.A. komplexwertige) Funktion
lim F¥)(s)

k—oo

¥ reelle Nullstellen 9m Unendlichen!
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Unter Beachtung der eingefiithrten Nomenklatur beim formulierten Satz von LAGUERRE
(vel. (17) und (18)) und unter der weiteren Voraussetzung

a(0+) = a(0) = 0,

die bei uns gegeben ist, kann man die Aussagen obigen Satzes verschirfen: Falls die
Funktion 3(t) im Intervall (0, R) fiir jeden beliebig grofien positiven Wert R insgesamt
¥ Vorzeichenwechsel besitzt, so weist obiges Integral (22) in seinem Konvergenzintervall
firr hinrcichend grofie k-Werte genau W reelle Nullstellen auf. Diese kénnen mit Hilfe von
(23) berechnet werden.

Betrachtet man nun ein BIBO-stabiles System mit Tiefpasscharakter, so erfiillen seine
Sprungantwort h(t) bzw. deren Integral die gestellien Voraussetzungen fiir die Funktion
oft). Einfach formuliert: die Anzahl der Vorzeichenwechsel der Sprungantwort stimmt
{iberein mit der Anzahl der reellen rechten Nullstellen der LAPLACE-Transformierten
der ,zeitheschwerten” Sprungantwort [t¥h(t)] fir hinreichend groBe k-Werte.

5.1 Anwendung des POST- WIDDER-Theorems auf die Sprung-

antwort
Wir betrachten ein BIBO-stabiles LZI-System mit M reellen rechten Nullstellen
Zg(s) .
G(s) = mit G(s=0)>0 und G(s=oc) =0.
)= 5o (5 =0) (s = =)

Wir haben obigen Satz auf die Sprungantwort h(t) solch eines Systemen auf vielfaltige
k .
Art angewandt: Die explizit (per Hand) ermittelten Ausdriicke d—;{—gs—) gestalten sich sehr

uniibersichtlich. Auch wenn dic Funktion h(t) - vgl. (10) - eine relativ einfache Struktur
besitzt
h(t) = hit)e

wobei h;(t) Polynome der Variablen ¢ sind, und die zugehérige LAPLACE-Trans{formierte
H(s) sogar angeschricben werden kann, fithrt die Anwendung auch in den cinfachsten
Fillen(!) zu keinem befricdigenden Resultat. Bei der Verwendung von ,symbolisch rech-
nenden” Programmen war das Ergebnis ebenfalls erntichternd, da schon bei niedrigem
Grad der Differentiation die Programme versagten. Daraufhin wurde das Programm
MACSYMA angewandt, wobei dic Ermittlung der Nullstellen der abgeleiteten Funk-
tionen mit Hilfe numerischer Algorithmen erfolgte. Sehr hilfreich war letztendlich das
Verfahren von DESCARTES zur Ermittlung reeller Nullstellen. Damit wurde die LA-
PLACE-Transformierte der Sprungantwort

1 600(1 — s)(s +0.2)2

) = S TN )+ )

(24)

des schon behandelten Systems (21) untersucht. Der interessierte Leser moge mit Hilfe
von MACSYMA? bei geeigneter Initialisierung den Befchl

for k: 1 thru 40 do(hk:factor(diff(hk, s)), disp(k/realroots(num(hk))))
IMACSYMA ist ein Programmpaket der Firma Symbolics.
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ausfithren lassen. Es werden in einer Schleife fir k = 1,...,40 die reellen Nullstellen der
Funktion hk ermittelt, die sich durch k-malige Diffrerentiation der Funktion (24) ergibt.
Die Lage der Vorzeichenwechsel wird geméaf (23)

_k
G

berechnet. Ab der 7. Iteration erhalten wir 3 reelle Nullstellen ¢, aus denen die 3 Vor-
zeichenwechsel der Sprungantwort niherungsweise berechnet wurden. Es ist festzuhalten,
dass die Konvergenz dieser Vorgehensweise nicht sehr gut war.

b}

6 Verhiltnisse am Standardregelkreis

Wir betrachten einen Standardregelkreis mit der Fiihrungsgrofe r(t), der Ausgangsgrofie
y(t) und der Regelabweichung e(t)

e(t) =r(t) —y(t).

Wir bezeichnen mit P(s) bzw. R(s) die Strecken- bzw. die Regleriibertragungsfunktion.

Es wird angenommen, dass der Regler R(s) den Regelkreis intern stabilisiert und dass die

Strecke selbst nicht sprungfihig ist. Die Ubertragungsfunktion des offenen Regelkreises

bezeichnen wir mit L(s)

_ Zu(s)
" Ni(s)

T(s) sei die BIBO-stabile Ubertragungsfunktion des geschlossenen Kreises. Bei verschwin-

dendem Anfangszustand beschreiben folgende Relationen das Verhalten des Regelkreises
im Bildbereich :

L(s) := P(s)R(s)

§) = = 25
T6) =706 = Moo (25)
und i
e(s) = TL(S)T‘(S) = [1 = T(s)]r(s).
Durch Einfithrung der komplementiren Fiihrungsiibertragungsfunktion
Ny(s)
S(s) :=1—-T(s) = ——=% 26
(5 )= Teeg (20)
erhalten wir Ny(s)
e(s) = S(s)r(s) = A
(8) = S(eyr(s) = FEiorls

Die vorhin aufgestellten Uberlegungen beziiglich der Rolle der rechten reellen Nullstellen
einer Ubertragungsfunktion konnen problemlos auf die Relationen (25) und (26) ange-
wandt werden. Hierbei geht es um den Einfluss von rechten reellen Nullstellen des offenen
Kreises auf den Verlauf der Sprungantwort des Regelkreises bzw. um den Einfluss von
rechten reellen Polstellen des offenen Kreises auf den Verlauf der Regelabweichung c(t)
bei sprungartiger Fiihrungsgrofie. Verhéltnisse am Standardregelkreis
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7 Zustandsraum-Interpretation des Unterschwin-
gens der Sprungantwort

Wir gehen von folgendem asymptotisch stabilen, steuerbaren und beobachtabaren n-
dimensionalen LZI-System

%)t—( = AX + bu mit x(t=0)=0 (27)

y =c'x (28)

aus und ermitteln die Werte des Zustandsvektors und der Ausgangsgrofie fur den Fall
u(t) = 1. Es ergibt sich fiir den Zustandsvektor nach einigen Berechnungen

x(t) = AATIL — A7, (29)
Der stationdre Wert des Zustandsvektors lautet dann

Xoo = lim x(t) = —A"'b. (30)

t—o0

Wir nehmen nun der Einfachheit halber an, dass der zugehorige Grenzwert der Sprung-
antwort positiv ist:

Yoo 1= —CT A™'b >0. (31)
Obige Relation (29) wird nun umgeschrieben
x(t) + A7'b = *[A7 D).
Damiit ist ersichtlich, dass der tranformierte Zustandsvektor
%(t) = —[x(t) + A7'b] = x_, — x(t)

dem freien” System

dx

22 s AR 32

i (32)
mit der Ausgangsgrofic

j=cl'x (33)

geniigt. Aufgrund dessen entsprechen im urspriinglichen System (27, 28) bei konstanter
EingangsgroBe u = 1 die Ubergange

Das Auftreten von Unterschwingen bedingt, dass ein endliches Intervall 0 < ¢ < ¢} exi-

stiert, in dem
9(t) > Yoo (34)
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gilt. Nachdem 0. E.d.A.°
llell = 1

gewihlt werden kann, bedeutet das: die Trajektorie X des Systems (32, 33) verlduft im
Intervall 0 < t < ¢, derart, dass deren Projektion auf c¢ einen grofileren Wert als Yoo

annimmt.

7.1 Betrachtungen anhand einer Normalform

Die Betrachtungen vereinfachen sich bei der Benutzung von besonderen Zustandsraumdar-
stellungen. Wir nehmen an, dass das System in der Steuerbarkeits-Normalform vorliegt:

dx -

—C—Zt_ = Apx + eyu y=Co X
Hierbei sind die Matrix Ag und der Vektor e,, durch
0 1 0 - 0 0
0 0 1 - 0 0
Ap: = : : SRR : e, =] :
0 0 0o - 1 0
-y =—a; —ag - —CQn_1 1

definiert. Der Vektor c ist durch
CTiz(CQ ¢y € - Cn—l)

gegeben, wobei ||c|| = 1 gilt. Zur Erinnerung: dic zugehorige Ubertragungsfunktion lautet

s+ a8+ o Fcpyors™!
G(S)_ Co 1 2 Cn-1

ag+ a1s + aps? + ...+ ap_18" + 5"

Die stationiren Werte Xo, bzw. Y. gemif (30) und (31) ergeben sich, da man die benotigte
Matrix Aj' explizit angeben kann, zu

—a; —Q» -+ —Up_y —1 0 1
| o - 0 0 0 ! 0 |
Xeo=——| O 1 -+ 0 0 0 f==]0]=_"¢
5 . . . . ay ag
0 0 1 0 1 0
bzw
Yoo = Co/(l»o

Unterschwingen bedeutet nun folgendes: die Trajektorie X des freien Systems

Ix . 1
= Apx j=c'x mit X(t =0) =: Xy = —e,
di ay

[ . . R . . . . . . N .
°Diese Annahme ist tatsichlich keine Einschrankung, weil sich durch eine entsprechende Skalierung
die Eigenschaft des Unterschwingens nicht dndert.
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darf im Intervall 0 < t < t; nicht so verlaufen, dass ihre Projektion auf ¢ einen grofieren
Wert als ¢g/ay annimmt. Mochte man andererseits gezielt ein Zahlerpolynom fiir G (s)
derart suchen, dass Unterschwingen vorliegt, so kann dies nun auch einfach bewerkstelligt
werden. Aufgrund von A g und e, stehen niimlich der Anfangszustand Xy und der gesamte
Trajektorienverlauf fest. Wir miissen nur mehr eine Projektionsrichtung mit der oben
genannten Eigenschaft (34) suchen; mit der Festlegung dieser Richtung ist automatisch
das Zahlerpolynom von G (s) festgelegt.

Einige bemerkenswerte Details
e Der Anfangszustand X liegt im ,,1. Quadranten”.
¢ Die Richtung der Trajektorie im Anfangszustand X, lautet immer:

dx

Y — PR — T
Etzg-Aon—(O 0 -1) .

o Ein zu s; gehoriger Rechts-Eigenvektor p; lautet (bekanntlich):

n—1

2 T
pi=(1 S, §7 - 8 ) .
Wir gehen nun von n verschiedenen, reellen, negativen geordneten Eigenwerten s,
S1 > 89 > ... > 8y

aus. Dann nahert sich die Trajektorie fir hinreichend grofle t-Werte dem zum
groBten (betragsmiBig kleinsten) Eigenwert s; gehorigen Eigenvektor p;, der somit
von der Richtung erstaunlich eingeschrinkt ist. Weiters zeigt kein Eigenvektor in
den ,,1. Quadranten® (bzw. dem entsprechenden Gebiet bei hoheren Ordnungen mit
iIi z 0).

e Zeigt der Ausgangsvektor ¢ nicht in den 1.Quadranten, kann das Zihlerpolynom
von G (s) kein HURWITZ-Polynom sein. Die Ubertragungsfunktion besitzt dann
mindestens eine Nullstelle mit positivem Realteil.

7.2 Beispiel

Wir gehen von folgendem System 2. Ordnung mit den Eigenwerten s; = —1 und s; = -2

aus:
i)—c = 0 1 X+ v (
-~ \ -2 -3 1

Abgeschen vom Ausgangsvektor c liegt die Trajektorie des transformierten Systems

& (0 1 \. oo [ 08
dt— —92 _3 X mit Xg = 0

fest (siche Abbildung 2). Mit dem Ausgangsvektor ¢!} ergibt sich kein Unterschwingen,
mit ¢® hingegen schon. Die Ubertragungsfunktion im ersten Fall

543
V10 (s +1) (s +2)

el (s) =
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weist keine rechte Nullstelle auf, im Gegensatz zum zweiten Fall:
s—1

V2(s+1)(s+2)

Offensichtlich kénnen Ausgangsvektoren, die in den 1. Quadranten zeigen (co > 0,1 2 0),
kein Unterschwingen hervorbringen.

G® (5) =

o)

Xo Xy -

@

Abbildung 2: Trajektorie auf zwei verschiedene Ausgangsvektoren projiziert

7.3 Beispiel

Wir gehen von einem System 3. Ordnung mit den Eigenwerten s; = —1, s = —2 und
§3 = —3 aus

dx 0 1 0 0

—_— = 0 0 1 x+ | 0 |u

d\ —6 -11 -6 1

Dic Trajektorie des transformierten Systems

s 0 1 0 1/6
’ -6 —-11 -6 0

ist in Abbildung 3 ersichtlich. Auch hier kénnen alle Ausgangsvektoren c, die in den
1. Oktanten zeigen (¢o > 0, ¢; > 0, ¢z > 0), kein Unterschwingen hervorrufen. Einige
dieser Ausgangsvektoren bewirken aber zwei Vorzeichenwechsel der Sprungantwort! Einen
einleuchtenden Grenzfall stellt zum Beispiel der Ausgangsvektor

¢"=[0 0 1]
dar, fiir den jene Teile der Trajektorie mit Z3 > 0 eine negative Sprungantwort bewirken®.
Ein dhnlicher Ausgangsvektor mit ¢p # 0 lautet
- 1

:m[om 04 1]

YGeht man von negativen, reellen Eigenwerten aus, wird die Trajektorie fiir sehr grofie t immer T3 > 0

. T T
aufweisen, weil die Bigenvektoren p; = (1 s; s? )" lauten.
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und fiihrt bei entsprechender Skalierung zu der bereits im Abschnitt 2 behandelten Uber-
tragungsfunktion (4)
150(s + 0.2)?

T(s) = (s+1)(s+2)(s+3)

l} x3

ol

=iy

Abbildung 3: Trajektorie eines Systems 3. Ordnung
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