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Steuerbarkeitsmaße für lineare zeitinvariante
Systeme - Ein Überblick

S. Moschik, N. Dourdoumas
Institut für Regelungs- und Automatisierungstechnik, TU Graz

sonja.moschik@tugraz.at

In den vergangenen 50 Jahren wurde eine Vielzahl unterschiedlicher Maßzahlen zur Quantifi-
zierung der Begriffe Steuer- und Beobachtbarkeit eingeführt. Die Analyse der einzelnen Maße
ist durchaus lohnenswert und liefert einen tieferen Einblick in diese Systemeigenschaften. Für
ein besseres Verständnis der Begriffe und derer Maße erscheint es sinnvoll, die einzelnen Maße
geeignet zu klassifizieren. Dadurch erhält man einen größeren Überblick, und die Maße können
so von einem globalen Blickwinkel aus betrachtet werden.

1 Motivation

Die Begriffe Steuerbarkeit und Beobachtbarkeit sind von fundamentaler Bedeutung bei
der Analyse und Synthese zeitkontinuierlicher linearer zeitinvarianter Systeme (LZI-
Systeme)

(A,B,C) :
dx
dt

= Ax + Bu x(0) = x0

y = Cx
(1)

mit A ∈ Rnxn, B ∈ Rnxm und C ∈ Rpxn. Für die Probleme Polvorgabe, Minimalrea-
lisierung und Entwurf optimaler Systeme ist die Steuer- bzw. Beobachtbarkeit Vor-
aussetzung für die Existenz der Lösung. Ist ein System steuerbar, dann existiert eine
Eingangsfunktion u derart, dass ausgehend von einem beliebigen Anfangszustand x0

ein beliebiger Endzustand in endlicher Zeit erreicht werden kann. Ist ein System beob-
achtbar, so kann der unbekannte Anfangszustand x0 auf Grund des Verlaufs der Aus-
und Eingangsgrößen y und u in einem endlichen Zeitintervall ermittelt werden.
Mit Hilfe des Begriffes Dualität zweier LZI-Systeme existiert zwischen der Steuer- und
der Beobachtbarkeit folgender Zusammenhang: Das System (A,B,C) ist genau dann
steuerbar (beobachtbar), wenn das duale System (−AT ,CT ,BT ) beobachtbar (steuer-
bar) ist. Aus diesem Grund wird in diesem Artikel meist nur die Steuerbarkeit behan-
delt.
Die Steuerbarkeit ist eine binäre Eigenschaft, d.h. ein System ist entweder steuerbar
oder nicht steuerbar. Diese Information kann durch eine Reihe von einfach anzuwen-
denden algebraischen Kriterien erhalten werden. Diese Kriterien liefern damit im All-
gemeinen nur eine Ja-Nein Aussage. Durch die Einführung eines Steuerbarkeitsmaßes
kann ein tieferer Einblick in diese Systemeigenschaft gewonnen werden. Hierbei sind
folgende Aussagen von Bedeutung:
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Theorem 1 (LEE und MARKUS [16]) Sei (A,B) ein steuerbares System. Dann existiert
eine Konstante δ derart, dass jedes System (Â, B̂) mit der Eigenschaft

||A− Â|| < δ und ||B− B̂|| < δ

ebenfalls steuerbar ist. Umgekehrt, falls ein System (Ã, B̃) nicht steuerbar ist, so existiert zu
jeder positiven Konstante ε ein steuerbares System (A,B) mit der Eigenschaft

||A− Ã|| < ε und ||B− B̃|| < ε .

Der erste Teil des Theorems sagt aus, dass um jedes steuerbare System eine Umgebung
existiert, in welcher sich ausschließlich steuerbare Systeme befinden. Im zweiten Teil
kann der Parameter ε beliebig klein gewählt werden. Dadurch besagen diese Unglei-
chungen, dass sich beliebig nahe bei einem nicht steuerbaren System ein steuerbares
befindet. Dies bedeutet, dass die Menge der steuerbaren LZI-Systeme offen und dicht
ist bzw. dass in der Menge der LZI-Systeme nur an singulären Punkten nicht steu-
erbare Systeme existieren. Mit anderen Worten, die Steuerbarkeit ist eine generische
Eigenschaft. Man kann somit sagen, dass ein System im „Normfall“ steuerbar ist.
Um die steuerbaren LZI-Systeme einer genaueren Untersuchung zu unterziehen, ist
eine Quantifizierung dieser Systeme sinnvoll.

Ein anderer Grund für die Einführung einer Maßzahl ist die Tatsache, dass die einfach
strukturierten Kriterien nach KALMAN bzw. HAUTUS bei der numerischen Auswer-
tung in manchen Fällen falsche Aussagen liefern.
Nach KALMAN gilt, dass ein System (A,B) genau dann steuerbar ist, wenn die recht-
eckige (n, n+m) Steuerbarkeitsmatrix

Su = [B,AB,A2B, . . . ,An−1B] (2)

den Rang n hat. Nach HAUTUS ist das System (A,B) genau dann steuerbar, wenn die
rechteckige (n, n+m)-Matrix

Hu = [λE−A,B] (3)

für alle Eigenwerte λ = λk (k = 1, . . . , n) der Matrix A den Rang n hat. Sowohl für das
KALMAN- als auch für das HAUTUS-Kriterium ist die Rangbestimmung einer Matrix
notwendig. Deren numerische Bestimmung erfolgt am zuverlässigsten durch eine Sin-
gulärwertzerlegung der Matrix, da die Singulärwerte nicht sehr empfindlich auf Än-
derungen der Einträge der Matrix reagieren [23]. Trotzdem kann die Rangbestimmung
im Rahmen der numerischen Ermittlung fehlerhaft ausfallen. Dies geschieht vor al-
lem dann, wenn sich die Größenordnungen der Elemente der Matrix Su bzw. Hu stark
unterscheiden. Gerade bei Systemen höherer Ordnung kann durch das notwendige
Potenzieren der Matrix A mit großen Exponenten dieser Fall bei der Rangbestimmung
von Su eintreten. Beim Kriterium nach HAUTUS entsteht ein weiteres Problem. Die
Eigenschaft schlecht konditionierter Eigenwerte erklärt, warum die numerische Über-
prüfung der Steuerbarkeit mit Hilfe des HAUTUS-Kriteriums zu falschen Ergebnissen
führen kann. Numerisch stabile Algorithmen zur Bestimmung der Eigenwerte λk ei-
ner Matrix A liefern eigentlich die Eigenwerte λ̃k einer in der Nähe liegenden Matrix
Ã. Diese können sich im Falle schlecht konditionierter Eigenwerte stark von den tat-
sächlichen unterscheiden. Angenommen, der benutzte Algorithmus liefert auf Grund
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numerischer Fehler die „falschen“ Eigenwerte λ̃k, wird zur Überprüfung der Steuer-
barkeit der Rang von [λ̃kE − A,B] berechnet. Dieser kann sich vom Rang der Matrix
[λkE − A,B] unterscheiden! Auf die bei der Auswertung von Steuerbarkeitskriterien
auftretenden numerischen Schwierigkeiten (Rang- sowie Eigenwertbestimmung) wird
z.B. in [23] ausführlich eingegangen.

Bei der Formulierung eines Maßes, welches die Steuerbarkeit geeignet quantifiziert,
geht es um die Aussage, wie „gut“ bzw. „schlecht“ ein System oder eine Zustandsva-
riable steuerbar ist. Bei der Definition eines Maßes stellt sich die zentrale Frage, wie
die Begriffe „gut“ bzw. „schlecht“ steuerbar zu verstehen und wie diese qualitativen
Begriffe in die Sprache der Mathematik zu übersetzen sind. Hierfür gibt es mehrere
Möglichkeiten. Jede dieser Definitionen hat durchaus ihre Berechtigung und wurde in
den meisten Fällen aus einer bestimmten Anwendung heraus motiviert. Die mathe-
matische Untersuchung der Vor- und Nachteile der einzelnen Definitionen und deren
Vergleich bringen nützliche und lehrreiche Einblicke in das „Wesen der Steuerbarkeit“.
Eine zu sehr in die Details eingehende Analyse kann dazu führen, den Blick für das
Wesentliche zu verlieren. Aus diesem Grund werden in dieser Arbeit die verschie-
denen Maßdefinitionen in Klassen zusammengefasst, um eine globale Analyse zu er-
möglichen. D.h. durch geeignete Zusammenfassung der Definitionen können gemein-
same Vor- und Nachteile untersucht werden. Die unterschiedlichen Interpretationen
für die Begriffe „gut“ bzw. „schlecht“ steuerbar liefern eine natürliche Klassifizierung
zur Einordnung der Definitionen. Dadurch kann der Vergleich der Maßzahlen direkt
an der Wurzel gepackt werden, indem man sich auf die eigentliche Definition konzen-
triert. In Abschnitt 2 werden die Eigenschaften der verschiedenen Definitionsklassen
untersucht sowie ihre Aussagen über die Steuerbarkeit näher betrachtet. Ein anderer,
etwas pragmatischerer Blickwinkel für eine globale Analyse ist jener aus der Sicht der
Anwendung. In Abschnitt 3 wird gezeigt, dass sich in diesem Fall die Auswahl der
Maßklasse fast automatisch ergibt.

2 Steuerbarkeitsmaße im Überblick

Die Definitionen der verschiedenen Maßzahlen lassen sich in drei Klassen einteilen:
Modalmaß, Energiemaß und Distanzmaß. Diese prinzipiell unterschiedlichen Ansätze
werden im Folgenden kurz erläutert und einer mathematischen Untersuchung unter-
zogen. Es wird auf die generelle Aussage der Definition über die Steuerbarkeit ein-
gegangen und es werden Stärken und Schwächen der Definitionsklassen aufgezeigt.
Weiters wird auf die Berechung der Maße kurz eingegangen, da ein Maß nur dann
sinnvoll benutzt werden kann, wenn dieses für einen konkreten Fall auch tatsächlich
einen korrekten Wert liefert.

2.1 Modalmaß

Die Modalform erhält man aus Gleichung (1) durch die Zustandstransformation

x = [xR1,xR2, . . . ,xRn]z = XRz .
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Die Spalten der Matrix XR entsprechen Rechts-Eigenvektoren xRk der Matrix A. Unter
der Voraussetzung, dass die (n, n)-Matrix A verschiedene Eigenwerte λk (k = 1, . . . , n)
besitzt, sind zugehörige Eigenvektoren linear unabhängig und die Transformations-
matrix XR regulär. Mit der Bezeichnung

X−1
R = XL,

wobei die Zeilen von XL Links-Eigenvektoren xLk der Matrix A entsprechen, erhält
man das modaltransformierte System

dz

dt
= XLAXRz + XLBu =: Âz + B̂u

y = CXRz =: Ĉz . (4)

Die Systemmatrix Â liegt nun in Diagonalform vor1:

XLAXR = Â = diag(λk) =


λ1 0 . . . 0

0 λ2
...

... . . . 0
0 . . . 0 λn

 .
Die Ein- und Ausgangsmatrizen des transformierten Systems erhält man durch folgen-
de Beziehungen:

XLB = B̂ =


b̂T1
b̂T2
...

b̂Tn

 und CXR = Ĉ =
[
ĉ1 ĉ2 . . . ĉn

]
.

Diese Transformation führt zu einem entkoppelten System mit n Differentialgleichun-
gen der Form

dzk
dt

= λkzk + b̂Tku (5)

y =
n∑
k=1

ĉkzk . (6)

Der Einfluss der Zeilen b̂Tk der Eingangsmatrix B̂ auf die Steuerbarkeit (Beeinfluss-
barkeit) der entsprechenden Teilsysteme ist nun direkt sichtbar. Die Modalmaße zur
Quantifizierung der Steuerbarkeit beruhen auf der Idee, dass kleine Einträge in den
entsprechenden Zeilen b̂Tk der Matrix B̂ auf eine „schlecht“ steuerbare Zustandsvaria-
ble hinweisen.
Betrachtet man die Ausgangsgleichung des entkoppelten Systems, so erkennt man den
Einfluss der Ausgangsmatrix Ĉ auf die Ausgangsgröße y. Analog kann nun für die

1Die Systemmatrizen Â, B̂ und Ĉ können nun komplexwertig sein. Hierbei sind zwangsläufig ge-
wisse Einträge konjugiert komplex!
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Beobachtbarkeit die Aussage getroffen werden, dass kleine Einträge in den entspre-
chenden Spalten ĉk auf eine „schlecht“ beobachtbare Zustandsvariable hinweisen. Da
in diesem Fall Aussagen im sogenannten Modalraum getroffen werden, wird in der
Literatur oft von der Steuer- bzw. Beobachtbarkeit eines Eigenwertes oder einer Eigen-
bewegung gesprochen.
In der Vergangenheit wurden unter Benutzung der Zeilen von B̂ unterschiedliche
Maßzahlen zur Bewertung der Steuerbarkeit definiert1 (siehe [13, 15, 18]):

i)
√

b̂Hk b̂k

ii)
b̂Hk b̂k
xHLkxLk

iii)
b̂Hk b̂k
xHLkxLk

e−2Re{λk} .

Hierbei wird eine Normierung der Zeilen der Eingangsmatrix B̂ vorgenommen und in
iii) zusätzlich ein Gewichtungsterm eingeführt, der eine unterschiedliche Bewertung
der vorliegenden Eigenwerte bewirkt.
Weitere in diese Klasse einzuordnende Maße sind jene, die das Produkt aus den Ele-
menten der transformierten Ein- und Ausgangsmatrix B̂ und Ĉ benutzen. Betrachtet
man die Übertragungsmatrix Gk(s) eines entkoppelten Teilsystemsy1

...
yp

 =
1

s− λk

ĉ1kb̂k1 . . . ĉ1kb̂km
... . . . ...

ĉpkb̂k1 . . . ĉpkb̂km


︸ ︷︷ ︸

Gk(s)

u1
...
um

 (7)

mit dem Eigenwert λk, so wird ersichtlich, dass für die Steuer- und Beobachtbarkeit
das Produkt hij := ĉikb̂kj von Bedeutung ist.
Wird die Matrix Gk zur Nullmatrix, dann ist dieses Teilsystem entweder nicht steuer-
bar und/oder nicht beobachtbar. Wenn eine Spalte ĉkb̂kj dieser Matrix dem Nullvektor
entspricht, hat die zugehörige Eingangsgröße uj keinen Einfluss auf die Ausgangs-
größen. Enthält die Matrix Gk eine Nullzeile b̂Tk ĉjk, dann enthält die zugehörige Aus-
gangsgröße yj keinerlei Information. Das heißt, es existiert eine Minimalrealisierung
mit einer Ordnung kleiner als n. Neben der Maßdefinition hij = ĉikb̂kj ergeben sich
durch leichte Modifikation weitere Definitionen für eine verkoppelte Beurteilung der
Steuer- und Beobachtbarkeit (siehe [11, 17, 18]):

i) |hij|

ii)
hij
λk

iii) maxpi=1

(
maxmj=1

∣∣∣∣hijλk
∣∣∣∣)

iv)
p∑
i=1

m∑
j=1

∣∣∣∣hijλk
∣∣∣∣ .

1Der Vektor bH bezeichnet den konjugiert-transponierten Vektor zu b.
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Unter der Annahme eines asymptotisch stabilen Systems und konstanter Eingangsgrö-
ßen prägen die normierten Größen den Grenzwert für t→∞ der Ausgangsgröße.
Diese Definitionsklasse zeichnet sich durch einfache Berechenbarkeit aus, besitzt aber
auch Schwächen: Sie beschränkt sich auf diagonalisierbare Systemmatrizen A. Da-
durch ergeben sich Unstetigkeitsstellen in den Maßen. Bei einigen Maßdefinitionen
ergeben sich weitere Unstetigkeiten auf Grund der Normierung durch den Eigenwert.
Untersuchungen haben gezeigt, dass die Maße in der Nähe dieser Unstetigkeitstellen
i.A. sehr hohe Werte annehmen, was fälschlicherweise als „gute Steuerbarkeit“ inter-
pretiert werden kann [22].
Da diese Definitionen nur die Eingangsmatrix B̂ berücksichtigen, zeigen die Maße
einen Steuerbarkeitsverlust auf Grund innerer Verkopplungen, hervorgerufen durch
mehrfache Eigenwerte, nicht an.
Durch die Betrachtung im Modalraum ist i.A. eine Zuordnung zu den ursprünglichen
(physikalischen) Zustandsvariablen nicht möglich.
Da Eigenvektoren einer Matrix nicht eindeutig sind, ist auch die Modalform eines Sys-
tems nicht eindeutig. Es ist wünschenswert, dass die Maßzahlen unabhängig von der
Transformation in die Modalform das gleiche Ergebnis liefern. Bei einigen Maßen wird
das durch die Normierung mit den entsprechenden Spalten der Matrix XL erreicht. Die
oben angeführten Maße zur Bewertung der Steuer- und Beobachtbarkeit sind unab-
hängig von der Mehrdeutigkeit der Eigenvektoren, da die in Gleichung (7) angeführte
Matrix Gk(s) eine Systeminvariante ist.

2.2 Energiemaß

Eine weitere Möglichkeit ergibt sich, indem man einen Zustand x1 besser steuerbar als
einen Zustand x2 nennt, wenn für dessen Überführung nach 0 weniger Steuerenergie
notwendig ist. Hierbei wird die Steuerenergie im festen Zeitintervall [0, t1] durch

W (t1,u) =

∫ t1

0

uT (τ)u(τ)dτ (8)

definiert. Mit der Wahl
u(t) = −BT e−AT tQ−1

S (t1)x0 (9)

unter Verwendung der sogenannten GRAMschen Steuerbarkeitsmatrix

QS(t1) :=

∫ t1

0

e−AτBBT e−AT τdτ (10)

kann der beliebige Anfangszustand x0 eines steuerbaren Systems mit der minimalen
Energie

WS(t1,x0) := min
u
{W (t1,u)} = xT0 Q−1

S (t1)x0

in den Zustand 0 überführt werden. Diese Relation zeigt den Einfluss der GRAMschen
Matrix auf die notwendige Energie und somit auch auf die Steuerbarkeit. Die Menge
aller Zustände, die bei vorgegebenem Wert WS in den Ursprung überführt werden
können, entspricht einem Hyperellipsoid im Zustandsraum. Für die Einführung einer
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Maßzahl eignet sich die Benutzung der Determinante sowie der Spur von Q−1
S (siehe

[12, 19]). Die Determinante gibt Auskunft über das Volumen eines Hyperellipsoids

Volumen
{
xT0 Q−1

S (t1)x0 = 1
}
∼
√

detQ−1
S (t1) .

In diesem liegen Anfangszustände, die mit einer bestimmten minimalen Energie nach
Null gebracht werden können. Die Spur gibt den Mittelwert der minimal notwendigen
Steuerenergie an, um Anfangswerte, die der Beziehung ||x0|| = 1 genügen, nach Null
zu überführen. Die auf diesen Zusammenhängen beruhenden Definitionen beurteilen
nicht einzelne Eigenbewegungen, sondern bewerten das System als Ganzes.
Eine weitere Möglichkeit bietet die Benutzung einzelner Elemente der Inversen GRAM-
schen Matrix (siehe [1, 2]). Sie erlauben die Bewertung einzelner Zustandsvariablen x1,
x2, . . . , xn. Für den Fall WS = 1 ergibt sich als Maß für die Steuerbarkeit der Zustands-
variablen xk der Abstand zwischen Koordinatenursprung und dem Schnittpunkt des
Ellipsoids mit der positiven xk-Achse. Er ist durch

mk = 1/
√

(Q−1
S )kk

gegeben. Hierbei symbolisiert (Q−1
S )kk das k-te Diagonalelement der Matrix Q−1

S . Diese
direkte Bewertung einer Zustandsvariablen erleichtert in vielen Fällen eine physikali-
sche Interpretation.

Durch genaues Betrachten dieser Definitionsklasse erkennt man, dass die Stabilität des
Systems einen Einfluss auf das Steuerbarkeitsmaß hat. Liegt z.B. ein asymptotisch sta-
biles System vor, so wird bei konstantem Endzeitpunkt t1 das Maß größer, je weiter die
Eigenwerte des Systems von der imaginären Achse entfernt sind. Der Grund hierfür
ist, dass je „stabiler“ ein Eigenwert, desto schneller wird deren Anfangzustand x0 in
den Ursprung überführt. Somit ist die über den Eingang u zugeführte Energie klein.
Dieser Effekt verstärkt sich, je größer t1 gewählt wird. Die Verkopplung zwischen Steu-
erbarkeit und Stabilität kommt daher, dass man in dieser Definitionsklasse die mini-
male Energie betrachtet, die benötigt wird, um einen Anfangszustand in den Ursprung
zu überführen. Bei der Definition der Steuerbarkeit wird jedoch die Überführbarkeit
eines Anfangszustandes in jeden beliebigen Endzustand gefordert. Je nach Lage von
Anfangs- und Endzustand kann auch ein instabiler Eigenwert dazu beitragen, dass die
benötigte minimale Energie klein ist. Dies wird von diesen Maßen nicht berücksichtigt.
Diese Maße bewerten, genau genommen, nicht die Steuerbarkeit, sondern die „Steuer-
barkeit in den Ursprung“.
Die Berechnung der Maße ist im Vergleich zu den Modalmaßen etwas aufwendiger, da
die Inverse der GRAMschen Matrix berechnet werden muss. In [2] wird für die Berech-
nung die Modalform benutzt, da für diese Systeme die GRAMsche Matrix analytisch
angegeben werden kann. Damit ergibt sich aber der Nachteil, dass die Berechnung nur
für diagonalisierbare Systemmatrizen möglich ist. Im Unterschied zu den Modalma-
ßen beschränkt sich nicht die Definition an sich auf diese Systemklasse, sondern diese
Einschränkung wird durch die Berechnung hervorgerufen. Aus diesem Grund wurde
in [25] eine für alle LZI-Systeme benutzbare Berechnungsmethode entwickelt. Hierbei
wird für die Berechnung der GRAMschen Matrix der Reihenansatz für die Transitions-
matrix verwendet.
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In der Definitionsgleichung der GRAMschen Matrix (10) ist der Parameter t1 frei wähl-
bar, womit sich die Frage nach einer sinnvollen Wahl stellt. Wird t1 sehr klein gewählt,
werden „schnelle“ Eigenwerte (betragsmäßig große Eigenwerte) bzw. sehr groß ge-
wählt, werden „langsame“ Eigenwerte (betragsmäßig kleine Eigenwerte) stärker ge-
wichtet. Ist t1 groß, so haben auch die langsamen Eigenwerte „Zeit, ihren Beitrag zur
Überführung des Anfangszustandes“ zu leisten.
Für ein asymptotisch stabiles System wird das Steuerbarkeitsmaß mit größer werden-
dem t1 zunehmen, da das System mehr Zeit hat, ohne äußere Einwirkung in den Ur-
sprung zu gelangen. Dadurch ist die benötigte minimale Energie klein. Daraus lässt
sich folgendes erkennen: Wählt man t1 zu klein, geht die Abhängigkeit der Eigendy-
namik des Systems verloren. Wählt man die Zeit t1 hingegen zu groß, so führt dies zu
einer Überbewertung der Dynamik, und der Einfluss der Eingangsverstärkung ver-
schwindet. In der Literatur [2] wurde als mögliche Wahl für t1 die dominante Zeitkon-
stante des betrachteten Systems gewählt. Soll das Maß beim Reglerentwurf verwendet
werden, so erscheint es zweckmäßig, t1 gleich der gewünschten Einschwingzeit zu
wählen. Eine weitere Möglichkeit zur Wahl der Zeit t1 wird in [25] vorgestellt, die die-
sen Freiheitsgrad für eine numerisch möglichst günstige Berechnung der GRAMschen
Matrix ausnützt. Mit dieser Wahl können i.A. numerische Fehler bei der Berechnung
der Maßzahlen vermieden werden.

2.3 Distanzmaß

Eine mathematisch orientierte Möglichkeit für eine Maßdefinition ist die Folgende:

µ(A,B) = min
δA∈Cnxn,δB∈Cnxm

{‖[δA, δB]‖ : (A + δA,B + δB) nicht steuerbar} . (11)

Hierbei benutzen wir die Spektralnorm einer (rechteckigen) Matrix

‖M‖ :=
√
λmax(MHM) = σmax(M),

die dem größten Singulärwert der Matrix M entspricht. Das in der Einleitung ange-
führte Theorem nach LEE und MARKUS liefert eine schöne Interpretation der Grö-
ße µ(A,B). Sie entspricht dem kleinsten Abstand zu einem nicht steuerbaren System,
weshalb diese Größe als Distanzmaß bezeichnet wird. Ist dieser Abstand zu einem
nicht steuerbaren System klein, wird das System als schlecht steuerbar bezeichnet.
Dieses Maß kann aber auch anders interpretiert werden: In Gleichung (11) wird nach
einer Störung [δA, δB] mit der kleinstmöglichen Norm gesucht, die das System (A,B)
nicht steuerbar macht. Ist diese Norm klein, ist nur eine kleine Störung notwendig, um
zu einem nicht steuerbaren System (A + δA,B + δB) zu führen. In diesem Fall wird
das System (A,B) als schlecht steuerbar bezeichnet.

Auch hier wird die Steuerbarkeit des Systems und nicht die der einzelnen Zustandsva-
riablen bewertet. Aus systemtheoretischer Sicht erscheint die Definition des Distanz-
maßes gegenüber den beiden anderen Definitionsklassen am besten geeignet. Die De-
finition gilt für alle LZI-Systeme. Die Aussage über die Güte der Steuerbarkeit wird
nicht durch andere Systemeigenschaften wie z.B. Stabilität verzerrt.
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Im Vergleich zu den anderen Maßdefinitionen ist die Definition des Distanzmaßes ma-
thematisch deutlich anspruchsvoller.
Bei der Definitionsgleichung (11) handelt es sich um ein nicht glattes, nicht konve-
xes, nichtlineares Optimierungsproblem mit n2 + nm freien Parametern. Es wurden
eine Reihe von Arbeiten veröffentlicht, die sich mit der Bestimmung des Distanzma-
ßes beschäftigen. Einige Autoren versuchen, direkt eine Lösung für das durch EISING
etwas einfacher formulierte Optimierungsproblem (11) zu finden. EISING hat in [6, 7]
gezeigt, dass (11) folgender Formulierung

µ(A,B) = inf
s∈C
{σmin([sE−A,B])} =: inf

s∈C
{σ(s)} (12)

äquivalent ist. Hierbei sind s eine beliebige komplexe Zahl und σmin(M) der kleinste
Singulärwert der Matrix M. Diese Gleichung beschreibt ein Optimierungsproblem mit
dem freien Parameter s. Somit erhält man unabhängig von der Systemordnung ein
Problem mit zwei reellen Optimierungsparametern: dem Real- und dem Imaginärteil
von s. Kernstück der Suche nach der Lösung ist für einige Ermittlungsalgorithmen
der sogenannte Test von GU [8, 9]. Dieser gibt für zwei beliebig vorgegebene positive
Zahlen δ1 und δ2 eine Relation zwischen dem Distanzmaß µ und den beiden Werten δ1
und δ2 an:

µ ≤ δ1 oder µ > δ2 .

GUs Test kann auf zwei verschiedene Weisen genutzt werden, um die Lösung von
(12) zu ermitteln. Eine Möglichkeit ist die direkte Suche nach dem globalen Minimum.
Hierfür werden eine obere und eine untere Schranke je nach Ausgang von GUs Test
sukzessive angepasst.
Eine weitere Möglichkeit besteht darin, die Minima von σ(s) durch geeignete Suchver-
fahren zu ermitteln (siehe z.B. [26]). Hierbei wird mit Hilfe von GUs Test bestimmt,
ob es sich um ein lokales oder um das globale Minimum handelt (siehe [5, 8, 9]). Die
numerische Abschätzung liefert i.A. genaue und zuverlässige Ergebnisse. Die Berech-
nungsdauer ist allerdings verhältnismäßig groß.
Schnellere, aber i.A. weniger genaue Methoden zur Bestimmung von Schranken für
das Distanzmaß µ ohne Verwendung von GUs Test, benutzen kanonische Formen wie
z.B. die kanonische Form nach KRONECKER [3], eine Art KALMAN-Zerlegung [4]
oder die Stufenform bzw. HESSENBERG-Form [27] sowie die Störungstheorie [3, 10].
Trotz der mathematisch schwierigen Definition kann ein Einblick in das Verhalten der
Steuerbarkeit auch auf analytische Weise erhalten werden. Durch einfache Abschät-
zungen ergibt sich beispielsweise für Systeme in Modalform, dass für die Steuerbar-
keit sowohl die Eingangsmatrix B als auch der Abstand zwischen den Eigenwerten
der Systemmatrix A entscheidend sind. Sind die Elemente von B oder der Abstand
zwischen den Eigenwerten klein, so führt dies zu einem kleinen Wert µ. Hierdurch
wird angezeigt, dass die Steuerbarkeit des Systems schlecht ist [20].
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3 Aus der Sicht der Anwendung

Wie bereits in der Einleitung erwähnt, ergibt sich die Wahl der Definitionsklasse di-
rekt aus der Anwendung. Für die Anwendung ist die grundsätzliche Eigenschaft, ob
die Steuerbarkeit des Gesamtsystems oder der einzelnen Zustandsvariablen bewertet
werden soll, entscheidend.
Betrachtet man z.B. das Problem der Platzierung von Aktoren und Sensoren, eignet
sich das Energiemaßmk nach BENNINGER [2] besonders gut, da einzelne Zustandsva-
riablen bewertet werden. Somit kann die Aussage getroffen werden, welche Zustands-
variablen gemessen werden müssen, um eine hinreichend gute Beobachtbarkeit zu er-
reichen.
Für Probleme der Ordnungsreduktion werden meist Modalmaße benutzt, da diese die
Dominanz der Eigenbewegungen bewerten. Sie ermöglichen, die Ordnung eines kom-
plexen Systems durch Vernachlässigung der Systemteile mit dem geringsten Einfluss
auf das Gesamtsystem zu reduzieren.
Maße, welche die Steuerbarkeit des Gesamtsystems bewerten, können z.B. folgender-
maßen eingesetzt werden: Da die numerische Bestimmung der Steuerbarkeit mit Hilfe
der Kriterien nach KALMAN oder HAUTUS in manchen Fällen zu fehlerhaften Er-
gebnissen führt, kann das Distanzmaß für eine zuverlässige Bestimmung der Steu-
erbarkeit benutzt werden. PAIGE führt in [23] die Schranke µ0 ein, welche sich aus
Unsicherheiten der Systemmatrizen und aus einer Schranke für die zu erwartenden
numerischen Fehler bei der Berechnung von µ zusammensetzt. Ist das berechnete Di-
stanzmaß µ größer als der ermittelte Wert µ0, dann ist das System mit Sicherheit steuer-
bar. Anderenfalls kann keine zuverlässige Aussage über die Steuerbarkeit des Systems
gemacht werden.
Mit Hilfe der Maße kann ebenfalls eine Aussage über die Empfindlichkeit des Systems
auf Grund von Parameterungenauigkeiten getroffen werden. D.h. wenn das (nicht ex-
akt) modellierte System beispielsweise schlecht steuerbar ist, ist zu erwarten, dass das
reale System auf Grund von Parametertoleranzen oder -schwankungen nicht steuerbar
ist.
Auch für die Wahl bzw. die Bewertung eines Arbeitspunktes eines nichtlinearen Sys-
tems können die Maße hilfreich sein. Wird ein nichtlineares System

dx

dt
= f(x,u)

um einen Arbeitspunkt (xR,uR) linearisiert, um einen linearen Zustandsregler zu ent-
werfen, so entsteht ein lineares System, dessen Steuerbarkeitsgüte mit Hilfe der Maße
bewertet werden kann. Wird ein guter Arbeitspunkt dadurch definiert, dass das linea-
risierte System gut steuerbar ist, kann somit mittels der Maße die Qualität des Arbeits-
punktes bewertet werden.
Die Kriterien für die Steuer- bzw. Erreichbarkeit von zeitdiskreten Systemen stimmen
weitestgehend mit denen für zeitkontinuierliche Systeme überein, weshalb die einge-
führten Maße auch auf diese Systeme angewendet werden können. Dadurch ergibt
sich die gleiche Auswertung der Maße für diskrete Systeme. Eine mögliche Anwen-
dung für das Distanzmaß in diesem Bereich ist die Wahl der Abtastzeit für zeitdis-
kretisierte Systeme. Abgesehen von physikalischen Einschränkungen gibt es für die
Abtastzeit (Diskretisierungszeit) Td eine von KALMAN formulierte Bedingung:
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Theorem 2 Ein zeitdiskretes System

ξi+1 = eATdξi +

(∫ Td

0

eAτBdτ

)
ui ηi = Cξi,

das aus einem steuerbaren und zeitkontinuierlichen System (1) entstanden ist, ist steuerbar,
wenn gilt: Für alle Eigenwerte

λµ = σ + jωµ und λν = σ + jων

der Matrix A mit gleichem Realteil erfüllt die Abtastzeit Td die Ungleichung:

(ωµ − ων)Td 6= ±k2π mit k = 1, 2, . . . . (13)

Für einen skalaren Eingang u (m = 1) ist obige Bedingung notwendig und hinreichend.
Handelt es sich um eine vektorielle Eingangsgröße u (m > 1), ist obiger Satz nur hin-
reichend [24].
Aus diesem Theorem ist ersichtlich, dass die Abtastzeit einen Einfluß auf die Steuer-
barkeit hat. Untersuchungen zeigen, dass die Güte der Steuerbarkeit von der Abtast-
zeit Td, von der zur Beurteilung der Steuerbarkeit verwendeten Maßzahl, aber auch
von der Diskretisierungsmethode abhängig ist. Mit Hilfe der Maße kann die Abtast-
zeit nun so gewählt werden, dass das diskretisierte System bestmöglich steuerbar ist
[21].

4 Beispiel

Auf Grund der Vielfältigkeit der Maße kann man nicht anhand eines einzelnen Bei-
spiels alle hier angeführten Anwendungen und Eigenschaften der Maße demonstrie-
ren. Um eine Vorstellung einer möglichen Anwendung zu erhalten, wird hier repräsen-
tativ auf das Problem der Fehlerdetektion mit Hilfe eines Energiemaßes eingegangen.
Durch die Fehlerdetektion können in einem Prozess auftretende Fehler erkannt wer-
den. Hierfür wird ein geeignetes Modell erstellt, welches aus den Ein- und Ausgangs-
größen die benötigten Zustandsgrößen schätzt. Diese geschätzten Größen werden mit
den tatsächlich gemessenen Größen verglichen. Die im Fehlerfall auftretenden Abwei-
chungen werden für die Fehlerdetektion genutzt.
In diesem Beispiel wird nun gezeigt, wo Sensoren platziert bzw. welche Zustandsva-
riablen gemessen werden müssen, um die auftretenden Fehler detektieren zu können.
Diese Fragestellung wird z.B. in [14] mittels komplizierter Algorithmen beantwortet.
Die Verwendung eines Energiemaßes für die einzelnen Zustandsvariablen bietet eine
Möglichkeit, schnell und einfach zu einer Lösung zu kommen. Die Fehlerdetektion
mittels des Energiemaßes beruht auf der Idee, dass ein Fehler nur dann erkannt wer-
den kann, wenn er auf mindestens eine gemessene Zustandsvariable wirkt. Die Aufga-
be besteht nun darin, diejenigen zu messenden Zustandsvariablen auszuwählen, auf
welche jeder Fehler wirksam ist. Hierfür werden die Fehler als Eingangsgrößen be-
trachtet, wodurch man folgende Systemdarstellung erhält:

dx

dt
= Ax + Bf f mit f := [f1, . . . , fl]

T .
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Hierbei steht l für die Anzahl der möglichen Fehler. Anhand des in [14] behandelten
Beispiels wird nun die Vorgehensweise erläutert. Gegeben seien die Systemmatrizen

A =


−1 1 0 0 1
0 −2 1 1 0
0 0 −3 0 1
0 0 0 −4 1
0 0 0 0 −5

 und Bf =


0 0 0
0 0 0
1 0 0
0 1 0
0 0 1

 .
Durch Betrachten des Steuerbarkeitsmaßes mk für jede Spalte von Bf (d.h. für die Sys-
teme (A, b1), (A, b2) und (A, b3)) wird ersichtlich, welche Zustandsvariablen vom
jeweiligem Fehler beeinflusst werden. Für obiges Beispiel sind die ermittelten Maße in
nachfolgender Tabelle dargestellt.

Tabelle 1: Fehlerdiagnose mit Steuerbarkeitsmaß m
x1 x2 x3 x4 x5 Summe

(A,b1) 0,0536 0,1138 0,4891 0 0 0,6565
(A,b2) 0,0498 0,1045 0 0,5183 0 0,6726
(A,b3) 0,0031 0,0027 0,0175 0,0029 0,2803 0,3065

Summe 0,1065 0,2210 0,5066 0,5212 0,2803

Aus dieser Tabelle lässt sich leicht ermitteln, dass jeder der drei Fehler die Zustands-
variable x1 und x2 beeinflusst. D.h. misst man eine der beiden Variablen, so kann jeder
Fehler detektiert werden. Auch das Messen der Zustandsvariablen x3 und x4 führt zur
Detektierbarkeit aller Fehler. Damit ergeben sich als mögliche Messungen {x1}, {x2}
und {x3, x4}.
Somit kommt man für das Problem der Fehlerdetektion mit dieser Methode schnell
und einfach zu einer Lösung. Weiters bieten die Maße einen tieferen Einblick in das
Systemverhalten, d.h. es kann festgestellt werden, welcher Fehler welches Teilsystem
wie stark beeinflusst. Dadurch können die Maße noch zusätzlich bei der Auswahl aus
den möglichen Messungen helfen: Die in der Tabelle berechnete Summe der Steuer-
barkeitsmaße für jede Zustandsvariable zeigt, dass sich die Fehler am stärksten auf
die Zustandsvariablen x3 und x4 auswirken. Dieses Ergebnis spricht für die Wahl der
möglichen Messung {x3, x4}.

5 Zusammenfassung
In vorliegender Arbeit wurden unterschiedliche Maßdefinitionen in Klassen eingeteilt,
um einen besseren Überblick zu erhalten und die Analyse zu erleichtern. Die Klassen
unterscheiden sich prinzipiell durch die Aussage über die Steuerbarkeit. Natürlich hat
jede Klasse Vor- und Nachteile bezüglich der numerischen Ermittlung, des Einflusses
anderer Systemeigenschaften oder der eingeschränkten Anwendbarkeit auf bestimmte
Systemklassen. Erwartet man jedoch durch den Vergleich dieser Klassen eine Antwort
auf die Frage, welches die best geeignete Definition sei, so gibt es dafür keine eindeu-
tige Antwort. Betrachtet man die Definitionsklassen aus systemtheoretischer Sicht, ist
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das Distanzmaß das geeignetste. Aus Sicht der Praxis ist die Wahl der Definitionsklas-
se abhängig von der Anwendung. Die hier durchgeführte Analyse ermöglicht dem
Anwender ein Verständnis für das verwendete Maß.
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������ 
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��������� ��� 9�	� ��� 	����� ��� ���

��'������ ������� ��� $��� �������������
 ���� '	�� ���� �������������� �	��
���� ����� 9������
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%�� ��+����+���� ������ ����	�� ��	�� ��� 9�	������������ ��� ����������� $��-
;���
�/<� +'� ��� 8�����,� ��� ������������ ��������� ��� =>� 1?@ ��� ��� ����������

�� ��������� �
�������	�� %���� "10 	�� 100 A�������& ��� ���� ���� �
�������	�
��+����+���� "0.03 	�� 4 ��
���/� �� �������& �/
������ 
�� ����������� 

3� ��� ������� �,���� ��+�
� ����� ��+����+�������
����
 �������� � � ��� $����-
����
 ��� 
��'������� ��+����+���� ���� ��� )��
������������ �� ����
��	�-
������ �,������ ��������� %����� *�
��
 ��� ,�<���� ������������ "%���� 	�� �� ����
�������B& ��� ���'	�� ������ +�������,����
 �'� ��� *������+��
 ������������ ��-
��������� ����� ��� $������ �� 93%-:�
���� ��
������
�� =C� D@ ��� ��� �����-
���
 ��+ �
������� ����������� ������� ���� ��������
� ��� $��������
 
���
�����
:�
������������ ��� ,�<���� ��������
 %�� :�
��������
��
 ��+�
� ��+ ���������-
������ ����� ��� ��� ����� ����� ���������	�,�
�
� ���� �2����������� *�
��
������
��� ����	�� ����� ������	�� 

%�� �� ������ ��	��� ��
������
��� �����	������� ������ ����� �����+ �	� ��� 	��
���,����� 9�	���� 	�� ��� ��+����+�������
����
 �.��������� �� 	������
�� %��
��	��� ��� ��� +�
� 
�
�������6 �	������� E 	�+���� ���� ��� ��� �������������� �-
���������
 ��� ������,��� ��+����+�������� 3� �	������� C ���� ��� ���+�����
������������� :�
��
����� ��
�������� ��� ��+ ��� F��������� ��� �������������-
��������,� 	����� $������������� $�
�	����� ������ �� �	������� G ��
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������� H +���� ��� 
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���-
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�		�����
 E6 ����������	��� ��� :�
���������

��� ����� �/
������ ���+������ ��2��������� ���������� 4����������
 �������� ���
�����
�/<� TV ��� ��� :�
��
�/<� R �� (���� %� ��� 
��'������ ��+����+����
'	����������� �,����� ��� 
������� ����������
��������� ������� ���� ���� ��
������,��� *���,�������� ���
�
��
�� ������ 

3� +�
����� �	������� E 1 ������ ��� ��2����������� �������
�� ��� ������,���
*������+��
 ���,����� 3� �	������� E E ���� ��� ���+����� ������������� ��
�-
������� ������ 9�������� �� �	������� E C ������(����� ������ 

��� �����	
����� ������
��

���,< ��� �����-F�
��-����� =J@ ��� ����������� ��������� 	������ K���� ���-
�������� �� ����� �	
����������� *����� V ��� 
������ ���������
� ��� ���� ����
	�� ����� ��< ��� ��� ���,�������� ��� ����� ������� )������� ����� ���,����� 
A��� ������� ��� �������� =J@ ������ ���� �� *����� ���� ��(������ ��������-
��
��������������
 ��� )������� ���� �	�� +'� ��� �������� ����������
����

c̄ =

√
8 k T

π mT
"1&


��� ����	�� ������ k ��� ��������-F�������� T ��� ������2�������� )������-
��� "�� F�����& ��� mT ��� )������������ ��� 3� �	�,�
�
���� ������ ���������
����������
���� ��� ��� )������������� n ���� ��� ��,������<���� "0�������-
������&

jA =
N

A t
=

n c̄

4
"E&

��
�
�	�� ������� ��� ��� ������ ��� 0�����/<� N �� 0���;,��� A ��� 4��� t
���������� =J@ 

��(���� ���� ����� ��� ��� 
��+/���
�� ������ ���� ��� ����������� 9���� ���
��+����+
���� �� �	
����������� :���� � ���� ���� ����������� ���
�� 4��� ���
������,��� ������
������ �������� �������+����� )������� ��� ������ ��������-
������ )������� �������� %�� )����������������� jK ��� �������������� )�������
���� ����
 �� "E& ��������� ������ %�� �� ������
�������������� �����������
%���� ��� ��� � 
������� �,���
��
�����+����� pS� ��� ������������� )�������-
������ ���� ��� nS 	��������� L���� ���'��������
��
 ��� 0����������������� σK �
��� ��� ��� )������� ������ ����������� ��
�	� ���� ����

jK = σK
nS c̄

4
. "C&
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0������ ������ �� ������,��� 4������ ��� )����������������� jV ��� �������+��-
��� )������� ��� jK '	������ � � 

jV = jK . "G&

��� ���+� ��� 4�������
�������
 ������� ����

pS = nS k T "H&

��� ��������
 "1& +�
� +'� ��� *������+��
�����������

jV = σk
pS√

2π k mT TV

, "J&

�	�� TV ��� *������+��
����������� ��������� �������� �� ����� *�����������
��� %���� p� � ���� ��� �������� A���-*������+��
����� jN ��� ���+� ��� ��������

�� ����� ��� F������ =G@ ��������� ������6

jN = σk
pS − p√

2π k mT TV

"D&

%�� �,���
��
�����+����� pS ��� ���� ������� ��� )��������� ��� ����������-

������+��� ��� *������+��
�
��� �'� ����� ��������� 7������
 
��� 
��,< ���
M�������-M����2��-��������


dpS

dt
=

Δh

Δv

1

TV
. ">&

L���� ��� ��������

• %�� �����(���� *����� Δv "*����� �� �����& ��� �� ;'���
�� 	�� +�����
4������ 
�
��'	�� ��� �����(����� *����� �� ��� �������� ��������,���
-
	�� ����� 

• 3� 
��+/���
�� 4������ ��� ��� �����(���� *����� ����� ��� �����(���� ���-
�������� RS ��� ��� ������ 4�������
�������


pS Δv = RS TV "N&


�
�	�� 

• %�� �����(���� *������+��
��,��� Δh ��� ���	�,�
�
 �� ��� )��������� 

���� pS ��� ���+� ��� �����

pS = p1 e
Δh
RS

(
1
T1

− 1
TV

)
"1?&

	�������� ������ ����	�� ���� �����
������� ���� ��� 9����� ��������������� �����
��� )��������� T1 ��� ��� %���� p1� 	������ ��� "� � ��������������� TSiede 	��
A��������� pn& 
��� ���+� ��� :�������� "D& ��� "1?& ���� ��� ��������� 7������
 ��� �������+�����
�����

d mV

dt
= σk

p1 e
Δh
RS

(
1
T1

− 1
TV

)
− p√

2π k mT TV

mT A "11&
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������������� ���� ��� ���+� �� ��������
 "1?& ��� ����� %���+���������� ��� ���-
�������� ��������� "���� 9������� C22H12 =N@& ����������� 
���� ����
�	����� ���-
��� 4��,������ ���
� ��� %���� p �� ��� *����������� �� ������� �� 10−7 �	��
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�
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�-
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 ��� ����� �� ��� 9�	� %��
I	����
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 ���
$.���������� "�		�����
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��
 ��� 9�	�����-
���� �,����� ��� �����������������
 ���������� $�����������-������
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���������������
 ���
��� ���� ���� �������� ��������������	�������
 �� 2.5% '	��
��� 
������ 9�	� �������� ���� ��� ���� �� ������� ��� ���������������� ���
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��� ����� �� �������	

L���� ��� ������� ��� ���������
����,� +�
� ��� 9����������,� �������� ���
�������+����� ����� mV ��� ��� ������	���
 m̄P � ���

m̄P = α mV . "1E&
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 ������
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����� D ��� ��+����+���� R 
��,<

D =
m̄P

ρ
, 	�� R =

d D

dt
"1C&

	�������� ������ ����	�� ���� ���� �������� %����� ρ ��� 
�����+/���
�� ��+����-
��� ��� ��������� ��
������ 

����� ��� ��� ��������
�� "11& - "1C& ��������� � ���,�� ��� ��� �������������
����� ��� :�
���������

R =
c1

ρ

e
− c2

TV√
TV

"1G&

��� ��� ��������� F�R�������

c1 = α σk
p1 e

c2
T1√

2π k mT TV

mT A ��� c2 =
Δh

RS
. "1H&

��� �
�
���������	
����

4�� 3�����(����� ��� 9�������� c1 ��� c2 ������ *������� ��� ������������� ��-
������� *������+��
������������� TV,1 ��� TV,2 �����
�+'��� ��� ��� 7������

��� ������������

d D

dt
=

c1

ρ

e
− c2

TV√
TV

"1J&

	��������� %���� 3���
����� '	�� ��� 4������������� [0, t1] 	�� [0, t2] +�
�

ΔDi = Di(ti) − Di(0) =
c1

ρ

e
− c2

TV,i√
TV,i

ti ��� i = 1, 2 . "1D&

���� ���'	�� ������ t1 = t2� � +�
�� ��� ��� 8�������� ΔD1/ΔD2 ��� F��������

c1 =
ΔD1

t1
ρ
√

TV,1e
− c2

TV,1 ��� c2 =

ln

(
ΔD1

√
TV,1

ΔD2

√
TV,2

)

1
TV,2

− 1
TV,1

. "1>&
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 ��� ��������� 3� �		�����
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��� ��+����+���� �� 9������� +'� ����� ��'������� ��������� )���������������+
���
������� 

� ��	����������

3� ������ ������� ��� :�
���������+� ���� ��� ��������� A������������,� "1G& �����
���� ������� ������� ���������� %� ���� ����2����� ����� �/
���� ���� ������
��� 0���� ��� �������� ������� ���	 ��������� 	�������� ��� �� ����� )�	����
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���
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, � 8 � 9  � % : ;

�		�����
 G6 *��
����� ���������S������


%�� ����������������������
 �� F��������� ��� ������� 	������ ���,����� P����-
���Q I	�����
��
���������� ��� ���/
����� ���� ��� 
��������
�� $�����+ ����� ��-
������ ��������������� :�
���� �		�����
 H ���
� ��� �	������
�������� ��� �� �����
*�����������
� ���������� ����� 

%�� �2�������� *�������� ��� :�
��������� ��� ����� �2���� ��� ��������� 9�-
���� =H@ ������������ ������ �����
������ ����� ��� ������
����� tr ≈ 500 s ��� ���
���������� I	��������
�� � ≈ 0% ��������������� ��� �'� ���� �	�������� Ta = 5 s
��
�	� ���� ��� 	�
�� �����(������� ���� 
��'������ �'����
�'	�����
��
�+���-
���

T (z) =
3.39 · 10−4 (z + 0.98)

(z − 0.9785 + j0.0145) (z − 0.9785 − j0.0145)
. "1N&

%����� ���� ��������	�� ��� 
������� :�
���'	�����
��
�+������

C(z) =
T (z)

1 − T (z)
=

3.39 · 10−4 (z + 0.98)

(z − 1) (z − 0.96)
"E?&

	�������� ������ 

�
� � � �
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 � � 
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�
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�
�
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�
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�
�

�
�

6 = > * * * 6 � � � � � � = � � � � � � � > � � 
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Abstract 

Goal-oriented coordination of the actions of all individual robots playing in a Mirosot robot 

soccer team is a task that becomes increasingly important if that team should remain successful 

in future competitions. Such coordination may be established by loosely coupling the five locally 

acting traversing processes utilized by the controller system. This coupling is based on 

centralized process communication which is realized by utilizing ideas from the well established 

field of collaborating software. The integration of a blackboard agent into the controller system 

may be regarded as a promising step to globally coordinate the actions of the robots. The 

realization of this global coupling mechanism has to be configured in a context-sensitive way that 

facilitates goal-orientated coordination as a sufficiently flexible and non-hierarchical process.  

 

1 General system architecture of the robot soccer controller system 
 

The controller system of the recent HTL Leonding Mirosot robot soccer team is comprised by the 

central information manager (CIM) and three principle modules realizing a complete event cycle. 

This event cycle keeps the robots on the playing ground engaged in the game and is carried out 

by the image recognition module (IRM), the strategy determination module (SDM), and the 

communication module (CM) in exactly that particular order. The central information manager 

enables the global data communication among these principle modules by providing appropriate 

data structures and the corresponding interfaces. These data structures act as storage and transport 

containers of process data that are interchanged among principle modules as outlined in the next 

section. Therefore, the information manager may be regarded as the global executive managing 

the event cycle of the overall robot soccer controller system (Fig.1.1). 

 

 

 
 

Fig.1.1 Overall structure of the robot soccer controller system 

 

CIM 

IRM SDM CM 
C-MOS CAMERA RADIO CONTROL 
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1.1 Principle modules 
 

The characteristic tasks carried out by the three principle modules are outlined in necessary detail 

in this section. A more complete description of the ideas presented in this section is available in 

Höfer, G., 2008. 

 

1.1.1 The image recognition module 
 

The image recognition module transforms the raw data received from the C-MOS-camera into a 

representation of the positions of the robots and the ball. This transformation process is 

performed in five consecutive steps: Linear interpolation of chromatic values, filtering of 

brightness and saturation, discrimination of colours, recognition of blobs, and consequently, 

recognition of distinct robots as well as the ball. The result of this transformation is stored as the 

current instance of the environment data structure which is crucial for determining the most 

appropriate strategy in the next step of the event cycle. 

 

1.1.2 The strategy determination module 
 

The strategy determination module determines the next immediate actions of all five robots and is 

realized as a set of five locally acting production systems without any mutual interaction. Such 

production systems are made up by three intertwined subsystems (Newell A. and Simon H., 

1972): The working memory holds the latest instance of the environment data structure (EDS). 

The rule base holds all production rules which build up a tree structured set of successive layers 

of missions which is referred to as mission tree (Fig.1.2).  

 

 
 

Fig.1.2 Structure of a mission tree 

 

The rule interpreter acts as a local executive managing one of the five inference processes which 

are executed simultaneously. One distinct inference process is basically a pattern matching 

process based on the actual environment data structure and the mission tree associated to one of 

the five robots in order to determine the next action performed immediately by that robot. 
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Accordingly, each inference process traverses the mission tree assigned to one of the five robots 

yielding the current instance of the setting data structure (SDS) which contains the setting values 

for the next physical action of one robot. These five mutually unrelated traversing processes may 

be regarded as the core process of the strategy determination module. Further important details of 

the overall mission concept are outlined in section 1.2 since it may be regarded as the crucial data 

structure for the coordination process introduced in chapter 2. 

 

1.1.3 The communication module 
 

The communication module controls the current movements of all robots of one team via radio 

transmission. The communication module transmits a proprietary protocol data structure that 

contains the individual setting data needed by the robots to perform their immediate next actions. 

 

1.2 The mission concept 
 

The structure as well as the function of the mission tree concept is outlined in more detail in this 

section since it serves as the flexible base for the coordination process that couples the actions of 

the robots. 

 

1.2.1 General structure 
 

Missions act as basic entities of the tree structure representing the hierarchically ordered set of all 

possible action yielding rules as introduced in section 1.1.2. Missions are agent-like structures 

that are able to carry out one limited but characteristic action if certain characteristic 

preconditions are met (Minsky, M., 1986). Mission trees contain both leaf missions and node 

missions: Leaf missions carry out one certain physical action whereas node missions act as 

logical prerequisites in order to gradually select this contextually most appropriate leaf mission. 

The next physical action of each robot is determined by traversing its mission tree from the root 

node via contextually relevant node missions to one terminating leaf mission. Consequently, one 

complete mission path is generated which leading to that next physical action. This traversing 

process is executed by the rule interpreter of the local production system as already outlined in 

section 1.1.2. 

 

1.2.2 Containers and priorities 
 

Each node mission branches to a particular mission container that contains all logically possible 

subsequent leaf and node missions. These missions are ordered by their current context sensitive 

abilities and have assigned characteristic priority values. Generally, a contextually more generic 

mission has been assigned a lower priority value than currently more opportunistic missions. The 

introduction of contextually varying priority values will serve as base for concerted actions of 

certain robots as outlined in chapter 2. 

 

1.2.3 Types of mission trees 
 

Three different types of missions are defined that characterize the role of all distinct robots in 

their team. Each type is specified by one characteristic root mission and accordingly carries out 

one of the following assigned roles: Goal keeper, Defender, or Forward. 
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2 A loosely coupled multi-agent system coordinates the actions of soccer robots 
 

The strategy determination module has already been realized as the core subsystem of the overall 

controller system. The new enhanced strategy determination module which should enable goal-

oriented coordination is based on a mutual coupling mechanism which is introduced in this 

chapter. 

 

2.1 The foundation of coordinated interaction 
 

Currently, the strategy determination module of the HTL Leonding Mirosot robot soccer team 

employs five traversing processes working in parallel without any mutual interaction. In order to 

obtain enhanced playing capabilities these traversing processes have to be coupled in a way that 

enables coordinated actions of at least some of the robots interacting in one team. 

A promising way may be the context-sensitive rearrangement of the priority values associated to 

the missions contained in the three types of mission trees. This modification process should react 

on the current situation on the soccer field and is therefore based on the current instance of the 

environment data structure. The individual actions of certain robots are coordinated by this 

context-sensitive modification process that enables the integration of the traversing processes into 

one loosely coupled multi-agent system distributed within the strategy determination module. 

Consequently, the complete soccer team should then be able to perform coordinated activities. 

For example, the forward players may perform coordinated crosses to the centre. The overall 

architecture of the loosely coupled multi-agent realisation of the strategy determination module 

has to be enhanced by two further agents as outlined in the next section. 

 

2.2 Centralized process communication is based on blackboard architectures 
 

Coordinated actions of all participating robots are enabled by communication and interaction 

mechanisms based on the already well established field of collaborating software technologies 

(Corkill, D., 2003). These mechanisms are based on the integration of both multi-agent systems 

and blackboard architectures. A blackboard agent utilized as globally and asynchronously acting 

communication agent is able to trigger the context-sensitive rearrangement of the current priority 

values of the mission trees and subsequently enables the loose coupling of the individual 

traversing processes. The centralized communication is based on the current content of the code 

vector which is realized as a distinct data structure available at the blackboard. In order to obtain 

the current instance of that vector the multi-agent system employs one additional auxiliary agent. 

This auxiliary agent transforms the actual instance of the environmental data structure into the 

current instance of the code vector. This vector encodes the important characteristics of the 

current situation on the soccer field in a compressed way and is transmitted to the blackboard 

agent at the start of each event cycle. Each rearrangement of the priority values is triggered by 

changes of the current content of this vector. 

 

2.3 General structure and characteristics of the blackboard architectures 
 

This generic structure of blackboard architectures (Luger, G., 2008) is employed as the 

communication platform for the realisation of coordinated interaction within the loosely coupled 

multi-agent system introduced in sections 2.1 and 2.2. The knowledge sources are independent 

TOWARDS A MULTI-AGENT BASED SOFTWARE CONCEPT COORDINATING 
A MIROSOT ROBOT SOCCER TEAM_________________________________________________________________________________________________________________42



computational modules that contain processes which are able to solve certain problems. 

Therefore, each individual traversing process carried out by the strategy determination module 

should be regarded as one locally acting knowledge source that is able to control one robot. The 

blackboard agent acts as a global data repository that supports asynchronous communication and 

therefore indirectly coordinates the actions of the five robots. All coordinated interactions of the 

local knowledge sources are based on the content of the code vector made available by the 

blackboard agent. The main advantage of this architecture is the fact that it can be used as a 

generic and flexible platform which acts in a centralized but opportunistic way. The main 

drawback of this architecture is that it sometimes behaves rather inefficiently because of its 

potentially vast control regime. This drawback may become irrelevant if a precisely conceived 

control management is implemented. Generally, blackboard based architectures may be regarded 

as a meta-architecture imposed on distributed agent processes in order to achieve collaborating 

software systems. 

 

3 Realisation of the enhanced strategy determination module 
 

Generally, blackboard architectures and multi-agent systems both seem to be based on hardly 

reconcilable foundations. Blackboard architectures are based on both centralized control and 

communication whereas multi-agent systems are based on local rules and emergent properties. A 

certain profitable trade-off between these two opposing approaches could be established though: 

It should result in the reduction of redundant work load of one individual agent by the use of 

blackboards as well as the maintenance of loosely coupled but independently acting agent 

processes still acting as local experts. 

 

3.1 The architecture of the enhanced strategy determination module 
 

A wide range of possible ways of integrating both approaches (Corkill, D., 2003) is in use. The 

blackboard agent (BBA) introduced in chapter 2 acts as the global communication platform of the 

enhanced strategy determination module that enables the coordination of the traversing processes 

(TPn). The data structure that enables this coordination processes is the current instance of the 

code vector which is generated by the transformation agent (TA) and then globally available at 

the blackboard agent (Fig.3.1). 

 

 
 

Fig.3.1 Structure of the enhanced strategy determination module 

EDS SDS 

TP1 TP2 TP3 TP4 TP5 

BBA TA 
EDS 
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In order to obtain the correct code vector and to use it properly both the centralized 

communication process and the local rearrangement processes have to be handled in a rather 

sophisticated way to avoid unnecessary complications. 

 

3.2 The realisation of centralized communication 
 

The transformation agent encodes the current situation on the soccer field into an instance of the 

code vector in a way that should characterise that situation unambiguously. 

This process is carried out by a set of simultaneously performed filtering processes that recognize 

certain generic spatial constellations made up by the current positions and directions of distinct 

subsets of the ball and the robots placed on the playing ground. Different characteristic situations 

on the soccer field are detected by specific filter processes and encoded into one particular code 

segment of the overall code vector. 

 

3.3 The realisation of coordinated actions of local processes 
 

The local modification processes are based on centralized communication and adjust the 

traversing processes in a way that enables goal oriented and concerted interaction of the robot 

team. Each local traversing process relies on the rearrangement of its associated mission tree. 

Therefore, each traversing process possesses a characteristic set of preconfigured instances of that 

mission tree which represents the various possible interaction mechanisms of one robot. The 

instance of each set that contextually fits the current situation on the soccer field the best is 

selected and employed in the actual traversing process. This selection mechanism is based on the 

current content of the code vector and is performed by the enhanced strategy determination 

module at the start of each new event cycle. If the current situation on the soccer field does not 

change drastically the code vector remains unmodified and accordingly the overall strategy is not 

modified either. Consequently, changes in the code vector trigger the modification of the overall 

strategy for the current interaction of some of the robots. The realisation of this system of 

preconfigured instances of mission trees is a rather complex configuration process. In order to 

realize one complete configuration process it may be reasonable to carry out this process by 

utilizing established heuristic methods (Zbigniew M. and Fogel D.B., 2004). 

 

4 Concluding remarks 
 

The major steps towards the goal-oriented coordination of the HTL Leonding Mirosot robot 

soccer team have been introduced in the previous two chapters. They may be summarized in the 

following way: 

Step 1: Context-specific instances of the mission trees have to be established. 

Step 2: The current situation on the soccer field has to be mapped on the code vector.  

Step 3: A blackboard has to act as a communication soccer field that holds the current instance of 

the code vector in order to select the most appropriate instance of the associated mission tree of 

one robot. 

These enhancements of the strategy determination module have to integrated in the event cycle 

and consequently enable the loosely coupling of the traversing processes as outlined in chapter 3. 

The use of a blackboard in a multi-agent system may be regarded as a quite unusual way of 

coordinating the traversing agents but is based on well established methods in the field of 
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collaborating software (Corkill, D., 2003). Generally, Mirosot robots are not equipped with any 

onboard sensory entities or locally distributed intelligent processing but are steered in a 

completely centralized way. Therefore, the integration of such a blackboard agent is an 

appropriate tool in order to represent the current situation on the soccer field in the central 

strategy determination module.  Consequently, the blackboard acts as one specialized agent 

within the overall multi-agent system since it facilitates the global process communication via the 

interchange of the current instance of its code vector data structure. The mutual couplings of the 

robots are carried out in an opportunistic way since a actual realisation of these couplings only 

exist if the situation on the soccer field allows a useful interaction of the robots. In all other cases 

the individually most appropriate mission tree is selected and interaction is only re-established if 

the situation on the soccer field changes accordingly. 

Even emergent behaviour may become evident if a certain level of complexity of these 

coordinated interaction mechanisms is reached. Such behaviour yields a more sophisticated 

interaction of the robots on the soccer field since subtle differences in the current spatial 

arrangement of the robots and the ball may result in substantially different coordinated 

manoeuvres that may sometimes seem rather surprising. The actual level of complexity depends 

on the size of the layered structure of the individual mission trees as well as on the number of 

contextually relevant instances for each of them. In order to achieve this desirable goal of 

emergent behaviour not only the rather complex configuration process introduced in section 3.3 

has to be carried out properly but also the generation of the code vector introduced in section 3.2 

has to be done in a fast and effective way.  

Therefore, the various filtering processes are performed as distinct pattern matching algorithms in 

a parallel fashion that must be carefully tuned in order to detect characteristic generic spatial 

patterns on the soccer field. The detection of these patterns may be regarded as the crucial 

prerequisite for all goal-oriented coordination processes within the robot soccer team. The 

individual filtering mechanisms may be realized by utilizing well established techniques from 

fields like neural networks or fuzzy logic (Luger, G., 2008).  

The integration of all these ideas into our controller system is currently a work in progress. 

Accordingly, this paper may be regarded as an interim report of the current activities towards the 

flexible and goal-oriented coordination of the actions of a complete Mirosot robot soccer team. 
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Publicis Publishing 
 
Mit der CE-Kennzeichnung erbringt der Hersteller von Maschinen und Anlagen den Nachweis, dass 
diese den Anforderungen notwendiger Normen und Vorschriften entspricht.  
Neben den aktuellen europäischen Sicherheitsnormen und der internationalen Harmonisierung geht 
der Autor speziell auf die neue Maschinenrichtlinie ein, die seit Ende 2009 gültig ist. Ergänzungen zur 
praktischen Anwendung der Sicherheits-Grundnorm IEC 61508 werden praxisnah erläutert. So 
werden Begriffe und Verfahren, wie z. B. Risikoanalyse, Risikobeurteilung und Validierung mit 
entsprechenden neuen Berechnungsmethoden durch praktische Beispiele vermittelt. 
Der Autor beschreibt aus Sicht des Maschinenherstellers, wie die Erfordernisse zur funktionalen 
Sicherheit in den Gesamtprozess der Anforderungen zur Maschinensicherheit integriert werden und 
wie die ersten praktischen Erfahrungen damit sind. Entwickler, Ingenieure und Hersteller von 
Maschinen erhalten Hilfestellung zur Gestaltung der Maschinensicherheit bei Entwurf, Planung, 
Projektierung, Realisierung und Inbetriebnahme sowie bei der Konzeption von sicheren 
Steuerungsabläufen. Sicherheitsbeauftragte bekommen einen Einblick in Normen und Referenzen mit 
wichtigen Erläuterungen.  
Aktuelle, praxisnahe Anwendungen mit Sicherheitsprodukten, Berechnungsbeispiele, FAQs und 
Checklisten zum Einhalten der Maschinenrichtlinie helfen beim Erstellen von sicherheitsrelevanten 
Lösungen und bringen dem Anwender den Begriff der funktionalen Sicherheit auf konkrete Art und 
Weise näher. 
  
Mit der CE-Kennzeichnung erbringt der Hersteller von Maschinen und Anlagen den Nachweis, dass 
diese den Anforderungen notwendiger Normen und Vorschriften wie z. B. der überarbeiteten 
Maschinenrichtlinie entspricht. 

Neben den aktuellen europäischen Sicherheitsnormen geht der Autor in dieser zweiten Auflage auf die 
neue Maschinenrichtlinie ein, die seit Ende 2009 gültig ist und auch auf die internationale 
Harmonisierung. Er erläutert detailliert die relevanten Normen, Vorschriften sowie Ergänzungen zur 
praktischen Anwendung der IEC 60204-1. Begriffe und Verfahren werden anhand praktischer 
Beispiele beschrieben, z. B. Risikoanalyse, Risikobeurteilung und Validierung mit entsprechenden 
neuen Berechnungsverfahren. 

Aus Sicht des Maschinenherstellers wird beschrieben, wie die Erfordernisse zur funktionalen 
Sicherheit in den Gesamtprozess der Anforderungen zur Maschinensicherheit integriert werden und 
wie die ersten praktischen Erfahrungen damit sind. Entwickler, Ingenieure und Hersteller von 
Maschinen erhalten Hilfestellung bei Entwurf, Planung, Projektierung, Realisierung und 
Inbetriebnahme zur Gestaltung der Maschinensicherheit und bei der Konzeption von sicheren 
Steuerungsabläufen. Sicherheitsbeauftragte bekommen einen Einblick in Normen und Referenzen mit 
wichtigen Erläuterungen. 

Neue, praxisnahe Anwendungen mit Sicherheitsprodukten und Berechnungsbeispiele sowie 
Checklisten zum Einhalten der Maschinenrichtlinie helfen beim Erstellen von sicherheitsrelevanten 
Lösungen und bringen dem Anwender den Begriff der funktionalen Sicherheit auf konkrete Art und 
Weise näher.  

Peter Kopacek 
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Introduction to Machine Learning 
 

Ethem Alpaydin 

Second Edition  
MIT Press 2010 

The goal of machine learning is to program computers to use example data or past experience 
to solve a given problem. Many successful applications of machine learning exist already, 
including systems that analyze past sales data to predict customer behavior, optimize robot 
behavior so that a task can be completed using minimum resources, and extract knowledge 
from bioinformatics data.  

Introduction to Machine Learning is a comprehensive textbook on the subject, covering a 
broad array of topics not usually included in introductory machine learning texts. In order to 
present a unified treatment of machine l learning problems and solutions it discusses many 
methods from different fields, including statistics, pattern recognition, neural networks, 
artificial intelligence, signal processing, control, and data mining. All learning algorithms are 
explained so that the student can easily move from the equations in the book to a computer 
program. 

The text covers such topics as supervised learning, Bayesian decision theory, parametric 
methods, multivariate methods, multilayer perceptrons, local models, hidden Markov models, 
assessing and comparing classification algorithms, and reinforcement learning. New to the 
second edition are chapters on kernel machines, graphical models, and Bayesian estimation; 
expanded coverage of statistical tests in a chapter on design and analysis of machine learning 
experiments; case studies available on the Web (with downloadable results for instructors); 
and many additional exercises. 

Introduction to Machine Learning can be used by advanced undergraduates and graduate 
students who have completed courses in computer programming, probability, calculus, and 
linear algebra. It will also be of interest to engineers in the field who are concerned with the 
application of machine learning methods. 

Peter Kopacek 
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