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Abstract
Eine Motorsteuerung koordiniert das Zusammenspiel zahlreicher Komponenten des Motors und
prägt dessen dynamisches Verhalten. Die Einstellung der derzeit ca. 20.000 Parameter einer
Motorsteuerung gestaltet sich immer aufwändiger, da sowohl die Anzahl als auch die gegen-
seitige Abhängigkeit der Parameter stetig zunehmen. Von einer praxistauglichen Regelung in
einer Motorsteuerung wird daher eine Struktur mit möglichst wenigen Parametern, sowie eine
gut automatisierbare Einstellung erwartet.
Dieser Beitrag liefert einen Vorschlag für ein schlankes modulares Regelungskonzept und zeigt
am Beispiel einer Mehrgrößenregelung des Luftpfads eines Dieselmotors mögliche Vorteile für
den Motorentwicklungsprozess auf. Diese ergeben sich aus der einfachen Einstellung physi-
kalisch deutbarer Parameter und der unabhängig durchführbaren Feinjustierung der Einzel-
module über aussagekräftige Einstellparameter während des Betriebs. Darüber hinaus erlaubt
der Vorschlag die dynamische Motoreinstellung ohne die sonst wiederholt notwendige Neuein-
stellung der Regelung.

1 Motivation

Die Abgasgesetzgebung stellt zunehmend strengere Anforderungen an Dieselmotoren in Nutz-
fahrzeugen – einerseits durch sinkende Emissionsgrenzwerte andererseits durch hochdynami-
sche Abnahmeläufe (siehe Abbildungen 1a und 1b).
Die Luftpfadreglung war seit Einführung dynamischer Prüfzyklen innerhalb der Euro3-Norm
im Jahr 2000 Gegenstand vielfältiger regelungstechnischer Untersuchungen, da sie Ansprech-
und Emissionsverhalten stark beeinflusst. Auffallend ist, dass die in der Praxis seit langem eta-
blierten PI(D) Regelkerne noch immer das dominante Regelprinzip darstellen (Schwarzmann
et al., 2006), obwohl neben neuen Einstellregeln auch zahlreiche neue Regelstrategien veröf-
fentlicht wurden (Jankovic, 2000; Jung, 2003; Gayaka et al., 2006; Richert, 2006; Nitsche, R.
et al., 2007; Alfieri et al., 2009).
Der Schwerpunkt des vorliegenden Vorschlags liegt deshalb speziell auf einer besonders praxis-
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(a) Entwicklung der Emissionsgrenzwerte.
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Abbildung 1: Europäische Emissionsgesetzgebung für schwere Nutzfahrzeuge mit Strassenzulas-
sung www.dieselnet.com

gerechten Ausführung des verwendeten modellbasierten Ansatzes zur Mehrgrößenregelung mit
dem Ziel, die kostenintensive Motorabstimmung schneller und direkter zu gestalten.

2 Der Luftpfad eines Dieselmotors

Um den erwähnten, immer strenger werdenden Anforderungen zu entsprechen, besitzen moder-
ne Dieselmotoren einen zunehmend komplexen Aufbau, dessen Koordination eine elektronische
Motorsteuerung (ECU) übernimmt.
Eine Teilaufgabe der ECU besteht in der Regelung und Steuerung von variabler Abgasturboauf-
ladung und variabler Abgasrückführung, welche einerseits der Leistungs- und Effizienzsteige-
rung sowie andererseits der Reduktion abgegebener Schadstoffe dienen. Abbildung 2 zeigt sche-
matisch den im Weiteren untersuchten Luftpfad. Die für die Verbrennung benötigte Frischluft
wird dabei über einen Kompressor verdichtet und gelangt nach der Ladeluftkühlung über das
Saugrohr in die Zylinder. Nach der Verbrennung leistet ein Teil des Abgases Arbeit an der Turbi-
ne, welche den Kompressor antreibt. Der restliche Teil des Abgases wird gekühlt, der Frischluft
zugefügt und gelangt erneut in die Zylinder, wodurch eine Reduktion der Stickoxidemissionen
erreicht wird.

Saugrohr mit
Druckmessung (y2)

Abgassammler

AGR-Kühler

Ladeluftkühler Frischluft mit
Massenstrom-
messung (y1)

Abgas

Turbine

Kompressor

AGR-Steller
(u1)

VTG-Steller (u2)

Abbildung 2: Schema eines einstufig turboaufgeladenen Dieselmotors mit variabler Turbinengeo-
metrie (VTG) und variabler Abgasrückführung (AGR).
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Um vom aktuellen Betriebspunkt (durch Motordrehzahl und Motordrehmoment bestimmt) ab-
hängige Sollwerte für Frischluftmassenstrom und Saugrohrdruck zu erreichen, besitzt die Luft-
pfadregelung zwei Stellglieder: die Abgasrückführung (AGR) und die variable Turbinengeome-
trie (VTG). Beide Steller beeinflussen beide Ausgänge, wie das in Abbildung 3 angedeutet und
in Abbildung 4 aus der Messung erkennbar ist. In der Literatur finden sich vielfach (nichtlinea-
re) mathematische Modelle, beispielsweise bei (Kolmanovsky et al., 1997; Jung, 2003; Richert,
2006), die den Dieselluftpfad üblicherweise mit 6 bis 8 Zuständen beschreiben.
Einer modellbasierten Abstimmung der Luftpfadregelung geht üblicherweise die Parametrie-
rung des nichtlinearen Modells, die Linearisierung in Arbeitspunkten, eine Zeitdiskretisierung
sowie eine Ordnungsreduktion voraus. Speziell die Abstimmung der nichtlinearen Bauteilei-
genschaften von Turbine, Kompressor, Motorreibung und Verbrennungstemperatur ist mit er-
heblichem Aufwand verbunden, da diese oft phänomenologisch modelliert werden (Guzzella &
Onder, 2009; Zahn, 2010; Dinescu & Tazerout, 2010).

Strecke
Luftpfad

Betriebspunkt
(Motormoment M,Drehzahl n)

AGR
Steller u1

VGT
Steller u2

y1
Frischluft-
massen-
strom

y2
Saugrohr-

druck

Abbildung 3: Blockschaltbild des zu
regelnden Mehrgrößen-
systems
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Abbildung 4: Wirkung sprungförmig variierender Ein-
gangssignale (AGR- und VTG-Steller)
auf Ausgänge von Strecke und Modell.

Mit Blick auf eine möglichst praxisgerechte (und leicht automatisierbare) Umsetzung wird
hier ein direkter Weg eingeschlagen und die Parameter der benötigten linearen zeitinvarian-
ten (LZI) Arbeitspunktmodelle aus entsprechenden Messungen (wie in Abbildung 4) mithilfe
von Parameter-Identifikation ermittelt.
Untersuchungen an verschiedenen Arbeitspunkten zeigen, dass das Ein-Ausgangsverhalten der
Strecke durch ein Modell 2-ter Ordnung ohne Durchgriff ausreichend genau abgebildet werden
kann. Abbildung 4 verdeutlicht das anhand eines Vergleichs von Messung und Simulation bei
gleicher Anregung.

3 Luftpfadregelung

Abbildung 5 zeigt den üblichen Aufbau einer PID-Struktur in Motorsteuerungen. Vorsteuerung
und Reglerparameter werden meist abhängig vom Betriebspunkt (Motordrehzahl n und Motor-
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moment M), vom Sollwert r und vom Sensorwert y über umfangreiche Kennfeldstrukturen an-
gepasst. Das dynamische Verhalten ergibt sich im Zusammenspiel von Regler und Strecke. Eine
Anpassung ist zwar theoretisch direkt möglich, aufgrund der Parameterfülle praktisch aber sehr
aufwändig. Führungs- und Störverhalten hängen oft von gemeinsamen Parametern ab und ste-
hen dadurch eng miteinander in Beziehung. Innerhalb der Motorentwicklung erweist sich der
Umstand einer aufwändigen dynamischen Motorabstimmung zunehmend als Nachteil, weil ge-
rade dem dynamischen Emissionsverhalten des Motors durch die transienten Testzyklen eine
immer stärkere Bedeutung zukommt.

Sollwerte PID-Regler Strecke

Vorsteuerung

Adaption

Umgebung

M r e u

y
-

n

Abbildung 5: Struktur üblicher Eingrößen-
(PID)-Regelung

Rffs

[M,n]

Rffd Rfb Raw

ulim

G

q?

uS

yS

uff

yff

uc

ynsat

usat

y

Abbildung 6: Struktur modulare Mehrgrößen-
Regelung

Abbildung 6 zeigt den Vorschlag für einen modularen Aufbau. Die einzelnen Module beein-
flussen nahezu unabhängig voneinander jeweils nur bestimmte Eigenschaften des dynamischen
Verhaltens und erlauben so eine sehr direkte Einstellung und Anpassung. Die Einzelmodule
haben folgende Aufgaben:

Rffs Die statische Vorsteuerung liefert die stationären vom momentanen Betriebspunkt
[M,n] abhängigen Sollwerte yS (bzw. r in der konventionellen Struktur) und die entspre-
chenden notwendigen Stellerwerte uS. Die beiden Teile sind im Allgemeinen bereits in
der konventionellen Struktur enthalten und können einfach übernommen werden.

Rffd Die dynamische Vorsteuerung liefert einen gefilterten Sollwert yff , der im idealen Fall
dem Ausgang der Strecke entspricht, wenn die entsprechenden dynamischen Steller-
werte uff am Streckeneingang wirken.

Rfb Der Regler ermöglicht stationäre Genauigkeit, auch wenn unbekannte Störungen q? auf
die Strecke wirken oder das Streckenverhalten vom nominellen Verhalten abweicht. Bei
einer Abweichung zwischen erwartetem Sensorwert yff und (korrigiertem) Sensorwert
ynsat besteht das Ausgabesignal uc aus dem momentanen Vorsteuerwert uff erweitert
um den Rückführanteil zur Korrektur der Abweichung.

Raw Das Anti-Windup-System verhindert im Wesentlichen das unbegrenzte Anwachsen des
Integrator-Teils im Regler, welches durch Stellerlimitierungen ulim verursacht werden
kann (Gausch & Pristauz, 1993). Dies geschieht durch Ausgabe eines korrigierten
Sensorwerts ynsat.

Da sie für den Entwurf der Regelung von entscheidender Bedeutung sind, wird im Folgenden
zunächst auf die speziellen Eigenschaften des Modells eingegangen. Danach werden bis auf
die stationäre Vorsteuerung, die Module einzeln für den zeitkontinuierlichen Fall erläutert. Der
notwendige Übergang zu den jeweiligen zeitdiskreten Varianten erfolgt im Anschluss für alle
Module gemeinsam.
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3.1 Besondere Eigenschaften der linearisierten Streckenmodelle

Es werden nun die besonderen Eigenschaften der linearisierten Streckenmodelle kurz zusam-
mengefasst, denn von diesen wird in weiterer Folge ausgiebig Gebrauch gemacht.
Das gewonnene Streckenmodell 2-ter Ordnung mit 2 Eingängen und 2 Ausgängen ohne Durch-
griff besitzt für alle Arbeitspunkte folgende Eigenschaften: Die Eingangsmatrix hat vollen
Spalten- und die Ausgangsmatrix vollen Zeilenrang. Darüber hinaus ist das System asympto-
tisch stabil, die beiden Eigenwerte von A besitzen also einen negativen Realteil. Aufgrund
dieser Eigenschaften sind A, B, C quadratische, reguläre Matrizen gleicher Dimensionen und
das Modell ist vollständig steuer- und beobachtbar. Obwohl in den Einzelübertragungspfaden
Nullstellen vorkommen können (Kolmanovsky et al., 1997), besitzt das verwendete linearisier-
te Mehrgrößensystem mit den erwähnten Eigenschaften keine Nullstellen (Skogestad & Post-
lethwaite, 2005). Speziell die letzte Eigenschaft stellt eine große Freiheit bei der Reglerausle-
gung sicher, denn die interne Stabilität der geregelten Strecke ist nicht durch unerlaubte Kür-
zungen in der Übertragungsfunktionsmatrix gefährdet.

3.2 Dynamische Vorsteuerung

Ausgangspunkt ist das zeitkontinuierliche lineare Streckenmodell G im Zeitbereich:

G : ẋ = Ax+Bu y = Cx (1)

Zeitliches Ableiten des Ausgangs y und Rückeinsetzen der Differentialgleichung führt auf

ẏ = Cẋ = C(Ax+Bu) . (2)

Wegen der Regularität von A, B und C lässt sich u in Abhängigkeit von y und ẏ ausdrücken:

„G−1“ : u = (CB)−1
︸ ︷︷ ︸

=:P1

ẏ+
(
−CA−1B

)−1

︸ ︷︷ ︸
=:P2

y (3)

Nun wird der gewünschte Verlauf des Ausgangs und seiner zeitlichen Ableitung gemäß einer
Solltrajektorie vorgegeben:

y = yt und ẏ = ẏt (4)

Wird pro Kanal ein Tiefpassfilter 1-ter Ordnung mit stationärem Verstärkungsfaktor Eins vor-
gesehen, lässt sich die Solltrajektorie yt gemäß

T : ẏt =

(
ft,1 0
0 ft,2

)

︸ ︷︷ ︸
=:Ft

(yS−yt) mit ft,1, ft,2 > 0 (5)

aus dem Verlauf der stationären Sollwerte yS im Betrieb erzeugen. Der Fein-Einstellparameter
Ft besitzt als Diagonalelemente die inversen Zeitkonstanten der beiden Kanäle und ermöglicht
eine einfache, kanalweise unabhängige Einstellung des Sollverhaltens.
Der beschrieben Aufbau führt zu einer kanalweisen Entkoppelung der ursprünglich verkoppel-
ten Übertragungspfade, da das System nun im nominellen Fall der (entkoppelten) Solltrajektorie
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folgt. Der Einfluss der bekannten Störgröße q = [M,n], der aufgrund von Betriebspunktwech-
seln (und der damit verbundenen geänderten stationären Vorsteuerung) auftritt, kann in ähnlich
einfacher Weise durch ein Filter N berücksichtigt werden, wie das in Abbildung 7 gezeigt ist.
Die zu Beginn erwähnte Trennung der Parameter wird nun offensichtlich: G−1 und N enthalten
nur Streckenparameter, T besitzt nur Parameter der Solltrajektorien.

N

T

G−1

uS

uff
yS

ẏq−

−

ẏ
uffd

q

yq y

yt

ẏt

yff

Rffd

Abbildung 7: Vorsteuerung mit Störgrößen-
kompensation, Trajektorienfil-
ter und „invertierter“ Strecke

Q

G

G
yff

uff

u uc y

− yt

q?

R

Rfb

Abbildung 8: Regelkreis mit parametri-
siertem Regler (Horn &
Dourdoumas, 2004)

3.3 Regler

Folgt man Abbildung 8 und setzt unter Berücksichtigung von (3) und (5) für die Steuerung

Q(s) = G−1(s)T (s) (6)

und ersetzt Ft durch Ffb, entsteht nach geeigneten Umformungen eine Regelung R(s) innerhalb
von Rfb. Diese entspricht einem PI-Regler und ist über die Streckenparameter P1 und P2 sowie
den Fein-Einstellparameter Ffb parametrisiert:

R(s) =
(
P1 +

1
s P2
)

Ffb (7)

Die Diagonalelemente von Ffb sind die Inversen der Zeitkonstanten mit denen pro Kanal der
Messwert y dem dynamischen Vorsteuerwert yff folgt.

3.4 Anti-Windup-System

Abbildung 9 zeigt das Anti-Windup-System Raw. Es verhindert ein unbegrenztes Anwachsen
des Integrators im Regler, indem es die Wirkung yδ der „abgeschnittenen“ Stellersignale uδ

über ein Modell berechnet und zum Messwert addiert. Aus Sicht des Reglers besitzt dadurch die
Strecke keine Stellerbegrenzungen. Die Rückführung K der Modellausgänge holt „Versäumtes“
auf, wenn dies die Begrenzungen zulassen. Es soll nun, um die Zahl der Parameter zu senken
und die Einstellung zu erleichtern, die Rückführung K über die bereits verwendeten Basispara-
meter P1, P2 und einen weiteren Fein-Einstellparameter Faw parametrisiert werden. Dazu wird
(5) unter Berücksichtigung von (4) in (3) eingesetzt und Ft durch Faw ersetzt. Nun lässt sich u
abhängig von yS und yt beschreiben:

u = P1FawyS− (P1Faw−P2)yt (8)
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R

ulim

G

GK

yff e uc usat y

uff

−

uδ

yδ

−

q?

Raw Rfb

Abbildung 9: Anti-Windup-System Raw zur Kompensation von Stellgrößenbeschränkungen
(Schneider, 1986; Gausch & Pristauz, 1993; Teel & Kapoor, 1997)

Im Standardregelkreis mit Rückführung K und Vorfilter V berechnet sich u in Abhängigkeit
von r (entspricht hier yS) und y (entspricht hier yt) zu

u = Vr−Ky. (9)

Ein Koeffizientenvergleich von (8) und (9) liefert die Rückführung

K = P1Faw−P2. (10)

Auch das Modell G der Strecke innerhalb von Raw kann mit P1 und P2 parametrisiert werden.
Im Frequenzbereich lässt sich G(s) kompakt darstellen zu:

G(s) = P−1
1
(
sE+P2P−1

1
)−1

(11)

E symbolisiert dabei die Einheitsmatrix der Dimension zwei. Somit lässt sich auch das Anti-
Windup-System in Abhängigkeit der bereits verwendeten Basisparameter und zusätzlicher
Fein-Einstellparameter darstellen1. Der Fein-Einstellparameter Faw legt im wesentlichen fest,
wie schnell „Veräumtes“ aufgeholt wird, beziehungsweise welcher Kanal im Fall von Steller-
begrenzungen zu bevorzugen ist. Die Diagonalelemente von Faw sind hier die inversen Zeit-
konstanten mit denen die einzelnen Ausgänge yδ des Modells aufgrund der Rückführung K
abklingen.

3.5 Zeitdiskrete Variante

Die bisherigen Betrachtungen waren zeitkontinuierlicher Natur. Eine konkrete Anwendung er-
fordert aber eine zeitdiskrete Umsetzung, wobei im vorliegenden Fall eine für alle Module ein-
heitliche Abtastperiode ∆ angenommen wird. Dazu sei an dieser Stelle der Kürze wegen ohne
Beweis folgendes angemerkt: Die Struktur der besprochenen zeitkontinuierlichen Module kann
direkt auch für eine zeitdiskrete Regelung verwendet werden, wenn im Blockschaltbild Umfor-
mungen entsprechend Tabelle 1 vorgenommen werden. Die so erstellte zeitdiskrete Regelung
erzeugt zu den Abtastzeitpunkten ein dem zeitkontinuierlichen Fall entsprechendes Systemver-
halten.

1Die Existenz von P−1
1 ist aufgrund der Regularität von B und C gesichert.
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Verwendet man im zeitdiskreten Bildbereich dieselben Symbole wie im Zeitbereich und ver-
zichtet auf die Erwähnung der Abhängigkeit von der komplexen Variable z, ergibt sich bei-
spielsweise für den Ausgang des zeitdiskreten Reglermoduls Rfb

uc = uff +


∆(CBd)

−1
︸ ︷︷ ︸

P1,d

+
∆

z−1

(
C(E−Ad)

−1 Bd

)−1

︸ ︷︷ ︸
P2,d




1
∆

(
E− e−Ffb∆

)

︸ ︷︷ ︸
Ffb,d

(
yff −ynsat

)
︸ ︷︷ ︸

e

, (12)

wobei für die Parameter Ad und Bd der zeitdiskreten Strecke

Ad = eA∆ und Bd =

∆∫

0

eAτBdτ (13)

gilt.

Block zeitkontinuierlich zeitdiskret

Dyn. Element
1
s

∆

z−1

Fein-Einstellparameter F =

(
f1 0
0 f2

)
1
∆

(
E− e−F∆

)

P1 =
[

lim
s→∞

sG(s)
]−1

(CB)−1
∆(CBd)

−1

P2 =

[
lim
s→0

G(s)
]−1

−
(
CA−1B

)−1
=
(

C(E−Ad)
−1 Bd

)−1

Tabelle 1: Korrespondenztabelle Implementierung.

3.6 Einstellprozess

Aus der gezeigten linearen Regelung entsteht eine nichtlineare Regelung, indem alle Parameter
über den in Motorsteuerungen seit langem etablierten Gain-Scheduling-Ansatz in Kennfeldern
abhängig vom Betriebspunkt abgelegt und später im Betrieb abgerufen werden. Der Einstell-
prozess verläuft sequenziell in drei Schritten:

Messung: Zu Beginn werden die zeitdiskreten Basisparameter P1,d und P2,d aus entspre-
chenden Messungen, beispielsweise wie in Abbildung 4 gezeigt, mithilfe von Para-
meteridentifikation ermittelt. Auch die Parameter des Störgrößenmodells werden aus
Lastpunktänderungen bei lediglich stationärer Vorsteuerung bestimmt.

Reglereinstellung: In einem zweiten Schritt erfolgt die Abstimmung der Bandbreite Ffb
der Regelung. Der Parameter Faw kann zu Beginn aus Ffb übernommen und falls not-
wendig adaptiert werden.

Trajektorien: Für diesen Schritt stehen die Parameter Ft der Solltrajektorien zur gezielten
Einstellung des Emissionsverhaltens innerhalb der Motorabstimmung zur Verfügung.
Eine Verstellung von Ft kann nun im Gegensatz zur Herangehensweise bei konventio-
neller Reglerstruktur ohne Neuauslegung der Gesamtregelung erfolgen und vermeidet
dadurch eine wiederholte Ausführung von Schritt zwei.
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4 Erprobung

Die vorgeschlagene Regelung wurde an einem Entwicklungsmotor (10 Liter Hubraum) erprobt.
Die Abtastrate betrug wie in Motorsteuerungen üblich 10 ms. Abbildung 10a zeigt ein gutes
Folgeverhalten bei variierendem Betriebspunkt.
Den Einfluss unterschiedlicher Parameter der Solltrajektorien auf das dynamische Verhalten bei
Lastrampen und konstanter Drehzahl verdeutlicht Abbildung 10b. In allen drei Experimenten in
Abbildung 10b wurden gleiche Reglereinstellungen und gleiche stationäre Sollwerte verwendet.
Alleine durch die Änderung der Trajektorienparameter konnten so die NOx Emissionen, die
während der Lastrampe entstehen, angepasst werden.
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(b) Einfluss unterschiedlicher Parameter der Solltra-
jektorien auf das Emssionsverhalten bei Last-
rampen bei 1500 U/min

Abbildung 10: Ergebnisse der Erprobung an einem modifizierten Nutzfahrzeugmotor
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Ein im Vergleich zum Ladedruckaufbau ( ft,2 = 0.7s−1) schnellerer Aufbau des Luftmassenstro-
mes ( ft,1 = 1.6s−1) führt zu einer im Übergang niedrigen AGR-Rate und erhöht dadurch sowohl
den Abgasmassenfluss als auch die Konzentration der Stickstoffoxide ( ). Demgegenüber
resultiert aus gleich schnellen Solltrajektorien ( ft,1 = 1s−1, ft,2 = 1s−1) für beide Kanäle eine
geringere Konzentration der Stickstoffoxide im dynamischen Übergang ( ). Die Anpas-
sung des dynamischen Emissionsverhaltens allein über unterschiedlich schnelle Abstimmung
der Kanaldynamiken erlaubt eine sehr übersichtliche Einstellung. Werden die Trajektorienpa-
rameter abhängig vom Betriebspunkt definiert, erlaubt das eine vom Betriebspunkt abhängige
Anpassung der AGR-Rate im transienten Übergang. Eine derart einfache Einstellung ist mit
einer konventionellen Reglerstruktur nicht möglich.

5 Zusammenfassung

In konventionellen Motorsteuerungen ist das Emissionsverhalten bei dynamisch wechselnden
Betriebszuständen abhängig von den Parametern der Luftpfadregelung. Die sogenannte Ver-
brennungsentwicklung als Teilaufgabe im Motorabstimmungsprozess erfordert also zwangs-
läufig eine ständig neue Reglerauslegung für den Luftpfad. Die konventionelle Reglerstruktur
führt so zu einer starken Verflechtung von Regelungsaufgaben und Verbrennungsentwicklung.
Hier leistet die vorgelegte Arbeit einen Beitrag, den Prozess der Motorabstimmung zu verbes-
sern, indem sie die beiden Teilaufgaben Einstellung der Regelung und Einstellung der Soll-
trajektorien (Verbrennungsentwicklung) separiert. Dadurch sinkt einerseits die Komplexität der
Einzelaufgaben und andererseits wird die Abarbeitung besser automatisierbar. Die Auftrennung
der Parameter des Regelkonzepts in Basisparameter und eigene Fein-Einstellparameter ist ein
wesentlicher Beitrag dazu. Darüber hinaus ermöglicht die gezeigte Wiederverwendung der Ba-
sisparameter in den Modulen, die Gesamtzahl der einzustellenden Parameter stark zu senken.
Die sehr geringe Anzahl der unabhängigen Parameter begünstigt eine effiziente und effektive
Abarbeitung der Motorabstimmung. Die physikalische Interpretierbarkeit erleichtert zusätzlich
die Einstellarbeit. Die Einträge der Fein-Einstellparameter entsprechen inversen Zeitkonstan-
ten. Die beiden Basisparameter lassen sich als die Inverse der Steigung der Sprungantwort und
als die Inverse der stationären Streckenverstärkung interpretieren.
Das Konzept wurde erfolgreich im Prüfstandsbetrieb auf einem Nutzfahrzeugmotor erprobt, es
eignet sich aber auch für die dynamische Regelung entsprechender Simulationsmodelle mithilfe
einer virtuellen ECU.
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Regelung eines elektromehanishenAktuators zur Durhführung von Shalt-und KupplungsvorgängenMartin Steinberger, Martin HornInstitut für Intelligente SystemtehnologienRegelungstehnik und mehatronishe SystemeAlpen-Adria Universität KlagenfurtUniversitätsstraÿe 65-67, A-9020 Klagenfurte-mail: martin.steinberger�ieee.omGewidmet Herrn Univ.-Prof. Niolaos Dourdoumas zur EmeritierungKurzfassungDiese Arbeit beshäftigt sih mit der modellbasierten Regelung eines Aktuators zurDurhführung von Shalt- und Kupplungsvorgängen im Hauptgetriebe eines PKW.Grundlage für die Reglersynthese ist ein vereinfahtes mathematishes Strekenmo-dell, das aus einer analytishen Modellbildung hervorgeht. Für den Reglerentwurfwird ein auf Frequenzkennlinien basierendes Verfahren eingesetzt, welhes die expli-zite Berüksihtigung von Stellgröÿenbeshränkungen erlaubt. Die Leistungsfähigkeitdes entworfenen Regelgesetzes wird an einem komplexen Simulationsmodell der Re-gelstreke demonstriert.1 EinleitungDer vorliegende Beitrag befasst sih mit der Regelung des in Abb. 1 gezeigten elek-tromehanishen Aktuators, der im Hauptgetriebe eines PKW eingesetzt wird. Erermögliht sowohl die Betätigung einer Kupplung als auh das mehanishe Umshal-ten zwishen vershiedenen Getriebeübersetzungen. Die Wahl zwishen den beidenBetriebszuständen �Kuppeln� und �Shalten� erfolgt mittels eines Shaltmagneten.Im Betriebszustand �Kuppeln� wird über die Shaltklaue eine Verbindung zwishendem Aktuatormotor und der Shaltnoke hergestellt. Durh die Rotation der Shalt-noke wird die Kupplungsdrukstange über einen Hebelmehanismus betätigt. ImBetriebszustand �Shalten� wird über die Shaltklaue eine Verbindung zwishen demAktuatormotor und der Shaltwalze hergestellt. Bei Drehung der Shaltwalze erfolgtein Gangwehsel über zwei Shaltgabeln (Shaltgabel 1 für die Gänge 1 und 3, Shalt-gabel 2 für die Gänge 2 und 4). Hierbei ist die Abfolge der Gangwehsel aufgrundder auf der Shaltwalze erkennbaren Kurvenbahnen fest vorgegeben.
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Abbildung 1: Aufbau des AktuatorsIm Rahmen dieser Arbeit wird ausshlieÿlih der Betriebszustand �Shalten� be-trahtet, d.h. Ziel ist die Regelung der Gangwehsel. Als Regelgröÿe dient somit dermessbare Winkel der Shaltwalze. Im Hinblik auf eine praktishe Realisierung undeine damit verbundene Implementierung des Regelgesetzes in einem Steuergerät solldas Regelgesetz möglihst einfah gehalten werden.Der Aufsatz ist wie folgt gegliedert: In Abshnitt 2 wird die mathematishe Nahbil-dung des dynamishen Verhaltens der Regelstreke erläutert. Dabei wird zwisheneinem sehr detaillierten Simulationsmodell und einem vereinfahten Entwurfsmodelluntershieden. In Abshnitt 3 wird der Reglerentwurf mit Hilfe eines Frequenzkennli-nienverfahrens unter Berüksihtigung von Stellgröÿenbeshränkungen beshrieben.Die erzielten Ergebnisse werden in Abshnitt 4 diskutiert. Als Regelstreke dientdabei das detaillierte Simulationsmodell, da ein Versuhsträger zum gegenwärtigenZeitpunkt niht zur Verfügung steht. Abshlieÿend wird in Abshnitt 5 ein Ausblikauf zukünftige Aktivitäten gegeben.2 Mathematishes Modell der Regelstreke2.1 SimulationsmodellDas detaillierte Simulationsmodell wurde mit Hilfe des Softwarepaketes AMESim1erstellt. Dieses Programm erlaubt die Nahbildung komplexer mehanisher Gebil-de. Die Platzierung und Verbindung der einzelnen Komponenten erfolgt auf graphi-shem Wege. Für die entsprehenden mathematishen Komponentenmodelle könnenvershiedene Detaillierungsgrade ausgewählt werden.Im Simulationsmodell für das zu regelnde System werden die Dynamik des Aktua-tormotors und des Shaltmagneten unter Berüksihtigung von Haftreibe�ekten und1http://www.lmsintl.om/ aufgerufen am 10.06.2013
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mehanishen Anshlägen abgebildet. Zusätzlih sind der Antriebsstrang inklusiveDi�erential und Charakteristik der verwendeten nassen Lamellenkupplung nahge-bildet. Weiters modelliert sind die Shaltnoke sowie die Shaltwalze mit den ent-sprehenden Kurvenbahnen, auf denen sih die beiden Shaltgabeln bewegen. Hierbeiwerden alle Zahneingri�e bei der Umshaltung zwishen �Shalten� und �Kuppeln�beziehungsweise beim Einlegen der einzelnen Gänge berüksihtigt. Für jede zuläs-sige Kombination der Gänge, z.B. Gang 1 und 2, ist ein mehanisher Einrastme-hanismus vorgesehen. Die Parameter des detaillierten Simulationsmodells stammendabei aus Konstruktionszeihnungen sowie aus Prüfstandstests einzelner Teilkompo-nenten.2.2 EntwurfsmodellIn Abb. 2 ist das vereinfahte Ersatzshaltbild des Aktuators dargestellt. Beim Ak-
Abbildung 2: Ersatzshaltbild der Regelstreketuatormotor handelt es sih um eine permanenterregte Gleihstrommashine. Mit

u wird die an den Motor angelegte Spannung bezeihnet, i ist der zugehörige An-kerstrom. Die konstanten Gröÿe RM , LM bzw. kM kennzeihnen den Widerstandund die Induktivität des Ankerkreises bzw. die Mashinenkonstante. Mit ωM und
ωL werden die Winkelgeshwindigkeiten von Motor- und Lastwelle bezeihnet, dieentsprehenden Drehwinkel sind ϕM und ϕL. Der Winkel ϕL kennzeihnet dabei dieShaltwalzenposition. Die Gröÿen JM , JL symbolisieren die Trägheitsmomente vonMotor- bzw. Lastwelle, kG ist das Getriebeübersetzungsverhältnis.Elementare Gesetzmäÿigkeiten der Elektrotehnik und Mehanik führen unmittelbarauf das folgende System von drei gewöhnlihen Di�erentialgleihungen 1. Ordnung:

d i

dt
=

1

LM

(u− RM i− kM kG ωL)

d ϕL

dt
= ωL

d ωL

dt
=

1

J
(kM kG i− kω ωL)Hierbei wird angenommen, dass das auf die Lastwelle wirkende Reibmoment einelineare Funktion der Winkelgeshwindigkeit ωL ist, der Proportionalitätsfaktor wirdmit kω bezeihnet. Weitere Ein�ussfaktoren wie z.B. Haftreibungsphänomene werdenim Entwurfsmodell niht berüksihtigt. Man beahte, dass sih das auf die Lastwellereduzierte Gesamtträgheitsmoment

J = JL + k2

G
JM
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sowie der Reibungskoe�zient kω in Abhängigkeit des eingelegten Ganges ändern. Fürden Reglerentwurf wird vereinfahend ein mathematishes Modell mit konstantenKoe�zienten herangezogen. Die konstanten Parameter dieses nominellen Streken-modells sind in Tabelle 1 angegeben.
RM 0.25 Ω
LM 0.8 mH

kM 0.035 N mA−1

kG 40 −
kω 1.1 Nmrad−1

JM 3.5 · 10−5 kg m2

JL 2.43 · 10−4 kg m2Tabelle 1: Parameter des EntwurfsmodellsBeim Entwurfsmodell handelt es sih somit um ein lineares zeitinvariantes System3. Ordnung mit der Eingangsgröÿe u und der Ausgangsgröÿe y = ϕL.2.3 ModellvergleihAbb. 3 zeigt den Vergleih zwishen dem Winkel ϕL des Simulationsmodells undder entsprehenden Gröÿe des Entwurfsmodells. Dabei wird die Shaltwalze durh
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Abbildung 3: Vergleih zwishen Simulations- und Entwurfsmodellgeeignete Wahl der Motorspannung u so bewegt, dass alle möglihen Gangwehseldurhgeführt werden. Die dazugehörigen Positionen der beiden Shaltgabeln sindin Abb. 4 dargestellt. Hierbei entsprehen Shaltgabelpositionen von 0mm einerneutralen �Mittenposition�, in der kein Gang eingelegt ist. Durh Positionierung derShaltgabeln in die Stellungen ±6mm werden Gänge vollständig eingelegt. Dabeisind die in Tabelle 2 dargestellten Kombinationen möglih.Das lineare Entwurfsmodell mit den nominellen Parametern spiegelt das Verhaltendes komplexen Simulationsmodells o�ensihtlih hinreihend gut wider und kann alsBasis für den nahfolgenden Reglerentwurf dienen.
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Abbildung 4: Position der Shaltgabeln (Gangabfolge: neutral, 1, 1-2, 2, 2-3, 3, 3-4,4, neutral, 4, 3-4, 3, 2-3, 2, 1-2, 1, neutral)Position Shaltgabel 1 Position Shaltgabel 2 eingelegte Gänge0mm 0mm neutral-6mm 0mm 10mm +6mm 2+6mm 0mm 30mm -6mm 4-6mm +6mm 1 und 2+6mm +6mm 2 und 3+6mm -6mm 3 und 4Tabelle 2: Zusammenhang zwishen den Shaltgabelpositionen und den eingelegtenGängen3 ReglerentwurfUm exakte Shaltmanöver durhführen zu können, darf der Winkel y = ϕL ummaximal 3◦ von einem vorgegebenen Referenzwinkel r abweihen. Die maximalesinnvolle Anstiegsrate ṙmax ist durh die konstruktive Auslegung des Aktuators auf
±5 rad s−1 beshränkt. Auÿerdem darf die Stellgröÿe u betragsmäÿig einen Wert von
umax = 12 V niht übershreiten.Eine Möglihkeit, die oben genannten Wünshe zu erfüllen, ist die Anwendung einesFrequenzkennlinienverfahrens, bei dem harte Beshränkungen bestimmter System-gröÿen berüksihtigt werden können, in [1℄ bis [6℄ sind dazu nähere Details bzw.alternative Ansätze zu �nden. Die dem gewählten Syntheseverfahren zugrunde lie-gende zeitdiskrete Regelkreisstruktur (Abtastzeit T = 2ms) ist in Abb. 5 dargestellt.Die Folgen (rk), (ek), (uk) und (yk) entsprehen der Referenzgröÿe, dem Regelfehler,der Stellgröÿe und der Regelgröÿe. Die z-Übertragungsfunktionen P (z) und R(z)repräsentieren die zeitdiskrete Regelstreke und den zu entwerfenden Regler. Die
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Abbildung 5: Zeitdiskreter RegelkreisWahl der so genannten Filterübertragungsfunktion2
F (z) =

Z {(rk)}

Z {(r̂k)}
= T ṙmax

z

z − 1erlaubt es, die beshränkte Anstiegsgeshwindigkeit der Referenzgröÿe in den Ent-wurf einzubeziehen. Die (�ktive) Eingangsfolge (r̂k) der Filterübertragungsfunktionist betragsmäÿig auf 1 beshränkt, d.h. |r̂k| ≤ 1 für alle k ≥ 0.Die Anwendung der so genannten q-Transformation [1℄
q =

2

T

z − 1

z + 1ermögliht es, den Entwurf des zeitdiskreten Reglers völlig analog zum zeitkontinu-ierlihen Fall mit Hilfe von Frequenzkennlinien durhzuführen. Hierfür ist q = jΩ zusetzen, wobei Ω die transformierte Frequenz darstellt [7℄. Für die z-Übertragungs-funktionen
P (z) =

Z {(yk)}

Z {(uk)}
=

3.509 · 10−5 (z + 3.154) (z + 0.2273)

(z − 1) (z2 − 1.372z + 0.5147)
, F (z) =

0.01 z

z − 1ergeben sih die zugehörigen q-Übertragungsfunktionen
P ⋆(q) =

1.01 · 10−5 (q + 1588) (q − 1928) (q − 1000)

q (q2 + 336.2 q + 4.9 · 104)
, F ⋆(q) =

0.005 (q + 1000)

q
.Unter der Annahme, dass die Betragskennlinie des o�enen Kreises L⋆(q) = R⋆(q)P ⋆(q)vom einfahen Typ [8℄ ist und die Bedingungen

|L⋆(jΩ)| ≫ 1 für Ω ≪ Ωc

|L⋆(jΩ)| = 1 für Ω = Ωc

|L⋆(jΩ)| ≪ 1 für Ω ≫ Ωcgelten, können die so genannten �approximierten Syntheseungleihungen� angegebenwerden [1℄. Diese lauten
1 ≤

∣

∣

∣

∣

P ⋆(jΩ)

F ⋆(jΩ)

∣

∣

∣

∣

umax und |L⋆(jΩ)| ≥
|F ⋆(jΩ)|

ε
für Ω ≪ Ωc (1)bzw.

|L⋆(jΩ)| ≤

∣

∣

∣

∣

P ⋆(jΩ)

F ⋆(jΩ)

∣

∣

∣

∣

umax und 1 ≥
|F ⋆(jΩ)|

ε
für Ω ≫ Ωc . (2)2Mit Z {(fk)} wird hier die z-Transformierte einer Folge (fk) bezeihnet, d.h. Z {(fk)} =

∑

∞

k=0
fk z

−k.
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Um die erzielbare Regelgüte zu optimieren, muss die Gröÿe ε minimiert werden.Das bedeutet, dass für Ω ≪ Ωc die Betragskennline des o�enen Kreises möglihstweit �nah oben� geshoben werden soll, ohne eine der angegebenen Syntheseunglei-hungen (1), (2) zu verletzen. Um die Stabilität des geshlossenen Regelkreises zugewährleisten, ist auÿerdem für eine ausreihende Phasenreserve zu sorgen, wobeinah [1℄ die Erfüllung der Bedingung
arc{L⋆(jΩc)} = −120◦anzustreben ist. Das Ziel des Reglerentwurfs besteht nun darin, einen geeignetenAnsatz für L⋆(q) zu ermitteln. Um auh bei Parametershwankungen und Störungendie Stabilität des Regelkreises zu gewährleisten, müssen jedenfalls alle in der rehtenq-Halbebene liegenden Pole und Nullstellen von P ⋆(q) in L⋆(q) übernommen werden.Wie man in Abb. 6 erkennen kann, ist mit dem Ansatz

L⋆(q) =
0.020251 (q + 1588) (q − 1928) (q − 1000)

q (q + 1000) (q + 420)die Erfüllung der Syntheseungleihungen (1) und (2) sihergestellt. Zusätzlih zu
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Abbildung 6: Betragskennlinien zur Überprüfung des Entwurfes
|L⋆(jΩ)| sind auh die Betragskennlinien von F ⋆(jΩ) und B⋆(jΩ) dargestellt, wobei

B⋆(q) :=
P ⋆(q)

F ⋆(q)
umax =

0.020235 (q + 1588) (q − 1928) (q − 1000)

(q + 1000) (q2 + 336.2 q + 4.947 · 104)gilt. Der Betrag von L⋆(jΩ) ist somit für �kleine� Frequenzen �hinreihend groÿ�, für�groÿe� Frequenzen shmiegt sih |L⋆(jΩ)| dem Verlauf von |B⋆(jΩ)| an. Darüberhinaus beträgt die Phasenreserve wie gewünsht 60◦.Die gesuhte Reglerübertragungsfunktion wird nun über die Relation
R(z) =

Z {uk}

Z {ek}
=

L(z)

P (z)
=

976.6143 (z2 − 1.372 z + 0.5147)

z (z − 0.4085)
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berehnet. Über die entsprehenden Impulsantworten des geshlossenen Kreises kön-nen die maximal möglihen Beträge für die Stellgröÿe und den Regelfehler exaktberehnet werden [1℄. Im vorliegenden Fall ergeben sih für diese Maximalwerte
max

k

|uk| = 12.027 V (3)und
max

k

|ek| = 0.0441 rad ≈ 2.5◦. (4)Die Verletzung des vorgegebenen Stellgröÿenmaximums von umax = 12 V ist alsunkritish zu bewerten, da der in (3) angegebene Wert den theoretish gröÿtmögli-hen Wert von |uk| darstellt. Auh der Betrag des Regelfehlers wird im praktishenBetrieb i.A. deutlih unter dem Wert (4) liegen. Aus diesen Überlegungen kanngefolgert werden, dass der entworfene Regelkreis die vorgegebenen Spezi�kationenvorbildlih erfüllt.4 ErgebnisseAbb. 7 bis 10 zeigen exemplarish die mit der vorgeshlagenen Regelung erzieltenErgebnisse. Hierbei wird der Referenzwinkel laut Abb. 7 stufenweise, unter Berük-sihtigung der maximal zulässigen Anstiegsrate, vorgegeben. Zur Beurteilung der
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Abbildung 7: Referenzverlauf für den ShaltwalzenwinkelRegelgüte ist der resultierende Regelfehler in Abb. 8 dargestellt. Wird das Entwurfs-modell verwendet, weist der Regelkreis bei konstanter Referenzgröÿe aufgrund deshier vorhandenen Integrierers eine vershwindende bleibende Regelabweihung auf.Im Gegensatz dazu führen im detaillierten Simulationsmodell nahgebildete E�ektezu von Null vershiedenen Regelabweihungen.Zusätzlih sind zwei stark ausgeprägte Störungen bei a. 0.6 s bzw. a. 1.1 s zu erken-nen, die durh den Einlegevorgang von Gang 1 bzw. Gang 2 hervorgerufen werden.Beim Herausnehmen der Gänge, d.h. Lösen der Zahn-Zahn-Kontakte, tritt diesesVerhalten niht auf. Abb. 9 zeigt die zugehörigen Positionen der beiden Shaltga-beln beim Einlegen bzw. Herausnehmen der Gänge. Der in Abb. 10 dargestellte
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Abbildung 9: Positionen der ShaltgabelnVerlauf der Aktuatorspannung ähnelt dem Verlauf des Regelfehlers, wobei aber dasÜbershwingen bei shnellen Übergängen stärker ausgeprägt ist. Dennoh wird dasStellgröÿenmaximum nur sehr kurz übershritten.Die Ergebnisse verdeutlihen, dass der entworfene Regler - trotz zahlreiher, im Ent-wurfsmodell niht modellierter E�ekte - eine hervorragende Nahführung des Win-kels der Shaltwalze ermögliht. Dabei wird die Stellgröÿenbeshränkung eingehaltenund eine sehr gute Unterdrükung von Störungen erreiht.5 Zusammenfassung und AusblikMit Hilfe von Frequenzkennlinien wurde ein Regelgesetz für einen elektromeha-nishen Aktuator entworfen. Der resultierende Regelkreis erfüllt alle vorgegebenenSpezi�kationen und zeigt in einer aufwändigen numerishen Simulation ein sehr zu-friedenstellendes Verhalten. Die praktishe Erprobung des Konzepts an einem Prüf-
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Abstract

Many modern engineering artefacts exhibit complex behaviours due to
numerous operational or fault modes with their associated continuously valued
evolution of its physical entities. Advanced control and automation schemes
that are employed to achieve a desired behaviour often require a detailed
knowledge of the system’s state both in terms of its mode of operation/failure
and continuous evolution.

There exist several approaches for this task of hybrid estimation and di-
agnosis. The diversity of the algorithms is mostly due to complementary
solutions for dealing with the high computational complexity of the hybrid
estimation task. The algorithms also utilize dedicated instances of hybrid
models that makes it difficult to directly compare the individual approaches
and to cross-utilize the many improvements that are documented in literature.

This paper provides a representative set of five hybrid estimation and
diagnosis algorithms and re-formulates them for a common hybrid model. This
allows us to provide a comparison that captures the common and alternative
aspects of the individual solutions. In that sense, the paper provides a basis for
developing advanced hybrid estimation schemes that leverage off and improve
on the individual research branches for hybrid estimation.

1 Introduction

Many modern mechatronic systems exhibit a complex behaviour where continuous
evolution of the system is interwoven with discrete changes, for example due to
commanded operational mode changes or also due to faults in the system. A pre-
requisite for controlling such a system is to know its state, both in terms of the
operational/fault mode and the continuously evolving physical entities, such as cur-
rents, voltages, acceleration, speed etc. . Most likely, it is not possible to measure
all physical entities and know the mode of operation/failure that determine the hy-
brid state of the system. Therefore, it is inevitable to use an estimator or filter to
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infer the hybrid state from noisy measurements and a hybrid model that combines
a continuously-valued model (ODEs, difference equations) with a discretely-valued
model (automaton).
To deal with real-world disturbances and faults, we will focus on probabilistic hybrid
models that combine stochastic models for the continuous dynamics and probabilis-
tic models for possible mode changes in the system. Several filtering and estimation
approaches exist for such models and were successfully applied to a variety of appli-
cations. All of them use slightly different probabilistic hybrid models as basis what
makes it difficult to provide a comprehensive comparison
The purpose of this paper is to frame 4 prominent hybrid estimation algorithms,
the interacting multiple model algorithm (IMM) [7], particle filtering (PF) [11],
Rao-Backwellised particle filtering (RBPF) [10] and probabilistic hybrid estimation
(hME) [16] for a common model base. We will not present the theoretical back-
grounds for all algorithms in detail. Many literature sources (referenced at the
individual chapters) can be found for that. Instead, we present instances for their
algorithmic formulation in a coherent form on a common hybrid model. To complete
this picture on hybrid estimation we also present an approach that only estimates the
mode of operation (discrete state) through so called analytic redundancy relations
(ARR) [8].
This comprehensive presentation of alternative algorithms for hybrid estimation and
hybrid diagnosis enables us to evaluate and compare the algorithms in detail and
highlight similarities and analogies between the algorithms. The common model
base and thus compatible algorithmic formulation will then enable us to combine
the classical hybrid estimation algorithms with the consistency-based diagnosis algo-
rithm to formulate a new set of enhanced algorithms for the difficult task of hybrid
estimation.

2 Hybrid Model

In order to compare various filtering approaches, we restrict our model to a common
class of a stochastic hybrid system with affine continuous dynamics and probabilis-
tic mode transitions. In particular, we model a physical artefact using a stochastic
hybrid discrete-time model (sampling-period Ts) with continuously valued inputs
uc = [uc 1, . . . , uc nu ]T , observations yc = [yc 1, . . . , yc ny ]T and discretely valued (com-
mand) inputs ud = [ud 1, . . . , udnc ]

T . The mode of the hybrid model is captured by
the discrete state variable xd and has domain Xd = {m1, . . . ,ml}. The continu-
ous state variables xc = [xc 1, . . . , xc nx ]T capture the continuously valued dynamic
evolution of the hybrid model. Within this work we use affine stochastic difference
equations

xc,k = Aixc,k−1 + Biuc,k−1 + Fivs,k−1 + fi, (1)

with observations
yc,k = Cixc,k + Diuc,k + Givo,k + gi. (2)

With xc,k and yc,k we denote the valuation of the continuous state and output at the
time step k (t = Tsk). The parameters (A,B,C,D,F,G, f ,g) are selected according
to the active mode xd,k during the sampling-period k (Ts(k − 1) < t ≤ Tsk), i.e.

xd,k = mi → {Ai,Bi,Ci,Di,Fi,Gi, fi,gi} (3)
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We assume Gaussian process and measurement noise vs,k−1 ∼ N (0, I),vo,k ∼ N (0, I)
and express the mode-dependency of the noise through the model parameters F,G.
The affine model for the continuous evolution allows us to compare various ap-
proaches for hybrid estimation. In terms of the discrete evolution of the mode xd,k
we will use a similar strategy and use a common mode transition specification. In
detail, we specify the mode transition probabilistically in terms of

xd,k ∼ P (xd,k|xd,k−1) =: PT (xd,k, xd,k−1). (4)

Thus, transitions are conditioned on the previous mode (i.e. discrete-state) only
and not like in the probabilistic hybrid automaton or many other hybrid modeling
schemes on the previous hybrid state (i.e. mode and continuous state) and the inputs
of the model. With PT : Xd × Xd → [0 1] we denote the transition function that
specifies the probabilities for the transition.

3 Full Hypothesis Estimation

3.1 Kalman Filtering

Assuming we know the mode of the system for all time steps, we obtain a continu-
ous estimation problem with a time variant plant, where the mode xd,k determines
the currently active dynamics. Given our setting, we can use the classic Kalman
Filter [21, 12, 3, 14] to compute the distribution for the continuous state pc,k based
on the continuous inputs uc,0, . . . ,uc,k, the observations yc,1, . . . ,yc,k, and the initial
state distribution pc,0 recursively. As a result, we obtain a Gaussian distribution for
the state characterized in terms of the mean x̂c,k and the covariance matrix Pk

pc,k = N (x̂c,k,Pk),
x̂c,k = E{xc,k}, Pk = E{(xc,k − x̂c,k)(xc,k − x̂c,k)

T}. (5)

Kalman filtering at time step k for a system in mode mi, i.e. xd,k = mi, is a two
step process as follows:

1. State extrapolation

x̂c,k|k−1 = Aix̂c,k−1 + Biuc,k−1 + fi (6)

Pk|k−1 = AiPk−1A
T
i + FiF

T
i (7)

rk = yc,k −
(
Cix̂c,k|k−1 + Diuc,k + gi

)
(8)

Sk = CiPk|k−1C
T
i + GiG

T
i , (9)

where {x̂c,k|k−1,Pk|k−1} specify the prior estimate with a prediction residual,
or innovation rk with its associated covariance matrix Sk.

2. Estimation correction

Kk = Pk|k−1C
T
i S−1k (10)

x̂c,k = x̂c,k|k−1 +Kkrk (11)

Pk = Pk|k−1 −KkSkK
T
k , (12)

corrects mean and covariance according to the Kalman filter gain Kk and
provides the refined estimate pc,k = N (x̂c,k,Pk).
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3.2 Hypothesis Tracking

We allow our model to evolve both in terms of its mode xd and its continuous
state xc. Thus, a hybrid estimation scheme has to track both, continuous state and
mode. This complicates the estimation process as we have to track, every possible
mode sequence with its associated continuous evolution. Thus, we cannot provide a
single estimate but have to deal with an exponentially increasing (over time) number
λk of estimation hypotheses

X̂
(ζ)
k = {x̂(γ)

0 , x̂
(δ)
1 , . . . , x̂

(i)
k−1, x̂

(ζ)
k }, ζ = 1, . . . , λk. (13)

A hypothesis X̂
(ζ)
k specifies a possible hybrid evolution and has a fringe estimate for

the hybrid state at time-step k

x̂
(ζ)
k := 〈x̂(ζ)d,k, p

(ζ)
c,k〉. (14)

with a continuous estimate
p
(ζ)
c,k = N (x̂

(ζ)
c,k,P

(ζ)
k ) (15)

that is obtained through recursive Kalman Filtering p
(i)
c,k−1 → p

(ζ)
c,k. More specifically,

for a hybrid state x̂
(i)
k−1 one determines a possible successor mode x̂

(ζ)
d,k = mj and

performs Kalman Filtering:

x̂
(ζ)
c,k|k−1 = Ajx̂

(i)
c,k−1 + Bjuc,k−1 + fj

P
(ζ)
k|k−1 = AjP

(i)
k−1A

T
j + FjF

T
j

rk = yc,k − (Cjx̂
(ζ)
c,k|k−1 + Djuc,k + gj)

Sk = CjP
(ζ)
k|k−1C

T
j + GjG

T
j

Kk = P
(ζ)
k|k−1C

T
j S−1k

x̂
(ζ)
c,k = x̂

(ζ)
c,k|k−1 +Kkrk

P
(ζ)
k = P

(ζ)
k|k−1 −KkSkK

T
k

(16)

The process of computing all possible estimation hypotheses builds a hypothesis tree
that is depicted in Figure 1 for a system with two modes and an estimation over
two time-steps (k = 2). One uses probabilistic measures to weight the individual

0x

1x
(1)

1x
(2)

2x
(1)

2x
(2)

(1)

2x
(3)

2x
(4)

(a) Tree for k = 2

0x

1x
(1)

1x
(2)

2x
(1)

2x
(2)

(1)

2x
(3)

2x
(4)

X2
(3)

(b) Path for behavior X̂
(3)
2

Figure 1: Full hypothesis tree.

hypotheses and to select, for example, the most likely one as the preferred estimate
at a particular time step. For this purpose, we associate a belief b

(ζ)
k

b
(ζ)
k := P (X̂

(ζ)
k |Yk, Uk) (17)
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with each trajectory hypothesis X̂
(ζ)
k = {. . . , x̂(i)

k−1, x̂
(ζ)
k } or its fringe estimate x̂

(ζ)
k (Yk

and Uk denote the combined sequences of measurements and inputs, respectively).
For a given time-step k with λk estimation hypotheses, one can compute this belief
recursively as

b
(ζ)
k =

1

c
P

(ζ)
O,k P

(ζ)
T ,k b

(i)
k−1, ζ = 1, . . . , λk (18)

with the normalization factor c so that
∑λk

ζ=1 b
(ζ)
k = 1 and

P
(ζ)
T ,k = P (x̂

(ζ)
d,k|x̂

(i)
d,k−1) (19)

P
(ζ)
O,k =

1

|2πSk|1/2
e−

1
2
rTk S−1

k rk , (20)

where P
(ζ)
T ,k denotes the transition probability through the transition function and

the observation function P
(ζ)
O,k captures the level of agreement between the predicted

output ŷ
(ζ)
c,k for hypothesis ζ and the measurement yc,k through the innovation rk =

yc,k − ŷ
(ζ)
c,k and its covariance matrix Sk from the associated Kalman Filter.

Hybrid estimation, as introduced above, considers all possible mode transitions that
can occur during the dynamic evolution of the system. This, however, is almost
always intractable because the number of trajectories becomes too large after only a
few time steps as the number of possible trajectories grows exponentially with time:
λk ≤ lk (see Figure 2 for a full hypothesis tree for a system with 60,000 modes and
a prohibitively large number of 216,000,000,000,000 hypotheses after only 3 time-
steps). As a consequence, one has to consider approximate methods in order to
provide computationally feasible approaches for hybrid estimation.

0x

1x (1)

1x (60,000)

2x (1)

3x (60,000)

3x (216,000,000,000,000)

3x (215,999,999,940,001)

...
...

...

(1)

3x (1)

...
...

..

...
...

...
...

...
...

...
.

2x (3,600,000,000)

2x (60,000)

Figure 2: Full hypothesis tree after 3 time-steps for a system with 60,000 modes

4 Approximate Methods for Hybrid Estimation

4.1 Multiple-Model Estimation - the GPB-n and IMM Al-
gorithm

The multiple-model estimation algorithms are powerful, but sub-optimal estimation
algorithms that are mainly found in fields of aeronautics and aerospace, for example
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for target tracking. The algorithms deal with the exponential growth of hypotheses
over time by combining hypotheses and consider different mode sequences for the last
N estimation steps only. The generalized pseudo Bayesian (GPB-N) algorithm [1],
for example, aggregates the hybrid estimates at time step k−N into a single hybrid
estimate and builds a full hypothesis tree of depth N to obtain x̂k.
A good trade-off between computational cost and estimation quality is achieved by
the interacting multiple-model (IMM) algorithm [7]. IMM provides an estimate with
quality similar to GPB-2, but only requires as many concurrent filters as there are
modes in the system (one filter per mode mj, j = 1, . . . , l of the hybrid model
instead of l2 for GPB-2).
Each filter uses a different combination (mixing) of the previous mode-conditioned
estimates

{x̂(1)
k−1, x̂

(2)
k−1, . . . , x̂

(l)
k−1} (21)

as initial value for the estimation at time-step k. The algorithm maintains l esti-
mates, one estimate for each mode mj ∈ Xd of the model and we assume that the

superscript index j of the estimate x̂
(j)
k−1 in (21) directly refers to the mode mj of

the estimate (x̂
(j)
d,k−1 = mj).

The algorithm can be interpreted as a two-step hidden Markov model (HMM) style
belief-state update that determines the conditional probability distribution for the
set of modes b

(j)
k = bk(mj), j = 1, . . . , l, together with an associated continuous

filtering operation. More precisely, IMM proceeds in two steps

1. State mixing: The first step calculates the prior belief bk|k−1 for being at a
particular mode as

b
(j)
k|k−1 =

l∑
i=1

P (mj|mi) b
(i)
k−1, j = 1, . . . , l. (22)

and computes the l2 IMM mixing probabilities

µij =
P (mj|mi) b

(i)
k−1

b
(j)
k|k−1

, (23)

which specify the level of interaction among the modes. The values µij are

then used to mix the mode-conditioned estimates N (x̂
(j)
c,k−1,P

(j)
k−1) as follows

x̄
(j)
c,k−1 =

∑l
i=1 µijx̂

(i)
c,k−1,

P̄
(j)
k−1 =

∑l
i=1 µij

[
P

(i)
k−1 + (x̂

(i)
c,k−1 − x̄

(i)
c,k−1)(x̂

(i)
c,k−1 − x̄

(i)
c,k−1)

T
]
.

(24)

2. Filtering and belief-state update: The mixed estimates N (x̄
(j)
c,k−1, P̄

(j)
k−1)

are then used to initialize the l mode-conditioned Kalman filters (x̂
(j)
d,k = mj)

x̂
(j)
c,k|k−1 = Ajx̄

(j)
c,k−1 + Bjuc,k−1 + fj

P
(j)
k|k−1 = AjP̄

(j)
k−1A

T
j + FjF

T
j

rk = yc,k − (Cjx̂
(j)
c,k|k−1 + Djuc,k + gj)

Sk = CjP
(j)
k|k−1C

T
j + GjG

T
j

Kk = P
(j)
k|k−1C

T
j S−1k

x̂
(j)
c,k = x̂

(j)
c,k|k−1 +Kkrk

P
(j)
k = P

(j)
k|k−1 −KkSkK

T
k

(25)
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that provide the estimates

{x̂(1)
k , x̂

(2)
k , . . . , x̂

(l)
k }, (26)

along with the associated hybrid observation functions PO
(j)
k , j = 1, . . . , l (20).

These hybrid observation functions are used to calculate the posterior belief
bk for the mode-conditioned estimates (26) at time-step k as

b
(j)
k =

PO
(j)
k b

(j)
k|k−1∑l

ν=1 PO
(ν)
k b

(ν)
k|k−1

∝ PO
(j)
k b

(j)
k|k−1. (27)

4.2 Probabilistic Hybrid Estimation - hME

The application of the IMM algorithm becomes difficult, whenever the number of
modes l becomes large, since IMM requires as many filters as there are modes in
the model. As a consequence, IMM imposes an unnecessarily high computational
load and deteriorates the estimation result as too many irrelevant filters compete
against the small portion of relevant filters [22]. It is therefore advisable to focus
estimation onto a subset of most likely hypotheses. Our hybrid estimation framework
hME [16, 17, 15] takes this approach and re-formulates hybrid estimation as a search
problem that utilizes a κ-best strategy that maintains the leading set of κ hypotheses
at each time step. An underlying best-first search problem selectively expands a full-
hypothesis tree originating from the estimates

{x̂(1)
k−N , . . . , x̂

(κ)
k−N}

for N time-steps to provide a leading set of again κ hypotheses

{x̂(1)
k , . . . , x̂

(κ)
k }.

k-2 k-1 k k+1

. . 
. .

. . 
. .

. . 
. .

. . 
. .

Figure 3: κ− best search over one time-step (1-step hybrid estimation).

In its simplest case, hME builds a hypothesis tree for one time-step (N = 1) as
shown in Figure 3 for κ = 4. This specific hME instance has strong analogies to
Rao-Backwellised particle filtering as we will see later. Therefore, we provide a
description of hME that unfolds the underlying best-first search process into two
distinct steps: transition expansion and continuous state estimation / filtering as
shown in Figure 4 for a single estimate x̂k−1. More specifically, the functionality of
1-step hME for our model (1-4) can be summarized as follows:
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1
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λ

P
T 

. .
 . 

.

transition expansion continuous state estimation

P
O 

,bk-1k-1x

,bk|k-1k-1x' ,bkxk

Figure 4: hME hypotheses expansion

1. Transition expansion: Starting from the κ estimates {x̂(1)
k−1, . . . , x̂

(κ)
k−1} with

associated belief-values {b(1)k−1, . . . , b
(κ)
k−1} generate the l · κ intermediate hybrid

states

x̂
′(ζ)
k−1 = 〈mj,N (x̂

(i)
c,k−1,P

(i)
k−1)〉, i = 1, . . . , κ, j = 1, . . . , l, ζ = 1, . . . , l ·κ (28)

and sort these states according to their associated prior belief-values

b
(ζ)
k|k−1 = PT (mj, x̂

(i)
d,k−1) b

(i)
k−1 (29)

so that b
(1)
k|k−1 ≥ b

(2)
k|k−1 ≥ . . . ≥ b

(κ)
k|k−1 ≥ . . . b

(l·κ)
k|k−1.

2. Selective continuous state estimation / filtering: Starting with ζ = 1

perform Kalman filtering x̂
′(ζ)
k−1 → x̂

(ζ)
k with x̂

′(ζ)
k−1 = 〈mj,N (x̂

(i)
c,k−1,P

(i)
k−1)〉

x̂
(ζ)
c,k|k−1 = Ajx̂

(i)
c,k−1 + Bjuc,k−1 + fj

P
(ζ)
k|k−1 = AjP

(i)
k−1A

T
j + FjF

T
j

rk = yc,k − (Cjx̂
(ζ)
c,k|k−1 + Djuc,k + gj)

Sk = CjP
(ζ)
k|k−1C

T
j + GjG

T
j

Kk = P
(ζ)
k|k−1C

T
j S−1k

x̂
(ζ)
c,k = x̂

(ζ)
c,k|k−1 +Kkrk

P
(ζ)
k = P

(ζ)
k|k−1 −KkSkK

T
k

(30)

and compute the associated un-normalized belief-value

b̃
(ζ)
k = P̃

(ζ)
O,k b

(ζ)
k|k−1, (31)

where P̃
(ζ)
O,k denotes the un-normalized observation function1

P̃
(ζ)
O,k = e−

1
2
rTk S−1

k rk . (32)

1Maybeck and Stevens [23] reported in the context of multiple-model estimation that the nor-
malization term in equation (20) represents an artificial bias that can lead to incorrect mode
identifications. They explicitly suggest to omit the normalization term 1/|2πSk|1/2.
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Sort the un-normalized belief-values and specify, once ζ ≥ κ, the variable
b̃bound as the value of the κ’th best un-normalized belief. We found the κ-best
estimates whenever

b
(ζ+1)
k|k−1 ≤ b̃bound (33)

holds since no other continuation will lead to an estimate with larger un-
normalized belief as P̃

(ζ)
O,k ≤ 1. Otherwise, set ζ = ζ + 1 and thus repeat the

process (30-32) for the next hypothesis until the condition (33) holds.

3. Belief update and hypotheses selection: Select the κ-best estimates

{x̂(1)
k , . . . , x̂

(κ)
k }

and compute their belief-values through normalization

b
(i)
k =

b̃
(i)
k∑κ

ν=1 b̃
(ν)
k

Whenever one applies hME to systems with a a large number of modes (l > 100,000)
it is important to carefully formulate the two central steps transition expansion and
filtering as a search problem so that one obtains the κ-best estimates without having
to consider the majority of (less likely) mode transitions in the system [16, 15]. This
is particularly important when one uses hME to estimate multi-component systems
where mode-transitions in individual components are conditionally independent. For
example, in [18] we used hME to estimate a system with 450,000 modes in terms of
1-step hME with a fringe size of κ = 10 and observed that we required in average
250 / worst case 5,000 Kalman filtering operations until search provided the leading
10 estimates. This is far off the theoretical bound of 10× 450,000 Kalman filtering
operations!

4.3 Particle Filtering

Particle filters[11, 4] solve the estimation task through sequential Monte-Carlo meth-
ods and are particularly well suited for nonlinear filtering problems. Several works
were devoted to applying this strategy for solving the hybrid estimation problem.
One can view this approach as sampling the full hypothesis tree in both, continuous
state and discrete state. Particle filtering is a recursive process that estimates xk in
terms of a set of M particles

{x̂(1)
k , x̂

(2)
k , . . . , x̂

(M)
k } (34)

where each particle x̂
(j)
k is comprised of the mode x̂

(j)
d,k and a particular value x̂

(j)
c,k for

the continuous state xc,k. More specifically, particle filtering proceeds in two steps
as follows

1. Particle propagation (importance sampling step): For each particle

with 〈x̂(j)d,k−1, x̂
(j)
c,k−1〉 draw a successor mode according to the associated tran-

sition probability

x̂
(j)
d,k = mi ∼ PT (mi, x̂

(j)
d,k−1), j = 1, . . . ,M (35)
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as well as samples for the continuous disturbances

vs,k−1 ∼ N (0, I), vo,k ∼ N (0, I) (36)

and perform the continuous evolution according to the model, in our case

x̂
(j)
c,k|k−1 = Aix̂

(j)
c,k−1 + Biuc,k−1 + Fivs,k−1 + fi

ŷ
(j)
c,k|k−1 = Cix̂

(j)
c,k|k−1 + Diuc,k + Givo,k + gi.

(37)

Additionally, evaluate and normalize the importance weights (likelihood val-
ues)

w(j) ∝ 1

|2πRi|1/2
e−

1
2
rTk R−1

i rk , (38)

with
rk = yc,k − ŷ

(j)
c,k|k−1, Ri = FiF

T
i .

2. Selection / re-sampling step: Use a re-sampling scheme, e.g. minimum

variance sampling[9] to discard/multiply the particles x̂
(j)
k|k−1 = 〈x̂(j)d,k, x̂

(j)
c,k|k−1〉

according to their importance weight and in order to obtain a new set of M
equally likely particles

{x̂(1)
k , x̂

(2)
k , . . . , x̂

(M)
k }.

Unlike Kalman filtering, that uses the innovation rk to refine the continuous es-
timate N (x̂

(j)
c,k|k−1,P

(j)
k|k−1) for xk in terms of its numerical value, particle filtering

achieves this task in multiplying (cloning) particles with high importance weights
and discarding those with low weights so that the particles together form the up-
dated estimate (distribution) for the hybrid state x̂k.

4.4 Rao-Backwellised Particle Filtering

Whenever one has linear (or affine) continuous dynamics and a pure probabilistic
mode transition scheme (as in our assumption (1-4)) one can reduce the computa-
tional complexity of particle filtering by sampling mode transitions only and using
traditional Kalman filtering for the continuous dynamics. This leads to so-called
Rao-Backwellised particle filtering (RBPF)[2, 10]. Again, we start with M particles

{x̂(1)
k−1, x̂

(2)
k−1, . . . , x̂

(M)
k−1}. (39)

However, in contrast to standard particle filtering each particle x̂
(j)
k−1 describes a

hybrid state in terms of its mode x̂
(j)
d,k−1 and the distribution N (x̂

(j)
c,k−1,P

(j)
k−1) for the

continuous state xc,k−1. Rao-Backwellised particle filtering proceeds as follows:

1. Particle propagation (importance sampling and Kalman Filter ex-

trapolation step) For each particle with 〈x̂(j)d,k−1, x̂
(j)
c,k−1〉 draw a successor

mode according to the associated transition probability

x̂
(j)
d,k = mi ∼ PT (mi, x̂

(j)
d,k−1), j = 1, . . . ,M (40)
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and perform the Kalman Filter extrapolation step (Eq. 6-9 detailed)

x̂
(j)
c,k|k−1 = Aix̂

(j)
c,k−1 + Biuc,k−1 + fi

P
(j)
k|k−1 = AiP

(j)
k−1A

T
i + FiF

T
i

rk = yc,k − (Cix̂
(j)
c,k|k−1 + Diuc,k + gi)

Sk = CiP
(j)
k|k−1C

T
i + GiG

T
i ,

(41)

and compute the importance weights

w(j) ∝ 1

|2πSk|1/2
e−

1
2
rTk S−1

k rk (42)

to define the weighted particles

x̂
(j)
k|k−1 = 〈x̂(j)d,k|k−1,N (x̂

(j)
c,k|k−1,P

(j)
k|k−1), w

(j)〉, j = 1, . . . ,M .

2. Selection / re-sampling step: A re-sampling scheme uses the importance

weights w(j) to discard/multiply the weighted particles x̂
(j)
k|k−1 to obtain a new

set of M equally likely particles2

x̃
(j)
k|k−1 = 〈x̃(j)d,k,N (x̃

(j)
c,k|k−1, P̃

(j)
k|k−1)〉, j = 1, . . . ,M (43)

with associated innovation and covariance

r̃
(j)
k , S̃

(j)
k .

3. Particle refinement (Kalman Filter correction step): For all particles
(j = 1, . . . ,M), compute the associated Kalman gain

K
(j)
k = P̃

(j)
k|k−1C

T
i

(
S̃
(j)
k

)−1
(44)

according to the particle’s mode x̃
(j)
d,k = mi and update the continuous estimate

through the Kalman Filter correction step

x̂
(j)
c,k = x̃

(j)
c,k|k−1 +K

(j)
k r̃

(j)
k

P
(j)
k = P̃

(j)
k|k−1 −K

(j)
k S̃

(j)
k

(
K

(j)
k

)T
.

(45)

The operation of the Rao-Backwellised particle filter can be seen as sampling the
full hypothesis tree in terms of its estimation hypotheses. Furthermore, the selection
and re-sampling step focuses estimation onto the most likely hypotheses in that it
focuses particles to a limited set of estimation hypotheses. This process has strong
analogies to our hME algorithm that selects the κ-best hypotheses for continuation.
In fact, one can view RBPF as a sampled version of hME as we shall outline in the
following section.
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P = 0.8O 

k-1x' xk

(1) (1)

k-1x' xk
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P =0.4

T 

Figure 5: Hypotheses expansion example

4.5 Comparing hME and RBPF

Let us use a simple example with 3 modes (l = 3) to illustrate the common aspects
of hME and RBPF. The full hypothesis tree starting at k− 1 from a single estimate
x̂
(1)
k−1 = 〈m1, p

(1)
c,k−1〉 (with belief-value b

(1)
k−1 = 1) is shown in Figure 5 (the transition

probabilities suggest that modes m1 and m2 stand for nominal modes, whereas
mode m3 represents a less likely fault mode). Let us assume the following setting for
the algorithms: hME computes the 2-best estimates (κ = 2), and RBPF with 100
particles (N=100). Both algorithms use corresponding operations, however, hME
uses the un-normalized form of

1

|Sk|1/2
e−

1
2
rTk S−1

k rk , (46)

as observation function (32). Because both, the belief update step of hME and
the particle propagation step of RBPF normalize the belief-values or importance
weights, respectively, anyway we use the value of

e−
1
2
rTk S−1

k rk (47)

for both, observation function (P
(j)
O ) and importance weight (w(j)) computation.

Given the full-hypothesis tree and the valuations for PT and PO shown in Figure 5
the algorithms proceed as follows:

1. hME: The algorithm starts with the transition expansion step and generates
three intermediate hybrid states

x̂
′(1)
k−1 = 〈m1, p

(1)
c,k−1〉, x̂

′(2)
k−1 = 〈m2, p

(1)
c,k−1〉, x̂

′(3)
k−1 = 〈m3, p

(1)
c,k−1〉

with the associated prior belief-values (already sorted in descending order)

b
(1)
k|k−1 = 0.59, b

(2)
k|k−1 = 0.40, b

(3)
k|k−1 = 0.01 .

The selective continuous estimation step iteratively performs Kalman filtering

(30) starting with x̂
′(1)
k−1 and deduces

x̂
(1)
k = 〈m1, p

(1)
c,k〉, x̂

(2)
k = 〈m2, p

(2)
c,k〉

2One could associate each particle x̃
(j)
k|k−1 with the weight w̃(j) = 1/M .
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and the associated un-normalized belief-values (again, already sorted)

b̃
(1)
k = 0.8 · 0.59 = 0.472, b̃

(2)
k = 0.5 · 0.40 = 0.2

and as κ = 2 we can define:
b̃bound = 0.2 .

The iteration stops at this point since

b̃bound ≥ b
(3)
k|k−1

and it follows naturally, that the expansion of x̂
′(3)
k−1 cannot provide an estimate

with a belief-value larger than b̃
(2)
k . Therefore, we can terminate search after

two Kalman Filter operations and provide the 2 best estimates

{x̂(1)
k , x̂

(2)
k }

with associated belief-values

b
(1)
k = 0.7024, b

(2)
k = 0.2976 .

2. RBPF: An RBPF would represent the unique initial state of our example
x̂
(1)
k−1 = 〈m1, p

(1)
c,k−1〉 through M particles with replicated information, i.e. with

M = 100 one would start off with the set

{x̂(1)
k−1 = 〈m1, p

(1)
c,k−1〉, x̂

(2)
k−1 = 〈m1, p

(1)
c,k−1〉, . . . , x̂

(100)
k−1 = 〈m1, p

(1)
c,k−1〉} .

The particle propagation step draws successor modes according to the transi-
tion probabilities and yields, for example3

x̂
(1)
d,k = . . . = x̂

(59)
d,k = m1, x̂

(60)
d,k = . . . = x̂

(99)
d,k = m2, x̂

(100)
d,k = m3 .

The consecutive Kalman Filter extrapolation step (41) provides prior estimates
for the continuous state pc,k|k−1 and the (normalized) importance weights

w(1) = . . . = w(59) =
1

c
0.8 = 0.01185,

w(60) = . . . = w(99) =
1

c
0.5 = 0.00741,

w(100) =
1

c
0.3 = 0.00444 .

Given these weights, the selection and re-sampling step clones and discards
particles, for example, one obtains 70 samples for particles at mode m1, 30
samples for mode m2 and none for m3:

x̂
(i)
k = 〈m1, p

(j)
c,k|k−1〉, i = 1, . . . , 70, j = 1, . . . , 59

x̂
(i)
k = 〈m2, p

(j)
c,k|k−1〉, i = 71, . . . , 100, j = 60, . . . , 99 .

Thus re-sampling focuses estimation on mode m1 and m2 and discards par-
ticles (hypotheses) with mode m3. Consecutive particle refinement performs
the Kalman Filter correction step (45) on all 100 particles and we obtain 70
particles at mode m1 and 30 particles at mode m2.

3Of course, the values represent a specific outcome of the sampling process that draws random
samples according to the transition probability PT . As a consequence, slight variations of the
presented numeric values can occur. The same argument holds for the selection/re-sampling step
of the RBPF.

HOFBAUR, M., HUBER, J. Overview and comparison of filtering approaches for probabilistic hybrid estimation IJAA 2013, No. 2

http://www.acin.tuwien.ac.at/fileadmin/acin/ijaa/ijaajg21h2.pdf87

_________________________________________________________________________________________________________________________________



Both estimation procedures provide corresponding estimation results that specify a
mode estimate of x̂d,k = m1 with 70% belief (b

(1)
k = 0.7024 for hME versus 70 out

of M = 100 particles for mode m1 for RBPF). The algorithms obtain this result
with an analogous procedure. hME re-focuses estimation through the selection of
the κ-best estimates and ignores less likely estimates. RBPF, on the other hand, re-
focuses on the major part of the probability space through the selection/re-sampling
procedure and discards less likely particles. As a consequence, we argue that RBPF
represents the sampled variant of our 1-step hME algorithm.
RBPF is characterized in terms of the particle number M . The filter performs M
Kalman Filter operations per time-step4. Contrarily, hME is determined through
the number of leading estimates κ. hME executes a varying number of Kalman Filter
operations that are required to determine the κ leading estimation hypotheses. The
number ζ of Kalman Filtering operations can be constrained through

κ ≤ ζ ≤ l · κ ,

where l denotes the number of modes of the model. As noted before, in average ζ
tends rather towards the lower limit but not the upper limit (in particular, when the
number of modes in the system becomes very large). One can expect few Kalman
Filter operations to focus estimation on nominal modes that a hybrid model charac-
terizes through high transition probabilities, whereas we will require more Kalman
Filter operations for fault modes that are characterized through low transition prob-
abilities. For example, in the previous demonstration we required 2 Kalman Filter
operations only.
A varying computational load with a possibly large upper bound l ·κ can be undesir-
able for a real time operation with stringent timing constraints. Moreover, deciding
on a suitable fixed number for ζ can be problematic. A simple example should
highlight this issue.
Let us assume that we are interested in an estimate for the most likely mode that a
system with 3 modes (l = 3) is in and use an hME estimator with κ = 2. Computing
a full hypothesis tree starting from the 2 estimates at time-step k − 1 provides, for
example, estimates as shown in Table 1

hypothesis mode estimate prior belief belief-value

number i x̂
(i)
d,k b̃

(i)
k b

(i)
k

1 m1 0.200 0.40
2 m2 0.150 0.30
3 m2 0.080 0.16
4 m3 0.055 0.11
5 m1 0.010 0.02
6 m1 0.005 0.01

Table 1: Mode estimation example

If one considers the κ = 2 estimates only, one would conclude that mode m1 is most
likely. However, considering the leading 3 hypotheses leads to the (correct) answer
that mode m2 is most likely since hypotheses 2 and 3 add up to the largest fraction

4Of course, this number is an upper bound since a good implementation of RBPF will recognize
cloned particles and only execute one Kalman Filter for all cloned particles
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of the probability space (46% compared to 43% for mode m1 and 11% for mode m3).
A solution for this problem is to use an adaptive fringe size κk as suggested in [15].
The idea is to stop estimation once the number of hypotheses considered so far (ζ) is
larger that a lower bound κmin and the difference of the accumulated un-normalized
beliefs b̃k for the leading two modes m(1) and m(2) is large enough, so that no change
in the most likely mode cannot occur anymore. Let us illustrate this approach for the
data shown in Table 1. After computing ζ = 5 hypotheses we obtain the following
mode-ranking based on values for the accumulated un-normalized beliefs (b̃k):

m(1) = m2, b̃k(m2) = 0.230, (hypotheses 2, 3)

m(2) = m1, b̃k(m1) = 0.210, (hypotheses 1, 5, 6)

m(2) = m3, b̃k(m3) = 0.055, (hypothesis 4)

Let κk−1 denote the number of previously considered hypotheses. The upper bound
for hypotheses at time step k is therefore given by l · κk−1 and can be used to
formulate the following termination criterion

b̃k(m
(1))− b̃k(m(2)) > (l · κk−1 − ζ)b̃

(ζ)
k . (48)

The intuition behind this criterion is as follows. After considering ζ hypotheses,
there are at most l · κk−1 − ζ hypotheses left for evaluation. All of them have an

un-normalized likelihood of at most b̃
(ζ)
k . As soon as (48) holds, we can conclude that

no change in the mode ranking can occur, since their accumulated fraction of the
unconsidered belief space is smaller than the belief difference between the leading
mode estimates. For our example for ζ = 5 we obtain:

0.23− 0.21 > (6− 5)0.01 .

Summing up, we have to conclude that when using hME it is essential to know what
estimation result one is interested in: most likely hypothesis or most likely mode.
hME with a fixed value for κ can only provide the most likely hypothesis. Estimating
the most likely mode, however, requires an adaptive fringe size κk! Nevertheless, our
experimental evaluation shows that hME with a carefully selected κ can significantly
outperform RBPF whilst providing a comparable estimation quality.

5 Hybrid Diagnosis

The presented algorithms estimate both, the continuous state xc and the mode or
discrete state xd. Hybrid diagnosis, on the other hand, only provides the most
likely mode as its estimate. A prominent class of hybrid diagnosis algorithms is
based on consistency-tests on residuals r which provides rk = 0 for consistent mode
hypotheses. A prominent scheme to compute residuals is to use so called Analytic
Redundancy Relations (ARR) [13, 8, 5].
Analytic redundancy relations utilize the continuously valued inputs (uc) and ob-
servations (yc) over a limited time-horizon of length p+ 1. Let us write

Uk := [uTc,k−p, . . . ,u
T
c,k]

T , Yk := [yTc,k−p, . . . ,y
T
c,k]

T , (49)

for the stacked compound vectors of inputs and outputs over the observation horizon.
Our model includes state noise vs and measurement noise vo. To simplify the
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following derivation we first stack both noise vectors to

vc,k = [vs,k,v
T
o,k]

T (50)

so that the matrices Fi and Gi become

F̃i := [Fi 0], G̃i := [0 Gi] (51)

and stack the compound noise vector over the observation horizon analogously to
(49) as

Vk := [vTc,k−p, . . . ,v
T
c,k]

T

Assume that the system evolved according to the specific mode mi for the last p+ 1
time steps, i.e.

xd,j = mi, j = k − p, . . . , k. (52)

We can always write the system’s evolution within the observation horizon in terms
of the state at the beginning of the observation horizon xc,k−p and the stacked I/O
variables U , Y and V . This un-wraps the system’s difference equation and provides
an analytic equation of the form

Yk = Oixc,k−p + LiUk + L̃iVk + mi (53)

with the matrices

Oi :=


Ci

CiAi
...

CiA
p
i

 , (54)

Li :=


Di 0 · · · 0

CiBi Di
. . .

...
...

. . . . . . 0

CiA
p−1
i Bi · · · CiBi Di

 , (55)

L̃i :=


G̃i 0 · · · 0

CiF̃i G̃i
. . .

...
...

. . . . . . 0

CiA
p−1
i F̃i · · · CiF̃i G̃i

 (56)

and the vector

mi =


gi

Cifi + gi
...

CiA
p−1
i fi + · · ·+ Cifi + gi

 . (57)

One can always select the observation horizon, or the parameter p, large enough to
compute an orthogonal matrix Ωi for Oi so that

ΩiOi = 0.
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This allows us to eliminate the continuous state (xc,k−p) in (53) through left multi-
plication with Ωi and provide the ARR for mode qi

ΩiYk = ΩiOixc,k−p + ΩiLiUk + ΩiL̃iVk + Ωimi (58)

ΩiYk = ΩiLiUk + ΩiL̃iVk + Ωimi. (59)

Using the known inputs U and observations Y we can define a residual vector ri,k ∈
IRnr

ΩiYk −ΩiLiUk −Ωimi =: ri,k. (60)

that can be used to test the mode hypothesis xd,k = mi or more specifically, the
hypothesis for the entire observation horizon xd,j = mi, j = k − p, . . . , k as given
above in (52).

6 Discussion

The difficulty of hybrid estimation is due to the exponential explosion of estimation
hypotheses over time. As a consequence, one has to apply sub-optimal approximate
methods to deal with this computational complexity.
The interacting multiple-model (IMM) algorithm provides a well-trusted approach
that merges/mixes the individual estimates for all l modes of the hybrid system. Its
operation was shown to be conceptually equivalent to considering all (l2) estimation
hypotheses with distinct two-step modes sequences and merging them into mode
specific estimates. It thus provides, in a computationally efficient form, a ranked list
of continuous estimates for all l modes of the system. Thus, the leading hypothesis
provides the most likely mode, associated with its continuous state estimate. The
algorithm utilizes the fixed and model determined number of l Kalman Filters for its
operation and works well for systems with few modes (l < 100) of operation/failure.
Applying IMM to systems with many modes (l > 1, 000) imposes a high computa-
tional load and results in poor continuous estimation quality as too many irrelevant
filters compete against few relevant ones [22].
Rao-Backwellised particle filtering (RBPF) provides a significant performance in-
crease over standard particle filtering as one maintains the continuous state estimate
through a mixture of Gaussians instead of many individual samples. This approach
works well for hybrid systems with linear (mode-dependent) dynamics. Neverthe-
less, selecting a proper size M for the number of particles requires insight into the
algorithm and its operation with respect to the hybrid model of the system under
consideration. For example, one would use M > l samples for systems with few
modes, but it is advisable to use M < l samples, whenever one tracks a system
with many modes (l > 1, 000). The selection of M directly influences the estimation
quality but also the computational effort as the algorithm performs M (Kalman)
filtering operations to compute the most-likely mode and its associated continuous
estimate through Gaussian mixture.
Our hybrid estimation algorithm (hME) provides a computationally efficient scheme
for focusing onto the ranked set of κ most likely estimation hypothesis. Thus, the
estimation result is slightly different to IMM and RBPF which provide the most
likely mode and its associated continuous estimate. Despite its high worst-case com-
putational complexity (it performs at most κ · l filter operations), hME focuses onto
the leading set of hypotheses through considering only the relevant and typically
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small fraction of the large set of hypotheses. Even more, one can impose an upper
bound on the computational delay due to the any-time nature of the best-first search
procedure and thus provide a sub-optimal estimate for the hybrid state.
Providing a proper hybrid model is a critical issue for obtaining good estimation re-
sults. Despite using a common model paradigm, the hybrid automaton, it is evident,
that the selection of the estimation algorithm directly affects the modeling task. In
particular, selecting the a priori transition probabilities, that capture the discrete
interaction among the modes in the system is non-trivial and directly influences the
behaviour of the sub-optimal estimation algorithms. RBPF and hME, for example,
obtain their computational efficiency through considering a limited number of lead-
ing hypotheses/samples only. The a priori transition probabilities represent a major
guidance for this belief-oriented selection process. Standard approaches from relia-
bility engineering [6] for transition probability modeling provides low probabilities
for transitions to fault modes. As both hME and RBPF are conceptually similar
in the sense that they only consider a limited number of hypotheses/samples is is
evident that they suffer from a common problem. They can potentially miss low-
probability fault modes and thus can fail to provide trustworthy estimation results.
Our recent refinement to the hME algorithm that merges hybrid estimation with
ARR-style diagnosis aims to ease exactly this issue. The ARR evaluation process
provides additional evidence to anticipate posterior transition probabilities to im-
prove the focus for the dynamic search procedure [24]. It is evident that one can
utilize this approach to enhance RBPF and IMM as well. The common description
of the individual algorithms, as given in this paper, thus provides a solid basis for
this and potential other cross utilization of algorithmic refinements.

7 Conclusion

Several lines of research in hybrid estimation and diagnosis developed complemen-
tary approaches for estimating the complex behaviour of modern engineering systems
on the basis of hybrid models.
The specific modeling paradigms are very often tightly interlinked with the asso-
ciated estimation algorithm. Thus, it is difficult to provide a detailed comparison
of the different approaches. The aim of this paper was to provide instances of the
individual algorithms, formulated for a common hybrid model, to enable a detailed
comparison and evaluation. This paper focuses on analogies of the algorithmic for-
mulation, in particular for the two advanced algorithms hME [16] and RBPF [10].
Although there exist many refinements for both algorithms, we decided to ground
our investigation on the core-algorithms so that we can analyze their main aspects
in detail. An exhaustive experimental evaluation would go beyond the scope of this
paper and is thus subject of a supplementary publication (in preparation). Knowing
the basic ingredients of all algorithms in detail, allows one to cross-utilize individual
improvements of the algorithms. For example, we intend to apply our ARR-based
transition detection scheme, that provides posterior transition probabilities for hy-
brid estimation, to RBPF and IMM, in particular.
Our motivation to improve the well-trusted IMM algorithm is due to an important
engineering issue. System’s monitoring and diagnosis is an essential component of
a control system for safety-critical systems. When building such systems, however,
one has to comply with very restrictive international standards [19, 20] that limit the
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scope of methods that can be applied to implement online diagnosis. This touches
issues like modeling schemes, the necessity to verify models that are used for diagno-
sis, diagnosis algorithms, and in particular, their implementation. For example, the
standards enforce strict design principles for software design and their implementa-
tion with consequences on the allowed data structures and language scope. These
restrictions prevent one from utilizing many of the high-fidelity algorithmic features
of approximate hybrid estimation algorithms, such as the dynamic best-first search
procedure of hME! Our ongoing research endeavors, thus, consider these engineering
constraints, whilst exploring the scientific challenges of hybrid estimation.
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Zusammenfassung

Methoden der Differentialgeometrie wurden in der Regelungstechnik populär, als gezeigt werden

konnte, dass viele nichtlineare Entwurfsprobleme durch geeignete Koordinatentransformationen auf

lineare transformierbar sind. Sie lassen sich aber auch sehr erfolgreich auf andere Probleme anwenden.

Beispielhaft werden dazu implizite Systeme, hamiltonsche Systeme mit und ohne Eingang, sowie

optimale Systeme in Form eines Überblicks behandelt.

1 Einleitung

Dynamische Systeme, beschrieben durch gewöhnliche Differentialgleichungen, gehören zu den wichtig-
sten und meist betrachteten Objekten der Regelungstechnik. Meist wählt man Systeme von expliziten
Differentialgleichungen der Art

d

dt
x(t) = f(t, x(t), u(t)) (1)

y(t) = c(t, x(t)) (2)

mit dem Zustand x(t) ∈ X , dem Eingang u(t) ∈ U , dem Ausgang y(t) ∈ Y und der unabhängigen Va-
riablen t ∈ R. Die Zustands-, Eingangs- und Ausgangsmengen X , U und Y werden dann dem jeweiligen
Problem angepasst gewählt. Erfüllt nun (1) noch die Bedingungen des Satzes über Existenz und Ein-
deutigkeit der Lösung des Anfangswertproblems, siehe z.B. [6], [7], dann erhält man ein wohl definiertes
Objekt für die Regelkreissynthese. Man beachte, dass die Komponenten von x(·), u(·) und y(·) selbst
noch Elemente geeigneter Funktionenräume sind.

Eine alternative Beschreibung des obigen dynamischen Systems erhält man durch die Beziehungen

xt = f(t, x, u) (3)

y = c(t, x) (4)

mit x ∈ X , u ∈ U , y ∈ Y und t ∈ R. Während (1,2) Identitäten sind, handelt es sich bei (3,4) um
einfach nach xt und y aufgelöste algebraische Gleichungen. Beide Beschreibungen sind dann durch die
Wertzuweisung

x = x(t) , xt = d

dtx(t) , u = u(t) , y = y(t)

miteinander verbunden. Im Allgemeinen ist es ausreichend für X , U und Y finit dimensionale abstrakte
Mannigfaltigkeiten zu wählen. Die Beschreibung (3,4) hat folglich den Vorteil, dass infinit dimensionale
Funktionenräume nicht auftreten. Diese Beobachtung ist der Ausgangspunkt der nachfolgenden Betrach-
tungen, die im Besonderen auf geometrischen oder genauer differentialgeometrischen Methoden beruhen.
Dabei handelt es sich um eine sehr subjektive Auswahl des Autors. Zur Erleichterung der Lesbarkeit wird
die Standardtensornotation verwendet, sowie die einsteinsche Summenkonvention. In [3] findet man eine
physikalisch motivierte Einführung in die Differentialgeometrie dazu, weiterführende Grundlagen auch
betreffend pfaffsche Systeme werden in [2] präsentiert, Jet-Bündel und ihre Anwendungen sind in [4] zu
finden. In [9] findet man Anwendungen von äußeren Systemen auf regelungstechnische Probleme.
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2 Mannigfaltigkeit und Zustandsraum

Es sei X eine abstrakte Mannigfaltigkeit mit (lokalen) Koordinaten (x1, . . . , xn). ImWeiteren beschränken
wir uns auf glatte Mannigfaltigkeiten1. Ein Kartenwechsel oder eine Koordinatentransformation ϕ : X →
X̄, X, X̄ ⊂ R

n für einen Kartenwechsel,

x = ψ(x) ,

erfolgt folglich mit einem Diffeomorphismus2. Die Koordinaten des Tangentialbündels3 T (X )
τ
→ X von

X werden mit (x1, . . . , xn, ẋ1, . . . , .ẋn) bezeichnet. Die Standardbasis von T (X ) ist {∂x1 , . . . , ∂xn}. Der
Kartenwechsel4 erfolgt gemäß den Beziehungen

x = ψ(x)
(x, ẋ) = (ψ(x), ∂xψ(x)ẋ) .

(5)

Ein Schnitt5 von T (X ), also eine Wertezuweisung der Art

ẋi = f i(x) , i = 1, . . . , n , (6)

heißt auch Tangentialvektorfeld. Es erzeugt einen Fluss6 ϕε : X → X , der der Beziehung

∂τϕτ (x)|τ=ε = f ◦ ϕε(x)

genügt. Wählt man nun eine abstrakte Mannigfaltigkeit X als Zustandsraum, dann eignen sich Tangen-
tialvektorfelder, also Schnitte des Tangentialbündels T (X )

τ
→ X zur Darstellung expliziter autonomer

Systeme. Die zu T (X ) duale Konstruktion ist das Kotangentialbündel T ∗(X )
τ∗

→ X mit Koordinaten
(x1, . . . , xn, ẋ∗1, . . . , ẋ

∗

n) und Standardbasis {dx1, . . . , dxn}. Der Kartenwechsel erfolgt so gemäß den Be-
ziehungen

x = ψ(x)

(x, ẋ
∗

) = (ψ(x), ẋ∗(∂xψ(x))
−1) ,

(7)

dass das kanonische Produkt von Vektor und Kovektor erhalten bleibt, es gilt 〈ẋ∗, ẋ〉 = 〈ẋ
∗

, ẋ〉.

Nun bezeichne Z
ρ
→ X ein Bündel mit lokalen Koordinaten (x1, . . . , xn, u1, . . . , um). Schnitte von Z

sind Wertezuweisungen der Art u = u(x). Mit ρ∗(T (X )) wird das Bündel T (X ) × Z → Z, ρ(x, u) =
τ(x, ẋ) = x mit Koordinaten (x, . . . , xn, u1, . . . , um, ẋ1, . . . , ẋn) bezeichnet. Ein Schnitt von ρ∗(T (X )),

ẋi = f i(x, u) , i = 1, . . . , n (8)

beschreibt dann offensichtlich ein zeitinvariantes Regelungssystem. Die Schreibweise ρ∗(T (X )) soll zum
Ausdruck bringen, dass man durch Einsetzen eines Schnitts von Z in (8) einen Schnitt von T (X ) erhält.
Ein Kartenwechsel erfolgt somit gemäß den Beziehungen

x = ψX (x)
(x, u) = ψZ(x, u)

(x, u, ẋ) = (ψZ(x, u), ∂xψX (x)ẋ) .
(9)

Eine natürliche Frage ist, ob es Karten oder Koordinaten gibt, in denen die Systeme (6,8) besonders
einfache Formen annehmen. Eine Frage, die nur für (6) relativ einfach zu beantworten ist. Hier existiert
nämlich lokal ein Kartenwechsel (5) so, dass (6) die spezielle Form

ẋ1 = 1 , ẋi = 0 , i = 2, . . . , n

1In den meisten Fällen reichen k-fach stetig differenzierbare Funktionen aus, glatte werden hier gewählt, um Fallunter-
scheidungen zu vermeiden.

2Ein Diffeomorphismus ist eine glatte Abbildung mit glatter Inverser.
3Ein Bündel E

π
→ B ist eine Mannigfaltigkeit E, auch als totale Mannigfaltigkeit bezeichnet, mit einer surjektiven

Submersion π : E → B, auch Projektion genannt, auf die Basis B ⊂ E.
4Der Kartenwechsel eines Bündels ist ein invertierbarer Bündelmorphismus. Ein Bündelmorphismus

(ϕB, ϕE): (E
π
→ B) → (E

π
→ B) genügt der Beziehung ϕB ◦ π = π ◦ ϕE .

5Ein Schnitt eines Bündels E

π
→ B ist eine Abbildung σ : B → E für die π ◦ σ = idB gilt.

6Ein lokaler Fluss erfüllt noch die Beziehungen ϕ0(x) = x, ϕε1 ◦ ϕε2 (x) = ϕε1+ε2 (x) für alle ε1, ε2 ∈ [−a, a] und
hinreichend kleines a ∈ R

+.
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annimmt, siehe [3], [6]. Es soll aber nicht verschwiegen werden, dass zur Berechnung des Kartenwechsels
die Lösung des Systems (6) bekannt sein muss.

Interessanterweise erfordert die Erweiterung des zeitinvarianten auf den zeitvarianten Fall weitere
geometrische Strukturen. Dazu wähle man ein Bündel E

π
→ B mit lokalen Koordinaten (t, x1, . . . , xn) für

E und (t) für B. Differenziert man einen glatten Schnitt σ : B → E mit xi = σi(t), so erhält man die

Wertezuweisung xit = ∂tσ
i(t) mit den Jet-Koordinaten xt. Man kann nun zeigen, dass J1

0 (E)
π1
0→ E wieder

ein Bündel mit dem Kartenwechsel

t = ψB(t)
(t, x) = ψE(t, x)

(t, x, xt) = (ψE(t, x), (∂tx ◦ ψE(t, x) + ∂xx ◦ ψE(t, x)xt)/∂tψB(t))
(10)

ist, siehe [4]. Ein Schnitt von J1
0 (E)

π1
0→ E ,

xit = f i(t, x) , (11)

kann zur Darstellung eines freien Systems verwendet werden. Die Erweiterung eines Schnitts σ von E auf
J1
0 (E) durch Differenzieren wird mit j(σ) bezeichnet, er ist eine Lösung von (11), wenn gilt

j(σ) = f ◦ σ .

Betrachtet man zum Bündel E das Tangentialbündel T (E)
τE→ E mit der Standardbasis {∂t, ∂x1 , . . . , ∂xn}

sowie das Kotangentialbündel T ∗(E)
τ∗

E→ E mit der Standardbasis {dt, dx1, . . . , dxn}, dann erhält man wei-
tere Möglichkeiten zur Darstellung expliziter zeitvarianter Systeme. Man überzeugt sich leicht, dass die
Transformationsvorschrift für Tensoren des Typs

dt⊗ (∂t + f i(t, x)∂xi) , (12)

also spezielle Schnitte von T ∗(B)⊗ T (E), siehe [4], mit denen von J1
0 (E) übereinstimmt. Das gleiche gilt

für die speziellen Schnitte

ωi = dxi − f i(t, x)dt (13)

von T ∗(E). Man beachte, dass für die Kontraktion7

dt⊗ (∂t + f i(t, x)∂xi)⌋(dxi − f i(t, x)dt) = 0

gilt. Diese Betrachtungen zeigen, dass die Kartenwechsel bei zeitvarianten Systemen affine Transformatio-
nen sind, während sie bei zeitinvarianten lineare sind, was gerne übersehen wird. Mit Hilfe eines Schnitts
σ von E folgt für (13) noch

σ∗(ωi) = (∂tσ
i(t)− f i ◦ σ(t))dt .

Die Forderung σ∗(ωi) = 0 impliziert ∂tσ
i(t) = f i ◦ σ(t) für dt 6= 0. Man beachte, dass man auf diese

Weise auch zeitinvariante Systeme mit f (x) darstellen kann, die Wahl von E ist jedoch wesentlich, denn
auf X von oben gelänge das nicht.

In diesem Abschnitt haben wir einige grundlegende geometrische Eigenschaften dynamischer Systeme
definiert. Die Erweiterung der Betrachtungen auf zeitvariante Systeme mit Eingang ist gradlinig und
bringt keine wesentlichen neuen geometrischen Konstruktionen mehr. Sie sei daher dem Leser überlassen.
Um die Nützlichkeit dieser Konstruktionen zu zeigen, werden vorerst implizite Systeme untersucht.

3 Implizite Systeme

Man betrachte nun ein implizites Differentialgleichungssystem der Art

aij(t, z)z
j
t + bi(t, z) = 0 , i = 1, . . . , n

7Bei der Kontraktion a⌋b zweier Tensoren a, b wird die äußerst rechte Komponente von a mit der äußerst linken von b

kontrahiert, wobei gilt ∂xi⌋dxj = δ
j
i .
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mit affinen Funktionen in den Jet-Koordinaten. Wählt man nun ein Bündel E
π
→ B mit Koordinaten

(t, z1, . . . , znz ) und (t) für B, dann kann man dieses System als Schnitt

ωi = aij(t, z)dz
j + bi(t, z)dt , j = 1, . . . , nz (14)

des Bündels T ∗(E) auffassen. Das System (14) definiert einen linearen Unterraum P ∗ = span({ω1, . . . , ωn})
von T ∗(E), wobei wir annehmen, dass die Dimension dieses Unterraums in der betrachteten Umgebung
konstant ist. Das Kontangentialbündel T ∗(E) besitzt ein weiteres Unterbündel8, das horizontale Bündel
H∗(E) = span({dt}), siehe [4].

Das System P ∗, siehe (14), wird im Weiteren auch pfaffsches System genannt, siehe [2]. Es heißt inte-
grierbar, wenn es eine Basis mit vollständigen Differentialen P ∗ = span({df1, . . . , dfn}) mit Funktionen
f i = f i(t, z) besitzt. Mittels der notwendigen und lokal hinreichenden Bedingung9

dωi ∧ ω1 ∧ · · · ∧ ωn = 0

kann Integrierbarkeit sehr einfach überprüft werden, siehe [2], [9].

Eine erste Frage ist nun, gibt es einen Bündeldiffeomorphismus der Art (ϕB, ϕE) : (E
π
→ B)←→ (E

π
→B)

so, dass mit den Koordinaten (t, x1, . . . , xn, u1, . . . , um) für E gilt

ωi = dxi − bi(t, x, u)dt . (15)

Einfach ausgedrückt, kann das System (14) auf Zustandsform durch Kartenwechsel übergeführt werden.

Man überzeugt sich nun leicht, dass das pfaffsche System P
∗

= span({ω1, . . . , ωn}) der Bedingung P
∗

∩

H∗(E) = span({0}) genügt. In diesem Fall nennt man P
∗

nicht degeneriert. Ebenso sieht man sofort,

dass das System P
∗

⊕H∗(E) integrierbar ist. Diese beiden notwendigen Bedingungen sind nun lokal auch
hinreichend, damit das System (14) durch Kartenwechsel auf Zustandsform, siehe (15), gebracht werden
kann. Man beachte, dass das System (15) durchaus noch redundante Variablen enthalten kann. Dies wäre
hier der Fall, wenn Vektorfelder der Form v = v1(t, x, u)∂u1 + · · · + vm(t, x, u)∂um so existieren, dass
v(ωi) = 0 gilt.

Einen weiteren interessanten Fall erhält man, wenn das System (14) zwar nicht degeneriert ist, es
aber obige Integrabilitätsbedingung nicht erfüllt. Gesucht ist dann ein Kartenwechsel so, dass man die
Darstellung

ωi = ail(t, x, u)dx
l − bi(t, x, u)dt (16)

mit l = 1, . . . , nx und zeilenregulärer Matrix ail und minimalem nx bekommt. Den obigen Fall erhält man
mit der Wahl n = nx. Man beachte, dass prinzipiell nx ≥ n gelten muss. Eine allgemeine Lösung zu
diesem Problem für n > 1 ist dem Autor derzeit nicht bekannt. Der Sonderfall n = 1 kann mit dem Satz
von Pfaff behandelt werden, siehe [9]. Es sei nx die kleinste Zahl für die mit ω = a1j (t, z)dz

j gilt

dω ∧ · · · ∧ dω
︸ ︷︷ ︸

nx mal

∧ω = 0 .

Dann kann man das System (14) mit Hilfe des Satzes von Pfaff auf die Form

ω = dx1 + u1dx2 + · · ·+ unx−1dxnx (17)

ω1 = ω − b1(t, x, u)dt

bringen. Mittels der Ergänzung

ωj = dxj − vj−1dt , j = 2, . . . , nx

erhält man dann eine mögliche Zustandsform mit dem Zustand x und Eingang (u, v), wobei eine Dar-
stellung mit weniger Zuständen nicht existiert.

8Ein Unterbündel behält seine Struktur bei jedem Kartenwechsel. So ist bekannt, dass H
∗(E) kein ausgezeichnetes

Komplement C(H∗(E)), es gilt H
∗(E)⊕ C(H∗(E)) = T

∗(E), mit dieser Eigenschaft besitzt.
9Mit d wird die äußere Ableitung und mit ∧ das Grassmann-Produkt bezeichnet.
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Abschließend soll noch der Fall untersucht werden, wenn das System (14) degeneriert ist, es gilt
P ∗ ∩H∗(E) 6= span({0}). Es gelte

ω1 ∧ · · · ∧ ωn ∧ dt = 0 ,

das Gleichungssystem λνi (t, z)a
i(t, z)= 0 hat also κ1 ≥ 1, ν = 1, . . . , κ1 funktional unabhängige Lösungen.

Damit erhält man aber die algebraischen Gleichungen

gν(t, z) = λνi (t, z)b
i(t, z) = 0 . (18)

Nun bilde man das bezüglich der Dimension maximale System P̃ ∗ = span({ω̃1, . . . , ω̃n−κ}) ⊂ P ∗ mit

ω̃ĩ = ãĩj(t, z)dz
j + b̃ĩ(t, z)dt , j = 1, . . . , nz , ĩ = 1, . . . , n− κ ,

das der Bedingung P̃ ∗∩H∗(E) = span({0}) genügt. Das System P̃ ∗ ist ein pfaffsches System, das auf eine
Untermannigfaltigkeit von T ∗(E), die durch die Gleichungen (18) beschrieben wird, beschränkt ist. Um ein
dynamisches System zu erhalten, wird im Weiteren vorausgesetzt, dass (18) in jeder Faser, also für festes
t, eine reguläre Untermannigfaltigkeit der Dimension nz −κ beschreibt. Nun wird das System P̃ ∗ mittels
der Differentiale von (18) erweitert, und man untersucht nun P ∗

1 = P̃ ∗⊕span({dg1, . . . , dgκ}). Im Prinzip
wird nun das Verfahren einfach wiederholt. Dazu bildet man nun die Paare (P ∗, {}), (P ∗

1 , {g
1, . . . , gκ1}) bis

(P ∗

r , {g
1, . . . , gκr}), wobei beim letzten Paar keine weiteren Gleichungsbeschränkungen mehr auftreten.

Man überzeugt sich einfach, dass unter sehr milden Regularitätsannahmen dieses System existieren muss.
Verbleibt noch die Aufgabe, die durch die Beschränkungen festgelegten Koordinaten zu eliminieren. Dies
erreicht man aber einfach mit der Transformation

z̄i = hi(t, z) , i = 1, . . . , nz − κr

sj = gj(t, z) , j = 1, . . . , κr ,

wobei die Funktionen hi so gewählt werden, dass die Transformation bezüglich z invertierbar ist. Das so
erhaltene System kann dann mit den vorher vorgestellten Methoden weiter untersucht werden.

4 Hamiltonsche Systeme mit Eingang

Wir beschränken uns hier vorerst auf den zeitinvarianten Fall, denn in der Mechanik werden oftmals
hamiltonsche Systeme auf der Konfigurationsmannigfaltigkeit Q mit (lokalen) Koordinaten (q1, . . . , qm)
betrachtet. Für das Kotangentialbündel T ∗(Q) werden in diesem Zusammenhang üblicherweise die Ko-
ordinaten (q1, . . . , qm, p1, . . . , pm) verwendet. Auf T ∗(Q) wird nun die kanonische Form

ω = pidq
i (19)

dω = dpi ∧ dqi

betrachtet. Es sei die Hamiltonfunktion H eine glatte Funktion auf T ∗(Q), dann genügt ein hamiltonsches
Vektorfeld vH der Beziehung

vH⌋dω − dH = 0 (20)

oder
q̇i = ∂piH(q, p)
ṗi = −∂xi

H(q, p)
, i = 1, . . . ,m . (21)

Man überzeugt sich leicht, dass vH(H) = 0 gilt, oder die Hamiltonfunktion H ist eine Konstante der
Bewegung. Man beachte auch die formale Ähnlichkeit der Formen (17) und (19).

Obige Betrachtungen lassen sich nun einfach verallgemeinern, siehe [2], Man wählt dazu eine abstrakte
Mannigfaltigkeit X mit (lokalen) Koordinaten (x1, . . . , xn), sowie eine Zweiform Ω,

Ω = Ωijdx
i ∧ dxj ,

die noch der Bedingung dΩ = 0 genügt. Die Matrix ΩM = [Ωij ] wird auch Strukturmatrix genannt.
So eine Mannigfaltigkeit bezeichnet man als symplektisch, siehe [2]. Das hamiltonsche Vektorfeld zur
Hamiltonfunktion H genügt der Beziehung

vH⌋Ω+ dH(x) = 0 . (22)
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Gelingt es, diese Beziehungen nach vH aufzulösen10, dann erhält man die hamiltonschen Gleichungen in
der Form

ẋi = viH(x) .

Die Hamiltonfunktion H ist eine Konstante der Bewegung, dies folgt direkt aus der Beziehung vH(H) =
vH⌋dH = vH⌋vH⌋Ω = 0.

Nun betrachten wir den Sonderfall, dass ΩM invertierbar ist. In diesem Fall muss n gerade sein. Mit
der zu ΩM Inversen SM = [Sij ] bildet man den Bivektor S, siehe [4],

S = Sij∂xi ∧ ∂xj ,

mit dessen Hilfe man die Klammer

{f, g} = (S⌋df)⌋dg

für glatte Funktionen auf X erhält. Diese Klammer wird auch Poissonklammer11 genannt, und eine Man-
nigfaltigkeit mit Poissonklammer als Poissonmannigfaltigkeit bezeichnet, [2]. Mit der Hamiltonfunktion
H lauten die hamiltonschen Gleichungen dann

ẋi = {xi, H} .

Wegen {H,H} = 0 sieht man sofort, dass H eine Konstante der Bewegung ist. Man beachte, dass
der Wechsel von einer Poissonmannigfaltigkeit zu einer symplektischen und vice versa bei regulären
Strukturmatrizen sehr einfach ist. Im singulären Falle trifft dies nicht mehr zu, dafür lassen sich dann
Systeme mit neuen Eigenschaften modellieren.

Hamiltonsche Systeme haben nun eine kanonische Darstellung. Denn der Satz von Darboux, siehe [2],
besagt, dass man im regulären Fall, nur dieser wird hier betrachtet, lokal immer Koordinaten (x1, . . . , xn)
so finden kann, dass Ω die einfache Form

Ω = dω (23)

ω = dxn/2+1 ∧ dx1 + . . . + dxn ∧ dxn/2

mit der Strukturmatrix

ΩM =

[

0 −I
I 0

]

annimmt. Das hamiltonsche Vektorfeld vH mit

vH⌋Ω+ dH = 0 (24)

hat dann die kanonische Form

vH = ∂xn/2+1H∂x1 + · · ·+ ∂xnH∂xn/2 − ∂x1H∂xn/2+1 · · · − ∂xn/2H∂xn

und erzeugt die Bewegungsgleichungen

ẋ
i

= ∂xn/2+1H

ẋ
i+n/2

= −∂xiH
, i = 1, . . . , n/2 . (25)

Man vergleiche nun formal die Beziehungen (19), (20) und (21) mit (23), (24) und (25). Die dazugehörige
Poissonklammer erhält man einfach mit der Strukturmatrix

SM =

[

0 I
−I 0

]

.

10Es wird nicht gefordert, dass man das Gleichungssystem eindeutig lösen kann.
11Die Poissonklammer erfüllt die Beziehungen {aF+bG,H} = a{F,H}+b{F,H}, a, b ∈ R (Bilinearität), {F,G}+{G,F} =

0 (Schiefsymmetrie), {F,GH} = H{F,G} + G{F,H} (Produktregel) sowie {F, {G,H}} + {H, {F,G}} + {G, {H,F}} = 0
(Jacobi Identität) für alle glatten Funktionen auf X .
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Als nächstes werden die vorgestellten hamiltonschen Systeme um Eingänge erweitert, wobei wir uns
hier auf den Fall von Systemen auf Poissonmannigfaltigkeiten mit regulärer Strukturmatrix beschränken.
Dazu führt man die erweiterte hamiltonsche Funktion H, [8],

H = H0(x)−Hj(x)u
j , j = 1, . . . ,m ,

ein, und gelangt damit zu den Bewegungsgleichungen

ẋi = {H0, x
i} − {Hj , x

i}uj . (26)

Hier existiert eine spezielle Wahl des Ausgangs, die des kollokierten Ausgangs ycj ,

ycj = {H0, Hj} . (27)

Für die Änderung von H0 entlang der Lösungen von (26) folgt dann

{H0 −Hju
j , H0} = {H0, Hj}u

j

= ycju
j .

Mittels eines einfachen Regelgesetzes der Art

uj = −Sjk(x)yck , (28)

mit positiv definiter Matrix S = [Sjk] kann folglich einfach Dämpfung in das System eingebracht werden.
Einfache mechanische Systeme erfüllen noch die Beziehung {Hj , Hk} = 0. Damit hat man eine weitere

spezielle Wahl für den Ausgang, den natürlichen Ausgang ynj ,

ynj = Hj . (29)

Nun modifizieren wir die Hamiltonfunktion zu H = H0+P (H1, . . . , Hm) mit einer stetig differenzierbaren
Funktion P . Die zugehörigen Bewegungsgleichungen

ẋi = {H0 + P, x}

= {H0 + P, x}+ {Hj , x}∂Hj
P

und deren Vergleich mit (26) zeigen, dass das Regelgesetz

uj = −∂Hj
P (30)

nur die Hamiltonfunktion modifiziert. Mit P wird folglich die Hamiltonfunktion und mit S = [Sjk] ihre
Änderung modifiziert. Gelingt es H0 + P positiv definit zu machen und wählt man S positiv (semi)
definit, dann ist der geschlossene Kreis stabil im Sinne von Liapunov, siehe [5]. Mit Hilfe des Satzes
von LaSalle, siehe [7], kann man dann das System noch weiter untersuchen. Bei mechanischen Systemen
sind die Ausgänge (29) Funktionen der Lagekoordinaten und die Ausgänge (27) ihre totalen zeitlichen
Ableitungen. Wählt man noch P = 1/2HjR

ijHj , R
ij ∈ R, dann entartet (30) zu einem P -Regler. Die

Kombination von (28) mit (30) führt folglich auf ein PD-Gesetz.
Es hat sich herausgestellt, dass die Klasse obiger Systeme trotz ihrer systemtheoretischen Eleganz

nur eingeschränkt zur Modellierung vieler technisch relevanter Regelstrecken geeignet ist, da Dissipation
nicht enthalten ist. Diese Nachteile wurden mit der Einführung der PCHD-Systeme (port controlled
hamiltonian system with dissipation) großteils eliminiert. Aus Platzgründen muss der Leser hier aber auf
die Literatur verwiesen werden, z.B. [10].

5 Optimale Systeme

Hier beschränken wir uns auf die einfache Optimierungsaufgabe, siehe [1],

J(t0, x) = min
u

∫ t1

t0

l(t, x, u)dt
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für die Regelstrecke
dxi − f i(t, x, u)dt , i = 1, . . . , n ,

die bereits in pfaffscher Form dargestellt ist. Für den Anfangswert gilt x(t0) = x. Dabei muss die Stellgröße
aus einem geeigneten festgelegten Funktionenraum gewählt werden. Man beachte, dass wir hier weder
Existenz noch Eindeutigkeit der Lösung dieses Problems prüfen, sondern einfach beides als gegeben
annehmen. Dies erlaubt uns nun das Optimalitätsprinzip in der Form so anzuwenden, dass eine Funktion
V (t, x) mit

V (t, x) = min
u

∫ t1

t

l ◦ σ(τ)dτ , (31)

für einen Schnitt x = x(t) = x ◦ σ(t) mit

σ∗(dxi − f i(t, x, u)dt) = 0 (32)

existiert. Das Optimalitätsprinzip, siehe [1], besagt nun, dass

V (t, x) = min
u

∫ t+τ

t

l ◦ σ(ν)dν + V ◦ σ(t+ τ)

für alle t, τ ∈ [t0, t1], t ≤ τ gilt. Im Grenzfall erhält man dann die Beziehung

min
u

(∂tV + ∂xiV f i + l) = 0 .

Es bezeichne nun û = u(t, x, ∂tV, ∂xV ) denjenigen Eingang, für den der Ausdruck ∂tV + ∂xiV f i + l sein
Minimum annimmt. Dann gelangt man zur Hamilton-Jacobi-Bellman Gleichung, siehe [1],

∂tV (t, x) + ∂xiV (t, x)f i(t, x, û) + l(t, x, û) = 0 , (33)

einer nichtlinearen partiellen Differentialgleichung erster Ordnung, deren Lösung noch den Bedingungen
V (t1, x) = 0, ∂xiV (t1, x) = 0 genügt.

Zur weiteren Untersuchung von (33) führen wir ein Bündel E
π
→B mit Koordinaten (t, x1, . . . , xn, z)

für E und (t, x1, . . . , xn) für B ein. Die Koordinaten des zugehörigen Jet-Bündels J1
0 (E)

π1
0→ E sind dann

(t, x1, . . . , xn, z, zt, z1, . . . , zn). Anstelle von (33) untersuchen wir nun die Beziehung

zt + zif
i(t, x, û) + l(t, x, û) = 0

zt +H(t, x, û) = 0 , (34)

wobei wir bereits die Hamiltonfunktion H = l + zif
i eingeführt haben. Man beachte, dass jede Lösung

von (33) auch die Form12 ωC = dz − ztdt− zidx
i zu Null machen muss. Mit voriger Gleichung erhalten

wir nun

ωC = dz +Hdt− zidx
i

dωC = dH ∧ dt− dzi ∧ dxi .

Als nächstes berechnen wir das hamiltonsche Vektorfeld vH gemäß der Beziehungen

vH⌋ωC = 0

vH⌋dωC = 0

und erhalten die hamiltonschen Gleichungen13

ẋi = ∂ziH = f i(t, x, û)
żi = −∂xiH = ∂xi(l(t, x, û) + f j(t, x, û)zj)
ṫ = 1

(35)

12Formen dieses Typs werden auch Kontaktformen genannt. Jeder zulässige Schnitt erfüllt sie.
13Man beachte, dass ∂ulH(t, x, u)dul, l = 1, . . . ,m für alle zulässigen Variationen von u wegen der Minimierung ver-

schwindet.
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sowie die weitere Beziehung

ż = −l(t, x, û) . (36)

Man kann folglich die hamiltonschen Gleichungen (35), es sind gewöhnliche Differentialgleichungen14 un-
abhängig von z, zuerst lösen und dann (36) einfach integrieren. Die Größe zt folgt dann direkt aus (34). Es
soll aber nicht verschwiegen werden, dass dabei durchaus sehr schwierige Zweipunkt-Randwertprobleme
auftreten.

6 Zusammenfassung

Methoden aus der Differentialgeometrie wurden vor ca. 30 Jahren in der Regelungstechnik und -theorie
populär, als gezeigt werden konnte, dass viele nichtlineare Entwurfsprobleme durch geeignete Koordi-
natentransformationen auf lineare transformierbar sind. Man darf ohne weiteres festhalten, dass diese
Methoden es erlauben, strukturelle Eigenschaften dynamischer Systeme besonders effizient zu untersu-
chen. Die bekanntesten Beispiele dazu sind Beobachtbarkeit, Erreichbarkeit oder auch Flachheit. Wie
man diese Methoden z.B. auf implizite Systeme anwendet, wurde auch hier gezeigt. Eine Alternative
zur Bestimmung struktureller Eigenschaften ist, mit dynamischen Systemen zu beginnen, die selbst eine
reichhaltige Struktur aufweisen. Als Beispiele dazu wurden hier hamiltonsche Systeme behandelt, und
zwar auf symplektischen und auf Poissonmannigfaltigkeiten, wo spezielle Reglerentwürfe direkt aus der
differentialgeometrischen Struktur folgen. Dass auch allgemeine Probleme auf ganz spezielle Strukturen
führen, konnte an Hand des Entwurfs optimaler Regelungen gezeigt werden, wo hamiltonsche Gleichungen
als charakteristisches System der Hamilton-Jacobi-Bellman Gleichung auftreten.
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