6. Der Digitale Regelkreis

Bisher wurden ausschliefllich zeitkontinuierliche Systeme behandelt. Die aus der Regler-
synthese erhaltenen linearen Regler liegen in Form von s-Ubertragungsfunktionen oder
als Systeme von Differentialgleichungen vor. Will man diese Regler realisieren, so muss
man sie beispielsweise als Operationsverstarkerschaltungen aufbauen, sieche Abschnitt 3.9.
Heutzutage werden zumeist Digitalrechner zur Regelung eingesetzt, weshalb in weiterer
Folge die Theorie so genannter zeitdiskreter Systeme genauer behandelt werden soll.

6.1. Allgemeines

Abbildung 6.1 zeigt den prinzipiellen Aufbau eines digitalen Regelkreises. Im Unterschied
zu kontinuierlichen Regelkreisen muss die vom Sensor erfasste zeitkontinuierliche Mess-
groBe y (t) mit Hilfe eines A /D(Analog/Digital)- Wandlers zeitdiskretisiert werden, damit
sie im Digitalrechner weiterverarbeitet werden kann. Im Folgenden wird meist von einem
idealen Sensor, d.h. n(t) = 0, ausgegangen womit gilt y ({) = y (¢). Ein idealer A/D-
Wandler, auch Abtaster (sampler) genannt, erzeugt dann aus einem zeitkontinuierlichen
Signal y (t) eine Folge von Abtastwerten (yr) = (Yo, Y1, Y2, ---) = (y (to),y (t1),y (t2),...)
zu den Zeitpunkten tg, ¢y, ta,... (siche Abbildung 6.2). Fiir das Weitere wird vorausge-
setzt, dass die Abtastung dgquidistant erfolgt, d. h. die Abtastzeitpunkte t sind ganzzahli-
ge Vielfache der so genannten Abtastzeit (sampling time) T, bzw. ty, = kT,, k =0,1,2,.. ..
Fiir stetige und rechtsseitig stetige Funktionen y (t) geniigt damit der Abtaster der Be-
ziehung

ye =y (kT,) fir keZ (6.1)
und fiir linksseitig stetige Funktionen y (¢) gilt

= 1 t) fir keZ. 6.2
Yk Hllilny() ir ke (6.2)

Aufgabe 6.1. Zeigen Sie, dass der Abtaster linear aber zeitvariant ist.

Im Digitalrechner wird dann aus den Folgenwerten (y;) des abgetasteten Sensorsignals
y (t) und aus den Folgenwerten (ry) des Fithrungs- bzw. Referenzsignals zu diskreten
Zeitpunkten t = kT, die StellgroBenfolge (uy) berechnet. Damit man nun aus einer Fol-
ge von Abtastwerten (uy) wiederum ein zeitkontinuierliches Signal u (t) erzeugen kann,
benotigt man einen D/A-(Digital/Analog)- Wandler. Bei digitalen Regelkreisen wird der
D/A-Wandler meist so aufgebaut, dass er am Ausgang den Abtastwert bis zur néchsten
Abtastperiode analog konstant hélt (siehe Abbildung 6.3). Man spricht dann bei idealem
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ld (t)

r D/A— ¢ ; a(t y(t)
(7) (uk)= / u(t) | Stellglied (t) o Strecke R
Wandler (Aktor)
Digitaler '
Regler :
(k)| A/D— y (1)
< < Sensor
Wandler
zeitdiskret 4——» zeitkontinuierlich Tn (t)

Abbildung 6.1.: Blockschaltbild eines digitalen Regelkreises.

T
W), ),
y(1) Abtaster (yr)
0 Ty 2Ty 3Tx ¢ 0 Ty 2Ta 3Ta t

Abbildung 6.2.: Zur Funktionsweise des Abtasters.

Verhalten auch von einem Halteglied nullter Ordnung oder in der englischsprachigen Li-
teratur von einem zero-order-hold. Die Ausgangsgrofie u (t) des Haltegliedes hangt somit
mit der Eingangsgrofie (uy) wie folgt zusammen,

u(t)=ur fir kT, <t<(k+1)T, (6.3)

bzw.
u(t):Zuk(a(t—k‘Ta)—U(t—(k+1)Ta)) . (6.4)
k=0
Transformiert man (6.4) in den Laplace-Bereich, so erhélt man

a(s) = Z uk% (efkTas _ ef(k+1)Tas) _ % (1 _ efTas) Z upe FTas (6.5)
k=0 k=0

o(s)
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Tp
(w),| | )
(uk) Halteglied u(t)4
0 Ty 2T4 3Ty t 0 Ta 2T4 3Ty t
Abbildung 6.3.: Zur Funktionsweise des Haltegliedes nullter Ordnung.
d(t)
Tx l T
u u(t Aktor + Streck
M’ = (t) or recke y(t) s M’
+Sensor
Halteglied Regelstrecke Abtaster
Abbildung 6.4.: Abtastsystem.
woraus sich unmittelbar die Ubertragungsfunktion des Haltegliedes zu
a(s) 1 _r
= = — 1 — as .
G (s) 6 8( e Tet) (6.6)
mit der Eingangsgrofie
(up) =v () =D u(kT,) 6 (t — kT,) (6.7)
k=0

ergibt.

Aufgabe 6.2. Zeigen Sie, dass die Hintereinanderschaltung von einem exakt synchro-
nisierten Halteglied und Abtaster mit der Abtastzeit T, einer Durchschaltung ent-
spricht.

6.2. Abtastsysteme

Fiir die weiteren Betrachtungen liege das zeitdiskrete System nach Abbildung 6.4 mit
ideal synchronisiertem Abtast-Halte-Glied mit der Abtastzeit T, sowie der Eingangsfolge
(u) und der Ausgangsfolge (yi) zu Grunde.
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6.2.1. Der nichtlineare Fall
Angenommen, die Regelstrecke in Abbildung 6.4 lasse sich in der Form
x =f(x,u,t), x (to) = %o (6.8a)
y =h(x,u,t) (6.8b)
mit dem Zustand x € R”, dem Eingang u € R? und dem Ausgang y € RY schreiben. Der

Zusammenhang zwischen x; und X1 des zugehorigen Abtastsystems ergibt sich dann
als Losung der Differentialgleichung

x =f(x,u,t) (6.9)

fir den Anfangswert x; = x (k7;) und die Eingangsgrofie u(t) = up = u(k7,) fir
kT, <t < (k+1)T, zum Zeitpunkt ¢ = (k+ 1) 7. Damit liegt das mathematische
Modell des Abtastsystems als Differenzengleichungssystem

Xp+1 = Fp (xp,ug) . x0 =% (to) (6.10a)
yi = hg (xx, ug) (6.10b)
Vor.
Als Beispiel betrachte man die nichtlineare Regelstrecke erster Ordnung
x(t) = —sin(t)z (t) + = (t) u (¢) (6.11a)
y(t) =tz (t)® +ul(t) . (6.11b)

Die Losung der Differentialgleichung fiir den Anfangswert = (tg) = xo und den konstanten
Eingang u (t) = uc lautet

x(t) =

woraus sich unmittelbar das zugehorige Abtastsystem fir tg = kT,, ©9 = xk, t =
(k+1)Ty, z(t) = zp41 und uc = uy zu

g exp (ug (k+ 1) Ty +cos ((k+1)T,))

xoexp (uct + cos (t))
cosh (cos (to) + ucto) + sinh (cos (o) + ucto)

(6.12)

= 1
L= osh (cos (kTy) + ukkT,) + sinh (cos (kTg) + urkTy) (6.13)
ergibt. Der Ausgang y (t) zum Zeitpunkt ¢ = kT, folgt dann in der Form
yr = kTuxf + uy, . (6.14)

Man erkennt also, dass es im Allgemeinen unmdglich ist, fiir nichtlineare zeitkonti-
nuierliche Systeme das zugehorige Abtastsystem ezakt zu berechnen, da die Kenntnis
der Losung des nichtlinearen Differentialgleichungssystems vonndten ist. Naherungswei-
se kann das System (6.8) mittels verschiedener numerischer Integrationsverfahren in ein
Differenzengleichungssystem iibergefithrt werden. Beispielsweise lautet das Differenzen-
gleichungssystem zu (6.8) nach dem expliziten Eulerverfahren

Xpr1 = Xg + Tof (Xk, ug, k‘Ta) . (615)

Zur Stabilitét des Integrationsverfahrens und die zu wahlende Abtastzeit T;, (Schrittweite)
sei an dieser Stelle auf die Numerikliteratur verwiesen.
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6.2.2. Der lineare, zeitinvariante Fall

Fiir lineare, zeitinvariante Regelstrecken der Form

x = Ax + Bu (6.16a)
y = Cx+ Du (6.16Db)
lautet die allgemeine Losung nach Satz 2.4
t
x(t)=®(t—to)xo+ | ®(t—7)Bu(r)dr, x (to) = %o (6.17a)
to
y(t) =Cx(t) + Du(t) . (6.17b)

Setzt man tg = kTy, t = (k+1)T, und u(7) = vy, fir kT, <7 < (k+ 1)1, in (6.17)
ein, so erhélt man das zu (6.16) zugehorige Abtastsystem

(k+1)T,

Xpr1 = @ (T,) x + o ® ((k+1)T, — 7)drBuy (6.184a)
yr = Cxi + Dug (6.18b)

bzw.
X1 = Pxg + Tug (6.19a)
yi = Cxj, + Duy, (6.19Db)

mit

® = exp (AT,), (6.19¢)
- /O " exp (A7) drB . (6.194)

Aufgabe 6.3. Zeigen Sie mit Hilfe der Variablentransformation 7 = (k+1)T, — T,
dass nachfolgende Gleichung

(k+1)Ta Ta
/ ((k+1)To—7)dr= [ & (7)dr (6.20)
kT, 0
gliltig ist.
Als Beispiel berechne man fiir das Zustandsmodell eines Doppelintegrators
d 0 1 0
—x=A bu = 21
e x + bu lo 01 x + L] u (6.21a)
y=clx= {1 0} X (6.21b)

das zugehorige Abtastsystem fiir die Abtastzeit T,. Die Transitionsmatrix errechnet sich
dabei in der Form
Gt |1t
®(t)=exp(At)=E+At+A 7 o 1 (6.22)
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und damit ergeben sich die Dynamikmatrix ® und der Eingangsvektor I des Abtastsys-
tems geméaf (6.19) zu

(6.23)

Q_QUw_h |

(CE PG A e

Als Ergebnis erhélt man das Abtastsystem

1%]

und

1T £
X = “Mxp+ |2 |u 6.25a
= e [H] -
Yk = [1 0} Xp - (6.25b)

Analog zu den Sétzen 2.1 und 2.2 ist ein zeitdiskretes System genau dann linear bzw.
linear und zeitinvariant, wenn es sich in der Form

Xpr1 = Prxp + Trug (6263,)
vi = Cixi + Dpug (6.26b)
bzw.
X1 = Pxp + Tug (6260)
yir = Cx;, + Duy, (6.26d)

mit dem Zustand x € R”, dem Eingang u € RP, dem Ausgang y € R? sowie den Matrizen
P c R" T € R"P, C € R und D € R?*P schreiben lasst. Zur Wiederholung sei
an dieser Stelle angemerkt, dass mit dem tiefgestellten Index k einer Grofle & der Wert
von & zum Zeitpunkt kT, also { = & (kT,), gemeint ist.

Aufgabe 6.4. Zeigen Sie, dass sich die Matrizen ® und I' des Abtastsystems (6.19)

in der Form
® T A B
= exp Ty
0 E 0 o0

mit E als Einheitsmatrix berechnen lassen.
Hinweis: Es gelten die Beziehungen

d

d=AP(T,),
a7, (1)
dr—me
ar,” @
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Aufgabe 6.5. Berechnen Sie fiir das System

d -1 0 1
& :[1 Ox—i—()u
y:[O 1]X

das zugehorige Abtastsystem fiir die Abtastzeit Tj,. Uberpriifen Sie das Ergebnis in
MATLAB mit Hilfe des Befehls c2d fir die Abtastzeit T, = 0.1s.

Lésung von Aufgabe 6.5. Das Abtastsystem lautet

exp (—Ty) O]X +l L-ep(-T) |

X =
ol L —exp(—T,) 1 To — 1 +exp(—T1,)

yk:[o 1}Xk.

Aufgabe 6.6. Angenommen, die Stellgrofie w (¢) wird um die bekannte Zeit AT <
Ty, verzogert auf den Prozess aufgeschaltet, d.h. das mathematische Modell (6.16)
modifiziert sich in der Form

Sx(t) = Ax (1) + Bu(t - AT) (6.27a)

y(t)=Cx(t) . (6.27b)

Wie lautet das zugehorige Abtastsystem fiir die Abtastzeit 7,7

Lésung von Aufgabe 6.6. Das Abtastsystem lautet
X1 = ®xp + Toug + Tiugq
yi = Cxg,
mit
B = oxp (AT,).
T,—AT
Iy = / ® (7)d7B,
0
AT
Flz (Ta—T)dTB.
0
Hinweis: Berechnen Sie die Losung der Differentialgleichung (6.27) fiir den An-
fangswert x; = x (kT,) und die Eingangsgrofie
t) w1 =u((k—1)T,) fir kT, <t <kT,+ AT
u =
u, = u (kTy) fir kT, + AT <t<(k+1)T,

zum Zeitpunkt ¢t = (k+ 1) T,,.
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6.3. Die Transitionsmatrix

Im Weiteren betrachte man das lineare, zeitinvariante autonome Abtastsystem
X1 = Pxy, x (0) = xp . (6.28)

Wie man sich einfach iiberzeugen kann, lautet die Losung der Differenzengleichung (6.28)
zum Zeitpunkt kT, fiir einen vorgegebenen Anfangswert xg

X = <I>kX() =v (k‘) X0 - (6.29)

Damit ist durch die (n x n)-Matrix ¥ (k) die Transitionsmatrix des zeitdiskreten Systems
(6.28) gegeben. Analog zur Transitionsmatrix im Zeitkontinuierlichen (siche Abschnitt
2.4) erfillt ¥ (k) folgende Beziehungen

v (0)=E (6.30a)
(k+l) (k)W () (6.30b)
(k) = @ (k) (6.30c)

T (k: +1)=®¥ (k) , (6.30d)

wobei fiir die Beziehung (6.30c) vorausgesetzt wird, dass die Dynamikmatrix ® des zeit-
diskreten Systems regulér ist. Beachten Sie, dass die Transitionsmatrix zeitkontinuierli-
cher Systeme fiir alle Zeiten ¢t unabhingig von der Dynamikmatrix A regulér ist, wohin-
gegen die Transitionsmatrix W zeitdiskreter Systeme genau dann reguldr ist, wenn die
Dynamikmatrix ® des zugehorigen zeitdiskreten Systems regulér ist.

Aufgabe 6.7. Beweisen Sie die Eigenschaften (6.30) der Transitionsmatrix W.
Die allgemeine Losung eines linearen, zeitinvarianten Abtastsystems der Form
Xpr1 = ®xp + Tuy, x (0) = xp (6.31a)
yr = Cx; + Dug (6.31b)
erhélt man einfach durch sukzessives Anwenden der Iterationsvorschrift
x1 = Pxg + T'ug
X3 = ® (®xg + Tug) +Tu; = &x + ®Tug + Ty
[ —

(6.32)
X1
in der Form
k—1 ‘
x, = ®Fxg + Y ®F 7'y (6.33a)
j=0
yi = Cxj, + Du . (6.33b)

Man erkennt aus (6.33), dass das Faltungsintegral der allgemeinen Losung zeitkontinu-
ierlicher Systeme von Satz 2.4 im Zeitdiskreten durch die Faltungssumme ersetzt wird.
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Analog zu Satz 3.4 lasst sich folgender Satz fiir die Stabilitdt eines linearen, zeitinvari-
anten autonomen Abtastsystems der Form

X1 = Pxy (6.34)

angeben:

Satz 6.1 (Globale asymptotische Stabilitat fiir Abtastsysteme). Fir alle Anfangs-
werte xg € R™ des Systems (6.34) gilt genau dann
lim x;, = lim ®*xo =0, (6.35)
k—o00 k—o00
wenn alle Eigenwerte der Dynamikmatriz ® betraglich kleiner als 1 sind. Man sagt

dann auch, die Ruhelage xp = 0, die der Beziehung xp = ®xp geniigt, ist global
asymptotisch stabil.

6.4. Eingangs-Ausgangsverhalten

Bisher wurde gezeigt, dass die Beschreibung eines zeitdiskreten Systems als Differenzen-
gleichungssystem die zum Differentialgleichungssystem im Zeitkontinuierlichen analoge
Zustandsdarstellung im Zeitdiskreten ist. Die Laplace-Transformation diente bei linearen,
zeitinvarianten, zeitkontinuierlichen Systemen dazu, eine Eingangs-Ausgangsbeschreibung
in Form von s-Ubertragungsfunktionen (s-Ubertragungsmatrizen im Mehrgréfenfall) zu
bestimmen. Bei Abtastsystemen kann auf gleiche Art und Weise eine rationale Funktion
(Matrix bestehend aus rationalen Funktionen im Mehrgrofienfall) in einer komplexwer-
tigen Variablen z iiber die so genannte z-Transformation angegeben werden, die das
Eingangs-Ausgangsverhalten von Abtastsystemen beschreibt. Teile der hierfiir erforderli-
chen Grundlagen der z-Transformation wurden bereits in Signale und Systeme 2 (Kapi-
tel 5) besprochen und sind vollstdndigkeitshalber im Anhang B nochmals zusammenge-
fasst. Im weiteren Verlauf des Skriptums werden z-transformierte abgetastete Zeitsignale
(fe) = ((fo, f1,---, fn,...) immer in der Form Z {(fx)} = f.(2) mit dem tiefgestellten
Index z geschrieben.

6.4.1. Die z-Ubertragungsfunktion

Analog zur s-Ubertragungsfunktion bei zeitkontinuierlichen Systemen kann fiir lineare,
zeitinvariante Abtastsysteme nach Abbildung 6.5 das Eingangs-Ausgangsverhalten in
Form der z-Ubertragungsfunktion beschrieben werden.

Berechnung aus dem Differenzengleichungssystem

Es sei angenommen, dass das Abtastsystem von Abbildung 6.5 in Form eines Differen-
zengleichungssystems wie in (6.19)

Xpt1 = Bxg + Tuy, x (0) = %o (6.36a)

yr = Cxi + Duy, (6.36D)
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CTToTTTrrTrTrrrnre Tp [~ :
v Lineares, v
(ug) I U(t)' zettinvariantes y(t) N /A (yx)
System
Halteglied Regelstrecke Abtaster
G (2)

Abbildung 6.5.: Zur z-Ubertragungsfunktion.

mit dem Zustand x € R", dem Eingang u € RP, dem Ausgang y € R sowie den Matrizen
® c R" T € R"P, C € R und D € R?*? vorliege. Wendet man auf (6.36) die
z-Transformation an, so erhélt man

zxX; (2) — 2x0 = ®x; (2) + T'u; (2) (6.37a)
v:(z) = Cx, (z2) + Du, (2) (6.37b)

bzw. fiir die Ausgangsgrofie ergibt sich
y.(2) = C:E — ®) 'xoz + (C (:E—®)"'T + D) w. (2) . (6.38)

Damit erkennt man unmittelbar, dass sich fiir xg = 0 die (¢ x p) dimensionale z-Uber-
tragungsmatriz G (z) eines linearen, zeitinvarianten Abtastsystems wie folgt

Gy = 2t _¥:(0) g _g)lryp (6.39)

C2{(w)} u(2)

errechnet. Im EingroBenfall p = ¢ = 1 lautet demnach die z- Ubertragungsfunktion

)5 _ g e
)= T} "z © BB T (6.40)

mit ® € R, T € R™!, ¢T € RV und d € R.

Berechnung aus einer s-Ubertragungsfunktion

Wenn die zeitkontinuierliche Regelstrecke von Abbildung 6.5 als s-Ubertragungsfunktion
G (s) vorliegt, kann man aus den bisherigen Uberlegungen die z-Ubertragungsfunktion
G (z) des zugehorigen Abtastsystems wie folgt berechnen: Man bestimmt in einem ersten
Schritt zu G (s) eine Zustandsrealisierung (siehe Abschnitt 3.5), berechnet dann fiir diese
Zustandsrealisierung nach (6.19) das Abtastsystem und erhélt iiber die Beziehung (6.40)
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die z-Ubertragungsfunktion. Dieser Weg scheint doch etwas umsténdlich zu sein, weshalb
der naheliegende Wunsch besteht, die z-Ubertragungsfunktion G (2) des zugehérigen Ab-
tastsystems direkt iiber G (s) zu berechnen.

Dazu wird in Abbildung 6.5 die Eingangsimpulsfolge (ux) = (dx) = (1,0,0,...) auf das
System aufgeschaltet. Das Halteglied erzeugt daraus die Eingangsgrofie

u(t)=0(t)—o(t—"Tg) (6.41a)
bzw.
a(s) = % (1— ) (6.41b)

und als Ausgangsgrofie im Laplace-Bereich erhélt man

1(6)=3(s) == (1= T) G (s) . (6.42)

S

Die z-Transformierte von § (s) errechnet sich nach (B.19) in der Form
() =2 <1 (1-eT) G(s)> _z (1 (1-e™)a (s)) . (6.43)
$ t=—+kTy 8

Aufgabe 6.8. Zeigen Sie, dass fir kausale Zeitfunktionen f (¢) und n € N allgemein
gilt

Z (f(s) e_”ST“> =z "Z (f(s)) .

Zufolge der Linearitat der Laplace- und der z-Transformation (also auch der Transfor-
mation Z) und Aufgabe 6.8 lasst sich (6.43) in der Form

9:(2) =2 (G(S)) ~-Z (G(S)e‘STa> = Z—;lz (G(S)) (6.44)

S S S

anschreiben. Da fiir die z-Transformierte der Impulsfolge Z {(dx)} = 1 gilt, ist mit (6.44)
unmittelbar die Vorschrift gegeben, wie man aus einer s-Ubertragungsfunktion die zuge-
horige z-Ubertragungsfunktion berechnet

G () = ;}gzz)ﬁ -l 2ol <G§S>) . (6.45)

Aufgabe 6.9. Berechnen Sie fiir die Ubertragungsfunktion

1
(s+1)(s2+s+1)

G (s) =

die z-Ubertragungsfunktion G (z) des zugehérigen Abtastsystems fiir die Abtastzeit
T, = 200 ms.

Vorlesung und Ubung Automatisierung (Wintersemester 2013/2014)
© A. Kugi, Institut fiir Automatisierungs- und Regelungstechnik, TU Wien



6.4. Eingangs-Ausgangsverhalten Seite 150

Lésung von Aufgabe 6.9. Die z-Ubertragungsfunktion lautet

0.001222 + 0.0044z + 0.0010
23 —2.60122 +2.2782 — 0.6703 °

G(z) =

Aufgabe 6.10. Gegeben ist das lineare, zeitinvariante, zeitkontinuierliche System

dt

d —0.0197 0 0.0263
= X + U
0.0178 —0.0129 0

yz[O 1} .

Berechnen Sie die z-Ubertragungsfunktion G (z) des zugehérigen Abtastsystems fiir
die Abtastzeit T, = 1 s auf zwei verschiedenen Wegen.
Hinweis:

o Weg 1: Berechnung des Abtastsystems nach (6.19) und anschlieend Ermitt-
lung von G (z) iiber (6.40).

o Weg 2: Zuerst die s-Ubertragungsfunktion G (s) berechnen und anschlieend
G (z) iiber (6.45) bestimmen.

Polstellen der z-Ubertragungsfunktion

Ausgangspunkt fiir die nachfolgenden Betrachtungen ist ein lineares, zeitinvariantes, zeit-
kontinuierliches System der Form

%x = Ax + bu (6.46a)

y=clx+du (6.46b)

mit dem Zustand x € R", dem Eingang v € R und dem Ausgang y € RR. Das zugehorige
Abtastsystem lautet nach (6.19)

X1 = Pxy + Tuy (6.47a)
yr = ctxy, + duy (6.47b)
mit
® = exp (AT,), (6.48a)
I'= /OTa exp (A7)drb . (6.48b)

Die Berechnungsvorschrift (6.48) fiir die Dynamikmatrix ® des Abtastsystems (6.47) gibt
an, wie sich Eigenwerte A\; und Eigenvektoren v; der Dynamikmatrix A im Zeitdiskreten
transformieren. Es gilt ndmlich nachfolgender Satz:
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Satz 6.2. Sind \; und v; der Eigenwert und der zugehérige Eigenvektor einer
(n x n)-Matriz A, dann sind exp (\j) und v; der Eigenwert und der zugehorige FEi-
genvektor der (n x n)-Matriz exp (A).

Beweis. Nach der Definition von Eigenwert A; und Eigenvektor v; einer Matrix A
gilt

(NVE—A)v;=0 (6.49a)
bzw.
Ajv; = Av; . (6.49b)
Um nun zu zeigen, dass gilt
exp (A\j) v =exp (A)v; , (6.50)
setzt man in (6.50) fiir
exp (A) = ‘:!k (6.51)
k=0
ein, also
o Ak
exp (A\j) vj = kz::o 2 Vi (6.52)

und wendet sukzessive die Beziehung (6.49) an

Z Vi = Z k—J'Vj =exp (\j) vy . (6.53)
k=0 k=0 "
Damit ist aber Satz 6.2 gezeigt. O

Nach Satz 6.2 transformieren sich Eigenwerte A; der Dynamikmatrix A des zeitkon-
tinuierlichen Systems (6.46) zu Eigenwerten exp (\;7) der Dynamikmatrix ® des zeit-
diskreten Systems (6.47). Abbildung 6.6 zeigt grafisch die Abbildung z = e*Te von der
komplexen s-Ebene in die komplexe z-Ebene (vergleiche dazu auch (B.7)).

Man kann sich nun einfach davon iiberzeugen, dass die Abbildung z = e*’¢ folgende
Figenschaften hat:

(1) Die imaginédre Achse der s-Ebene wird auf den Einheitskreis (Mittelpunkt 0 und
Radius 1) der z-Ebene abgebildet.

(2) Die linke s-Halbebene wird auf das Innere des Einheitskreises in der z-Ebene abge-
bildet.

(3) Die Abbildung ist nicht bijektiv, denn Punkte s;, s; der s-Ebene, fiir die gilt s; =
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Abbildung
Im(s)T, z=exp(sT,) Im(2)
/! —> '
/T,
0 1
Re(s)7, Re(z)
-/T,

Abbildung 6.6.: Die konforme Abbildung z = exp (s15).
sj+1 sz—: mit k = 0,41, £2, ... werden auf denselben Punkt der z-Ebene abgebildet.

Aufgabe 6.11. Zeigen Sie die Eigenschaften (1) - (3) der Abbildung z = e®7s.
Hinweis: Fiir s = a + Iw lautet die Abbildung

z = el cos (wT,) + Te®Te sin (WT},) .
Damit kann unmittelbar nachfolgender Satz angegeben werden.

Satz 6.3. Ist s; ein Pol einer s-Ubertragungsfunktion G (s), dann ist e¥iTa der Pol
der zugehorigen z-Ubertragungsfunktion fiir die Abtastzeit T,.

Aufgabe 6.12. Beweisen Sie Satz 6.3.
Hinweis: Kombinieren Sie das bisher Gesagte mit dem Beweis von Satz 3.5.

Damit folgt aber auch, dass durch Abtastung ein stabiles zeitkontinuierliches System
nicht destabilisiert werden kann. Im Abschnitt 3.10 wurde gezeigt, dass der Zusammen-
hang zwischen Real- und Imaginérteil der Nullstellen s; 2 = a4 eines Nennerpolynoms
zweiter Ordnung

1 s 9
n(s)—(s—a—]ﬁ)(s—a+]ﬁ)—ﬁ+2§f+s (6.54)
und der Zeitkonstanten 7' bzw. dem Dampfungsgrad £ sich in der Form
1
T=—F5—, 6.55a
/a2 + /82 ( )
()

errechnet. Aus (6.55) ist ersichtlich, dass in der komplexen s-Ebene Punkte konstanter

Déampfung ¢ auf einem Strahl durch den Nullpunkt mit der Steigung g und Punkte kon-

stanter Zeitkonstanten T auf einem Kreis um den Ursprung mit dem Radius \/CV;Tﬂ?
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Abbildung
z =exp(sT,)

Im(z)

Abbildung 6.7.: Zur Abbildung z = exp (s1g) fiir Linien konstanter Dampfung & und
Linien konstanter Zeitkonstanten T'.

liegen. Die Frage, die sich in diesem Zusammenhang stellt, ist daher, wie sich Halbkrei-
se und Strahlen der linken s-Halbebene iiber die Abbildung z = e*’» in die z-Ebene
transformieren. Als Beispiel betrachte man die Ubertragungsfunktion von (3.163)

10s (s +1)
(s —0.5) (s +4s + 6.25)

G (s) = (6.56)

mit der zugehérigen z-Transformierten fiir T, = 0.5

2.7252%2 — 4.2962 + 1.571
G(2) = 315222 1 0.82667 — 0.1738 (6.57)

Abbildung 6.7 zeigt im linken Bild die Polstellen des Pol-Nullstellen Diagramm von G (s)
und im rechten jene von G (z). Das Gitter wurde durch MATLAB mit dem Befehl zgrid
in der z-Ebene so gelegt, dass damit die Halbkreise und Strahlen der s-Ebene durch die
Abbildung z = e*’¢ in Linien der z-Ebene abgebildet wurden.

6.4.2. Wahl der Abtastzeit

Die Wahl der Abtastzeit T, ist bei digitalen Regelungen eine zentrale Frage, denn sie
sollte einerseits nicht zu grof§ gewahlt werden, damit die dynamischen Vorgénge hinrei-
chend gut erfasst werden kénnen, sie sollte aber auch nicht unnétig klein sein, damit sich
die Kosten und der Aufwand der Echtzeit-Hardware und -Software in einem verniinftigen
Rahmen bewegen. Fiir die praktische Implementierung hat sich folgende Vorgangsweise
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als sinnvoll erwiesen: In einem ersten Schritt berechne man die Eigenwerte der Dynamik-
matrix A bzw. die Pole der Ubertragungsfunktion G (s) des zeitkontinuierlichen Systems.
Da nur reelle Koeffizienten vorkommen, sind die Eigenwerte bzw. Pole entweder reell oder
konjugiert komplex. Setzt man nun voraus, dass die auftretenden Pole einfach sind und
in der linken offenen s-Halbebene liegen, dann lisst sich die Ubertragungsfunktion G (s)
fiir nq reelle und ngy konjugiert komplexe Pole durch Partialbruchzerlegung in der Form

ni . n2 . .
Gs) = Z 1‘/# i Va,j + V3,8 s 0<¢ <1 (6.58)
S OsT) Tz (1426 (5T)) + (5T5)?)

anschreiben. Die Sprungantwort h (t) = £ (@) setzt sich also aus den Sprungant-

worten von P-T;- und P-T-Gliedern zusammen (siehe Abschnitte 3.8.1 und 3.8.2). Die
Dynamik des Systems kann relativ gut iiber die Anstiegszeiten der einzelnen P-T;- und
P-Ty-Glieder charakterisiert werden. Die Anstiegszeit ¢, eines P-T1-Gliedes der Form

Vi
= 6.
G(s) 14 sTh (6.59)
lautet t, = T (siehe Abschnitt 3.8.1) und die Anstiegszeit t, eines P-Ty-Gliedes
%
G(s) = 2 5, 0<g<1 (6.60)
1+ 2¢ (STQ) + (STQ)
errechnet sich zu
arccos (&) >
t, =T _ Areeosts) 61
2exP <tan (arccos (£)) (6.61)

Aufgabe 6.13. Zeigen Sie die Giiltigkeit der Beziehung (6.61).
Hinweis: Berechnen Sie die Steigung der Tangente im Wendepunkt der Sprungant-
wort von (6.60).

Als Faustformel fiir die Wahl der Abtastzeit T, wird nun verlangt, dass die Anzahl von
Abtastpunkten pro Anstiegszeit ¢, im Bereich von 4 bis 10 liegt, also
min (¢,)
1,

~ 4 bis 10 , (6.62)

6.4.3. Zusammenschaltung von Ubertragungsfunktionen

Die Zusammenschaltung von z-Ubertragungsfunktionen erfolgt vollkommen analog zu
den s-Ubertragungsfunktionen (siehe Abschnitt 3.4.2). Man beachte, dass zwar die Hin-
tereinanderschaltung von Halteglied mit anschliefendem Abtaster nach Abbildung 6.8
(oberes Bild) eine Durchschaltung ist, aber dies fiir die umgekehrte Reihenfolge im Allge-
meinen nicht mehr gilt. Daraus folgt unmittelbar die nachfolgende Beziehung (siehe auch
Abbildung 6.8 unteres Bild)

2_1Z{0u$eﬂ@}¢Z—4z{GNQ}z‘1z{Gﬂ$}. (6.63)

z S z S z S

Gi(z) Ga(z)
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1 Ta [
H ‘
—» H ¥ A ——» = B
Tt 1 K
| v
E —> H ¥ Gi(s) »  Ga(s) » A >

v v v v
— H »  Gi(s) > A » H Ga (s) A >

Abbildung 6.8.: Zur Hintereinanderschaltung von Abtaster und Halteglied.

6.4.4. Realisierungsproblem

Aus (6.40) ist ersichtlich, dass es sehr einfach ist, zu einem linearen, zeitinvarianten Ab-
tastsystem die Ubertragungsfunktion G (2) zu berechnen. Wie bereits bei zeitkontinuier-
lichen Systemen (siehe Abschnitt 3.5) versteht man auch im Zeitdiskreten unter dem Rea-
lisierungsproblem die Aufgabe, zu einer gegebenen Ubertragungsfunktion G (z) eine Zu-
standsdarstellung in Form eines Differenzengleichungssystems mit ® € R™*" T' € R™*1,
¢’ € R™™ und d zu bestimmen. Jene Zustandsrealisierungen, die eine minimale Anzahl
von Zustéinden haben, werden auch als Minimalrealisierung der Ubertragungsfunktion
G (z) bezeichnet. Es sei an dieser Stelle betont, dass die Zustandsrealisierung einer Uber-
tragungsfunktion G (z) natiirlich keinesfalls eindeutig ist.

Satz 6.4 (Realisierbarkeit). Eine Ubertragungsfunktion

b(z)
a(z)

G(z) = (6.64)
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mit dem Zdhler- und Nennerpolynom b (z) und a (z) ist genau dann realisierbar, wenn
grad (b(2)) < grad (a (2)) oder dquivalent dazu

Jim |G (2)] < o0 (6.65)

gilt.
Anhand des Beispiels

G(z) = = 3 =z (6.66)
erkennt man im Folgenbereich

Yk = Uk4+1 (6.67)

dass bei einer nichtrealisierbaren z-Ubertragungsfunktion G (z) zur Berechnung der mo-
mentanen Ausgangsgrofle yy, zukiinftige Werte der Eingangsgrofie uy, bekannt sein miissen
- das System ist also nicht kausal.

Im Folgenden sollen analog zum Abschnitt 3.5 zwei kanonische Minimalrealisierungen
fiir die z-Ubertragungsfunktion

Z{(yk’)} b(Z) bo + b1z + ..._|_bn_lzn71 + b, 2"
- Ta(z) T (6.68)
Z{(uk)} (L(Z) ap+ a1z + -+ ap_12 T2

G (2)

angegeben werden. Die 2-te Standardform oder Beobachtbarkeitsnormalform zu (6.68)
lautet

Tkt 0 ... ... 0 —ag Tk [ By |
T2 k1 0 —ay Tk b1
: = 1 + : Uk (6.69a)
Tn—1,k+1 0 O 0 —apn_o| |Tn-1,k Bn—Q
L Tnk+1 | 0 1 —ap—1| [ Tnk | _bn—l_
~—_———— - N——— N —
X1 P Xk r
_ - _
T2k
y=10 0 ... 0 1 : + b, up (6.69Db)
~—
cT Tn—1,k d
L xn7k‘ -
——
Xk
mit
bi=bj —aib,, i=0,1,...,n—1 (6.70)
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und das zu (6.69) duale System, die so genannte I-te Standardform oder Steuerbarkeits-
normalform, ist durch

[z | O 1 0 L. 0 | [ ] [o]
$2,k+1 0 0 1 e 0 ka 0
A o w (671a)
Tp—1,k+1 0 0 e 0 1 Zvn—l,k 0
| Tnk+1 | |—a0 —air ... —Gp-2 —Ap-1| | Tnk | L]
—— =~
Xk+1 T X [
€1,k
T2k
Yk = i)() [31 i)n_g Bn—1:| + by ug (6.71b)
-
T Tn—1,k d
L xn’k -
—_——
Xk

gegeben.

6.4.5. BIBO-Stabilitat

Auch die Definition und die Sétze der BIBO-Stabilitat (BIBO - Bounded Input Bounded
Output) von Abschnitt 3.6 lassen sich direkt auf den zeitdiskreten Fall iibertragen.

Definition 6.1 (BIBO-Stabilitdt). Fir ein lineares, zeitinvariantes Abtastsystem

Xpr1 = Pxp + Tuy (6.72&)

yr = ¢ xy, + duy, (6.72b)

mit der Eingangsgrofie (ux) und der Ausgangsgrofie (yx) gelte xo = 0. Das System
heifit BIBO-stabil, wenn zu jeder beschrinkten Fingangsfolge (uy) eine beschrinkte

Ausgangsfolge (yy) gehort. D.h. zu jedem finiten a > 0 mit |ug| < a existiert ein
finites b > 0 so, dass |yg| < b gilt fiir alle & > 0.

Die BIBO-Stabilitét ldsst sich nun sehr einfach anhand der so genannten Gewichtsfolge
oder Impulsantwort (gx) (Antwort (yx) des Systems (6.72) auf die Eingangsfolge (ux) =
(0k) = (1,0,0,...)) mit

d fir k=0 (6.73)
= TRFIT fir k>0 '

iiberpriifen - es gilt ndmlich folgender Satz:
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Satz 6.5 (BIBO-Stabilitidt anhand der Impulsantwort). Ein lineares, zeitinvariantes
Abtastsystem der Form (6.72) ist genau dann BIBO-stabil, wenn die Impulsantwort
(g9x) nach (6.73) absolut summierbar ist, d. h. die Ungleichung

> gkl < o0 (6.74)
k=0

erfillt ist.

Eine weitere Moglichkeit zur Uberpriifung der BIBO-Stabilitét erfolgt iiber die Ubertra-
gungsfunktion G (z) von (6.72).

Satz 6.6 (BIBO-Stabilitit anhand der Ubertragungsfunktion). Ein lineares, zeit-
invariantes Abtastsystem der Form (6.72) ist genau dann BIBO-stabil, wenn fiir alle
Pole z; = a;+Iw; der zugehérigen Ubertragungsfunktion G (z) = ¢ (2B — <I>)71 T'+d

gilt
|zi] = /a2 +w? < 1. (6.75)

6.5. Diskreter Frequenzgang

Analog zum zeitkontinuierlichen Fall kann auch fiir Abtastsysteme ein so genannter dis-
kreter Frequenzgang definiert werden. Zur Erinnerung an Abschnitt 3.7 sei erwahnt, dass
ein BIBO-stabiles System beschrieben durch die Ubertragungsfunktion G (s) auf eine
harmonische Eingangsgrofie u (t) = Agsin (wot + o) im eingeschwungenen Zustand mit
der AusgangsgroBe y (t) = Ao |G (Iwp)| sin (wot + po + arg (G (Iwg))) antwortet. Die kom-
plexwertige Funktion G (Iw) in der reellen Variablen w wird dann als kontinuierlicher
(komplezer) Frequenzgang bezeichnet. Auf analoge Art und Weise lésst sich fir ein linea-
res, zeitinvariantes Abtastsystem geméif Abbildung 6.5 mit der BIBO-stabilen z-Uber-
tragungsfunktion G (z) der so genannte diskrete Frequenzgang definieren. Dazu betrachte
man eine Eingangsfolge (uy) der Form

(ug) = (Ao sin (woTek + o)) (6.76)

deren Tragerschwingung die harmonische Funktion Agsin (wot + ¢g) ist. Unter der An-
nahme, dass die z-Ubertragungsfunktion G (z) keine Null- und Polstellen bei e!“°7e be-
sitzt, ergibt sich die Ausgangsfolge im eingeschwungenen Zustand (d.h. nach Abklingen
der transienten Vorgénge) zu

() = (A0 |G (™07") | sin (woTuk + o +arg (G (7)) . (6.77)

Die Beziehung (6.77) lasst sich nun in der Form interpretieren, dass die Ausgangsfolge (yx)
im eingeschwungenen Zustand wieder eine Folge ist, deren Trigerschwingung die gleiche
Frequenz wy wie die Trégerschwingung der Eingangsfolge (uy) hat, lediglich die Ampli-
tude und die Phase &ndern sich mit ‘G (eI“’(’Ta> bzw. arg (G (elonaD. Abbildung 6.9

veranschaulicht diesen Sachverhalt fir Yy = ‘G (elona> Ap und ¢y = arg (G (eIon“)).
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Tragerschwingung fiir (y,)

21 o ST A
"o “‘ ';5 s
1571 K “‘ 2113/0)0 . O‘.
g Y ,'
. .
1T Tu ,om T " LA \ Yo
. 'l . \‘ R S ‘\
051, N . 1 S Ay | s \
‘ . ‘\ \ljo " l' “\ ‘I
0+ : R - - | |
0 S 05 l 1 15y o2 W25 3
0.5 ! \ 2 I S -
1 K S ’,' . I\ e
0 N N 5
' Y ," “\
15 l,' \\ K X
o1 Tragerschwingung fur (u,) S

Abbildung 6.9.: Zum diskreten Frequenzgang.

sin(2m/31) sin(4mn/3¢-m) sin(8m/3¢)

Abbildung 6.10.: Mehrdeutige Zuordnung zwischen Folgenwerten und Tragerschwingung.

T, IwT,

Wertet man die Ubertragungsfunktion G (z) fiir z = e* aus, so ist mit G (e
eine komplexwertige Funktion der reellen Gréfie w gegeben, die man auch diskreten Fre-
quenzgang der Ubertragungsfunktion G (z) bezeichnet. Wie man Abbildung 6.10 entneh-
men kann, ist die Zuordnung einer Tragerschwingung zu einer Folge von Abtastwerten
keinesfalls eindeutig. Man kann nun einfach zeigen, dass eine eindeutige Zuordnung zwi-
schen einer harmonischen Tragerschwingung und einer Folge nur dann moglich ist, wenn
die Frequenz wy und die Abtastzeit T, folgender Ungleichung
We 27

wo < = = — w
>~ WO ) a Ta

=% (6.78)

geniigen. Dies ist auch der Grund, warum in MATLAB der diskrete Frequenzgang lediglich
fiir das Frequenzintervall 0 < w < Tla mit der Abtastzeit T, gezeichnet wird. Wiirde man

TwTy, s

ndmlich den diskreten Frequenzgang G (e ) fiir Frequenzen w > 7. zeichnen, dann

wiirde sich der Frequenzgang unendlich oft periodisch fortsetzen. Man tiberzeugt sich
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Abbildung 6.11.: Zum diskreten Frequenzgang.

leicht, dass fiir das Frequenzintervall Tla <w< %—: der Ausdruck G (eI“Ta) lediglich die

konjugiert komplexen Werte von G (eIWTa) fir 0 <w < Tla liefert, denn es gilt

e“Ta = cos (wTy,) + I'sin (wT,),

6.79
eI(27rfwTa) = COS (WTa) — Isin (wTa) ( )

und somit
G (efmeTe)) = G (o) (6.80)

wobei G* das konjugiert Komplexe von G bezeichnet. Abbildung 6.11 veranschaulicht die-
3 . _ 06321
sen Sachverhalt anhand des Frequenzganges der z—UbertragEmgsfunktlon G (2) = 205670
als Abtastsystem fiir das zeitkontinuierliche System mit der Ubertragungsfunktion G (s) =
SJ%I und der Abtastzeit T,, = 1 s. Als ein Anwendungsbeispiel soll fiir das Blockschaltbild

von Abbildung 6.12 die Ausgangsfolge (yx) im eingeschwungenen Zustand fiir

Gi(s) = g, (6.81a)
G () = 8+15 (6.81D)
d(t) = 3cos (2t) (6.81c¢)

berechnet werden.
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Abbildung 6.12.: Blockschaltbild zum Beispiel fiir die Berechnung des eingeschwungenen

Zustandes.
Ty
d(t d(t d
O e L), L@
T, T,
(yk)
— H > Gl (S) = G2 (S) » A ’_>

Abbildung 6.13.: Aquivalentes umgezeichnetes Blockschaltbild von Abbildung 6.12.

In einem ersten Schritt wird das Blockschaltbild von Abbildung 6.12 in der Form von
Abbildung 6.13 umgezeichnet. .
Im eingeschwungenen Zustand gilt fir d (¢) die Beziehung

d(t) = |Gy (2)| 3 cos (2t + arg (G2 (21))) (6.82)
bzw. fiir das abgetastete Signal (czk> = (J (kTa)> erhalt man
(dk) = |Go (21)| 3 cos (k2T + arg (G5 (21))) . (6.83)

Diese Storfolge (Jk) wirkt nun auf den Regelkreis mit der z-Ubertragungsfunktion

Ty, (2) = Z 8 =1 +é(z) . G(r)=1 - 1Z{G1 (S)SG2 (s)} : (6.84)
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Damit folgt fiir die Ausgangsfolge (yx) im eingeschwungenen Zustand

(yn) = <’Td ( I2Ta>

(21)| 3 cos (k2Ta + arg (G2 (21)) + arg (TJ,y (eIQTa)))> '
(6.85)

Aufgabe 6.14. Berechnen Sie das Ergebnis von (yx) in (6.85) fir T, = 1s.

Losung von Aufgabe 6.14. Die Ausgangsfolge (yx) im eingeschwungenen Zustand
lautet

(yr) = (1.0546 cos (2k — 3.06°)) .

Der diskrete Frequenzgang G (z)|,_.wr, ist im Gegensatz zum kontinuierlichen Fre-
quenzgang G (s)|,_;,, eine transzendente Funktion in w. Dies hat den groflen Nachteil,
dass die Vorteile der logarithmischen Darstellung im Bode-Diagramm, ndmlich auf ein-
fache Art und Weise den Einfluss der Teilsysteme von Serienschaltungen zu erkennen,
verloren geht. Aus diesem Grund soll im Weiteren der so genannte transformierte Fre-
quenzgang Uber die Bilineartransformation nach Tustin eingefiihrt werden.

6.6. Tustin-Transformation

Im Sinne der vorigen Uberlegungen ist es also das Ziel, die Frequenz w so zu transformie-
ren, dass in einer transformierten Frequenz () der Frequenzgang des Abtastsystems eine
rationale Funktion ist. Dies ist offensichtlich dann moglich, wenn man eine Transforma—
tion so findet, dass die obere Hilfte des Einheitskreises e!“7 im Intervall 0 < w < T der
komplexen z-Ebene auf die imaginire Achse in der komplexen w-Ebene abgebildet wird.
Genau dies kann aber mit Hilfe einer bilinearen Transformation der Form

z—1
z+1

(6.86)

erreicht werden. Setzt man nimlich in (6.86) fiir z = e/“7e ein, so erhilt man

elwla _q elwga — e_IMiFa wTy, wT,
= — —— = tanh (I ) = Itan ( > . (6.87)
eIWTa + 1 eITa + e_ITa 2 2

Bezeichnet man mit v den Imaginérteil der komplexen Variablen w, so ist durch (6.87)

die Beziehung
v = tan (“Za) (6.88)

gegeben. Es hat sich nun als sinnvoll erwiesen, den Normierungsfaktor % auch bei der
Variablen v = %Q zu verwenden, wodurch sich die so genannte transformierten Frequenz
Q) in der Form

T,

2
0= T tan (wz) (6.89)
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Abbildung
Im(q)
2 z- A
tm(?) =75 2
%
1 0
\—o9o-090o 00 ——>
Re(z) Re(g)

Abbildung 6.14.: Zur Tustin-Transformation.

errechnet. Man erkennt unmittelbar, dass durch die Frequenztransformation (6.89) das
Intervall der Frequenz 0 < w < 7 auf das Intervall der transformierten Frequenz 0 <

Q < oo abgebildet wird. Die Abbildung (6.86) lasst sich nun mit g = T%w auf die gesamte
komplexe Ebene erweitern

2 z-1
C Thz+1

q (6.90)

und sie ist, abgesehen vom Punkt ¢ = %’ umkehrbar eindeutig mit der inversen Trans-
formation

1+%
z:lj%ag (6.91)
2

Die Transformation (6.91) wird auch als Bilineartransformation nach Tustin bezeichnet.
Durch die Vorschrift (6.90) wird nun der Einheitskreis der komplexen z-Ebene auf die
imaginiire Achse der komplexen g-Ebene sowie das Innere (Aufiere) des Einheitskreises der
z-Ebene auf die linke (rechte) offene g-Ebene abgebildet. Abbildung 6.14 veranschaulicht
diesen Sachverhalt.

Definition 6.2 (Transformierter Frequenzgang eines Abtastsystems). Unter der
q-Ubertragungsfunktion G7 (q) zu einer z-Ubertragungsfunktion G (z) eines Abtastsys-
tems versteht man die Beziehung

G (q) = G (2)]

z

T, (6.92)
1—%q

Die Einschrinkung von G¥ (¢) auf die imaginire Achse der komplexen g-Ebene

G7 (IQ) bezeichnet man als den transformierten Frequenzgang. Der transformier-

te Frequenzgang G (IQ) ist eine algebraische Funktion in © und die transformierte

Frequenz  héngt iiber die Beziehung (6.89) mit der realen Frequenz w zusammen.
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Um nun zu einem kontinuierlichen System mit der Ubertragungsfunktion G (s) die
¢-Ubertragungsfunktion G7 (¢) des zugehérigen Abtastsystems (sieche Abbildung 6.5) mit
der Abtastzeit T, zu berechnen, miisste man folgende Rechenoperationen

z—=1_ (G (s
G* (g) = Zz{s()} s (6.93)
Z:1fﬁq

2

durchfithren. Es hat sich aber in vielen Féllen ein anderer Weg als sinnvoll erwiesen,
namlich die Ubertragungsfunktion G (s) in Partialbriiche zu zerlegen und die ¢-Ubertra-
gungsfunktion direkt iiber nachfolgende Korrespondenztabelle zu bestimmen.

G (s) G* (q)

1 1

1 1—q%

s q

1 1—Lag 2 T,

it A= —tanh | —

1re 14 mi T an (2a>

1 1—Zag

s2 q?

Ty q

1 (—7‘1)(1+§) ) 2 T, A

1 ) 1 72 mltA:Ttanh(Q(I),B:ATga
(+E) (+Z) a 1+aA-f — 5

Tabelle 6.1.: Korrespondenzen zur ¢g-Ubertragungsfunktion.

Aufgabe 6.15. Zeigen Sie die Giiltigkeit der Korrespondenzen von Tabelle 6.1 indem
Sie die Beziehung (6.93) fiir die Ubertragungsfunktionen G (s) auswerten.

Als Beispiel berechne man die ¢-Ubertragungsfunktion des Abtastsystems mit der kon-
tinuierlichen Ubertragungsfunktion

10
G(s)=——= - 6.94
() (s+1)(s—5) (6:94)
Die Partialbruchzerlegung von G (s) lautet
5 1 1 1
G(s) = -2 - 6.95
)= =375 313 (6.95)

5
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20
o - T,=1s
— —
Q0 m 20 \\~\~
S 3- T,=0.1s
£ £ 40 ——
v i \\\"“
g :8\-60 T :/Ta =0.01s
- =
(G]
5T G(lw)
-100
180 e — T G(/(,O)
o 5 T — T
< = ~ TN N
€ c135 S = - T7,=0.01s
@ ':-‘T \\\
= = 9 =N
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Abbildung 6.15.: Vergleich des kontinuierlichen Frequenzganges mit dem transformierten
Frequenzgang fiir verschiedene Abtastzeiten Tj,.

und somit ergibt sich die g-Ubertragungsfunktion G* (¢q) nach Tabelle 6.1 zu

A = 3tanh <1Ta>

G#(q)=—§1_%q—ll_%q Ta 2 (6.96)
3T+ L 311 L A—Qtanh<_5Ta)' |
T, 2

Der kontinuierliche Frequenzgang G (Iw) von (6.94) und der transformierte Frequenzgang
G# (IQ) von (6.96) fiir die Abtastzeiten T, = 1, 0.1 und 0.01 sind Abbildung 6.15 zu
entnehmen. Man erkennt aus Abbildung 6.15, dass fiir kleine Frequenzen w der kontinu-
ierliche und der transformierte Frequenzgang gleich sind. Im Grenzfall T, — 0 geht die
¢-Ubertragungsfunktion G* (¢) eines Abtastsystems nach Abbildung 6.5 in die zugeho-
rige kontinuierliche Ubertragungsfunktion G (s) iiber. Weiters ist aus (6.89) ersichtlich,

dass fur w7, < 1 gilt tan (w 7;“> = w% und damit auch Q ~ w.

Im Nachfolgenden sollen noch einige Eigenschaften der ¢-Ubertragungsfunktion G# (q)
angegeben werden: Dazu betrachte man ein Abtastsystem nach Abbildung 6.5 mit der
Ubertragungsfunktion G (s) in normierter Form

G (s)= L 208)

v CO=r0=1p=012... (6.97)
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mit grad (z (s)) < grad (n (s)) + p. Aus der Korrespondenztabelle 6.1 ist ersichtlich, dass
ein Pol s; = —a von G (s) in einen Pol

2 T,
g =-A= T tanh (2a) (6.98)

von G7 (q) iibergeht. Setzt man in (6.98) fiir a = a + Iw ein, so erhilt man

2 sinh (Toa) + I'sin (Tow) (6.99)
T, cosh (T,a) + cos (Taw)

Damit lassen sich folgende Eigenschaften zusammenfassen:

(1)

(2)

Stabilitat: Ein Abtastsystem nach Abbildung 6.5 ist genau dann BIBO-stabil,
wenn alle Pole der ¢ -Ubertragungsfunktion G# (¢) in der linken offenen ¢-Halbebene
liegen.

Verstiarkungsfaktor: Der Verstiarkungsfaktor V von G (s) und zugehérigem G7 (q)
sind gleich.

Pole: Aus (6.99) folgt unmittelbar, dass ein komplexwertiger (reeller) Pol von G (s)
in einen komplexwertigen (reellen) Pol von G# (q) sowie ein stabiler Pol von G (s)
in einen stabilen Pol von G7 () iibergeht und, dass Pole von G (s) auf der Jw-Achse
auf Pole von G# (q) auf der IQ-Achse transformiert werden.

Sprungfahigkeit: Zur Erinnerung sei erwéhnt, dass G (s) sprungfihig ist, wenn
gilt

SIEEOG (s)#0 (6.100)
bzw. in Worten ausgedriickt, der Zéhler- und Nennergrad von G (s) sind gleich. Mit

der Beziehung z = e*Ta (siehe (B.7)) folgt damit fiir die z-Ubertragungsfunktion
G (z), dass G (z) sprungfihig ist, wenn gilt

lim G (z) #0 (6.101)

Z—00

bzw. mit ¢ = T% jﬁ (siehe (6.90)) erhilt man fiir die g-Ubertragungsfunktion G* (gq)
die Bedingung
2
lim G#(¢) #0, Qo= - . (6.102)
q—)QO Ta
Als Konsequenz muss jede g-Ubertragungsfunktion, die zu einer s-Ubertragungsfunk-
tion G (s) mit Zahlergrad echt kleiner als Nennergrad berechnet wurde, eine Null-

stelle bei gy aufweisen.

Realisierbarkeit: Eine ¢-Ubertragungsfunktion G# (¢) ist genau dann realisierbar,
wenn gilt

lim
q—0

G*(g)] < o0, (6.103)

d.h., G# (q) darf keine Polstelle bei €y aufweisen.
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Aufgabe 6.16. Beweisen Sie die Eigenschaften (1), (2), (3) und (5).

Die Eigenschaften (2), (3) und (4) bedingen, dass die g-Ubertragungsfunktion G (gq)
zur Ubertragungsfunktion G (s) von (6.97) nachfolgende Struktur hat

Z(g) (1- o
G#@y—; g@f%>’ Z0)=N(0)=1,p=0,1,2,... . (6.104)

Aufgabe 6.17. Berechnen Sie die g-Ubertragungsfunktionen zu den zeitkontinuierli-
chen Systemen mit der Ubertragungsfunktion

s—2
:17
Gi(s) 032 (s —5)’
s
@l="3
s2—4s+1
G3(8)_ 52+8+1

fir die Abtastzeit T, = 0.1 s.
Hinweis: Uberpriifen Sie die Ergebnisse mit MATLAB. Dazu seien folgende Befehle
angegeben:

G(s) = G(z) MATLAB-Befehl: c2d (G (s), Tq, 'zoh’)
G (2) = G* (q) MATLAB-Befehl: d2c (G (z), ’tustin’)
G* (q) — G (2) MATLAB-Befehl: c2d (G (q), Ty, 'tustin’)

Aufgabe 6.18. Gegeben ist das Abtastsystem von Abbildung 6.5 mit dem linearen,
zeitinvarianten, zeitkontinuierlichen System

. 0 1 1
X = X + U
-2 —-0.2 2
y:h_—ﬂx+1u
2

und der Abtastzeit T,, = 0.5 s. Berechnen Sie die Ausgangsfolge (yi) im eingeschwun-
genen Zustand fiir die Eingangsfolge

(up) = (;k> + (sin2 (gk>> |

Hinweis: Berechnen Sie das Ergebnis auf zwei verschiedene Weisen:

(1) Berechnen Sie die Ubertragungsfunktion G (z) und ermitteln Sie die einge-

schwungene Losung iiber den diskreten Frequenzgang G (eI"JT‘l>.
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(2) Berechnen Sie die Ubertragungsfunktion G* (¢) und ermitteln Sie die einge-
schwungene Losung iiber den transformierten Frequenzgang G7 (IQ), indem
Sie die anregende Frequenz wy iiber die Beziehung (6.89) in ein €y umrechnen.

Lisung von Aufgabe 6.18. Die Ausgangsfolge (yi) im eingeschwungenen Zustand
lautet

1 2
yr) = 1.3 — ~0.736 cos | “Zk + 26.88°) .
2 3

Zusammenfassend lisst sich sagen, dass man Abtastsysteme mit Hilfe der ¢-Ubertra-
gungsfunktion G7 (¢) im Wesentlichen gleich wie zeitkontinuierliche Systeme mit der
s-Ubertragungsfunktion G (s) behandeln kann. Da der transformierte Frequenzgang G7 (I1Q)
eine rationale Funktion in der transformierten Frequenz €2 ist, lassen sich Bode-Diagramme
und Nyquist-Ortskurven auf gleiche Art und Weise wie im zeitkontinuierlichen Fall fir
G (Iw) konstruieren.

6.7. Stabilitatskriterien

Ein Abtastsystem mit der z-Ubertragungsfunktion G (z) ist nach Satz 6.6 genau dann
BIBO-stabil, wenn alle Pole im offenen Inneren des Einheitskreises liegen oder zufolge von
(6.90), (6.91) bzw. Abbildung 6.14 simtliche Pole der zugehorigen g-Ubertragungsfunk-
tion G# (g) sich in der linken offenen g-Halbebene befinden. Mit Hilfe des numerischen
Verfahrens von Routh-Hurwitz (sieche Abschnitt 4.4.1) kann von einem Polynom n (q)
ohne explizite Berechnung der Wurzeln festgestellt werden, ob sédmtliche Wurzeln von
n(q) in der linken offenen g-Halbebene liegen oder nicht, womit fiir die g-Ubertragungs-
funktion G (¢) die obige Aufgabe gelost ist. Bei der z-Ubertragungsfunktion G (z) will
man nun wissen, ob sédmtliche Polstellen im offenen Inneren vom Einheitskreis liegen oder
nicht. Analog zur Definition 4.2 eines Hurwitzpolynoms lédsst sich auch ein so genanntes
Einheitskreispolynom definieren:

Definition 6.3 (Einheitskreispolynom). Man nennt ein Polynom

n
n(z) = Zajzj =ap2" +an_ 12" .. tap (6.105)
=0
FEinheitskreispolynom, wenn alle Nullstellen von n (z) im offenen Inneren des Ein-
heitskreises der komplexen z-Ebene liegen bzw. fiir alle Wurzeln z;, i = 1,...,n, gilt
|Zi| < 1.

6.7.1. Numerisches Verfahren von Jury

Allen weiteren Betrachtungen liege ein Polynom der Form (6.105) mit reellen Koeffizienten
aj,j=0,...,n,zugrunde. Da das Polynom ausschliellich reelle Koeffizienten besitzt, sind
die Nullstellen z;, + = 1,...,n, entweder reell oder konjugiert komplex und das Polynom
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(6.105) lasst sich in der Form

n(z) =an(z—2n) (2 —2n-1)... (2 — 22) (z — 21) (6.106)
darstellen. Aus (6.106) erkennt man, dass der Koeffizient ag von (6.105) folgende Darstel-
lung

(—1)"ao = an [ ] z (6.107)
=1

besitzt (Wurzelsatz von Vieta). Damit kann unmittelbar anhand der Koeffizienten des
Polynoms eine notwendige Bedingung fiir ein Einheitskreispolynom angegeben werden:

Satz 6.7 (Notwendige Bedingung fiir ein Einheitskreispolynom). Fiir die Koeffizien-
ten a;, j =0,...,n, eines Finheitskreispolynoms n (z) muss die Bedingung

ao

<1 (6.108)

Aan,

erfillt sein.

Aufgabe 6.19. Beweisen Sie Satz 6.7.

Eine notwendige und hinreichende Bedingung fiir ein Einheitskreispolynom n (z) ist
durch das so genannte Jury Verfahren gegeben.

Satz 6.8 (Jury Verfahren). Ein Polynom n(z) der Form (6.105) mit den reellen

Koeffizienten aj, j = 0,...,n und a, > 0 ist genau dann ein Einheitskreispolynom,
wenn alle Elemente aj,, j =0,...,n der ersten Spalte der nachfolgenden Tabelle
" Qp,n = Gn Upn—1 = Gn-1 ce ap,1 = a1 an,0 = Qo
_ . . o . Gn,0
Qp,0 = Qo ap,1 = a1 cco Upn—1 = Gn-1 Apn = An )\n -
An.n
=1
" Qn,n — Anan,O Gnn—1 — )\nan,l o Qn,1 — )\nan,nfl 0
—_———
An—1,n An—1,n—1 An—1,1
_ Gn—1,1
(p—1,1 (p—1,2 co. Gp-in 0 A1 = ——
ap—1,n
G,Qﬁn 0
positiv sind. Wenn keines der aj,, j = 0,...,n, identisch Null ist, dann ist die

Anzahl der negativen a;, gleich der Anzahl der Nullstellen von n(z) auflerhalb des
FEinheitskreises.

Auf einen Beweis dieses Satzes wird hier verzichtet, er ist aber in der angefiithrten
Literatur nachzulesen.
Als Beispiel bestimme man fiir das Polynom

n(z) = —2*+ a1z — ag (6.109)
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jene Bedingungen fir die Koeffizienten ag und a;, dass n (2) ein Einheitskreispolynom ist.
Die Anwendung des Verfahrens von Jury setzt voraus, dass der hochstwertigste Koeffizient
az > 0 ist. Um dies zu erfiillen, muss n (z) mit (—1) multipliziert werden, also

i(z)=-n(z)=2%—a1z+ap . (6.110)

Die Tabelle fiir das Verfahren von Jury lautet:

22 1 —aq ag
ag —aq 1 A=ap
21 l—ag —a1+ajag O
—a1 + aja
—a1 + ajag 1-— a% 0 A= Lzl()
1—CL0
2
—a1 + a1a
B S G e L )
1_a0
2
PR U )
1—CL0

Das Polynom 7 (z) und damit n (z) ist genau dann ein Einheitskreispolynom, wenn die
Bedingungen

>0 >0 >0

1 1) ( +1)
1—a3 >0 und (1= ao)(@tartl)(a—-a >0
———— (a0+1)

—1<ap<1
a1<ap+1Aar>—(ap+1)

erfiillt sind. Abbildung 6.16 zeigt das zugehorige Gebiet in der (ag, a1)-Ebene.
Aufgabe 6.20. Sind nachfolgende Polynome

ni(z) =22 —1.5240.9
ny (2) = 2% 4+ 522 — 0.252 — 1.25
n3(z) = 2% —1.722 + 1.72 — 0.7

Einheitskreispolynome?

Lisung von Aufgabe 6.20. Nur das Polynom n; (z) ist ein Einheitskreispolynom.
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A Q1
2 4
ag
—% 1 g
921

Abbildung 6.16.: Zulissiges Gebiet der Koeffizienten ag und a;.

Aufgabe 6.21. Gegeben ist der digitale Regelkreis von Abbildung 6.17 mit

=",
R(z) = 'ZZ:? .

Bestimmen Sie den Wertebereich des Parameters A und der Abtastzeit T, > 0 so,
dass der geschlossene Kreis BIBO-stabil ist.

Losung von Aufgabe 6.21. Der Wertebereich des Parameters A in Abhéngigkeit von
der Abtastzeit T, lautet 0 < A < min (1, ﬁ, -1+ %)

6.7.2. Graphisches Verfahren: Nyquist-Kriterium

Wie im zeitkontinuierlichen Fall (sieche Abschnitt 4.4.3) ist auch bei Abtastsystemen das
Nyquist-Kriterium auf Regelkreise der Form nach Abbildung 6.17 mit der g-Ubertragungs-
funktion des offenen Kreises

1#(g) = 229 _ g (g o# () (6.111)
nr, (q)

zugeschnitten. Auch hier wird wieder vorausgesetzt, dass der Regelkreis von Abbildung
6.17 nicht degeneriert ist, d. h. die Fithrungsiibertragungsfunktion Tj‘; (q) ist realisierbar
(Ty (2) ist kausal) bzw. es gilt die Bedingung

lim
q—0

T# (@) < oo oder lim L¥ (q) # 1. (6.112)

q—Q0

Damit kann nachfolgender Satz angegeben werden:
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Abbildung 6.17.: Digitaler Regelkreis.

Satz 6.9 (BIBO-Stabilitidt des geschlossenen Kreises). Der Abtastregelkreis von Ab-
bildung 6.17 mit der q-Ubertragungsfunktion des offenen Kreises L* (q) von (6.111)
und den teilerfremden Polynomen z, (q) und ng, (q) ist genau dann BIBO-stabil, wenn
gilt

(1) limy_oo L7 (q) # —1 und

(2) zr (q) + nr (q) ist ein Hurwitzpolynom.

Aufgabe 6.22. Zeigen Sie Satz 6.9.

Das Nyquist-Kriterium fiir Abtastsysteme ist vollkommen identisch zum zeitkontinu-
ierlichen Fall und soll hier der Vollstandigkeit halber kurz wiederholt werden (siehe Satz
4.5):

Satz 6.10 (Nyquist-Kriterium). Der geschlossene Regelkreis Tﬁ?z (q) nach Abbil-
dung 6.17 mit der Ubertragungsfunktion des offenen Kreises L¥ (q) ist genau dann
BIBO-stabil, wenn die stetige Winkelinderung von 14 L (q) folgender Bedingung

Aarg (1 + L* (IQ)) = (max (grad (z1), grad (ny)) — N— (ng) + N4 (nz)) 7
(6.113)

geniigt, wobei mit N_ (nr) und Ny (np) die Anzahl der Nullstellen des Polynoms
nr, (q) in der linken offenen und in der rechten offenen g-Halbebene gemeint sind.

Aufgabe 6.23. Uberpriifen Sie das Ergebnis von Aufgabe 6.21 mit Hilfe des Nyquist-
Kriteriums von Satz 6.10 fiir die Abtastzeit T, = 0.4 s.

Auch die modifizierte Version des Nyquist-Kriteriums geméf Satz 4.6 lasst sich auf den
zeitdiskreten Fall iibertragen.

Dazu betrachte man in einem ersten Schritt die s-Ubertragungsfunktion G (s) = exp (—sT})
des Totzeit-Systems y (t) = u (t — T;). Nimmt man nun an, dass die Totzeit T} ein ganz-
zahliges Vielfaches der Abtastzeit Ty, ist, also Ty = nT, mit n € ]Nar gilt, dann lauten die
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zugehérige z- und ¢- Ubertragungsfunktionen

G(z) = (eT) " =2 (6.114a)
und
1— &q "
G7 (q) = 2 . 6.114b
(9) (1 T q) ( )

Man erkennt, dass in diesem Fall die z- und ¢g-Ubertragungsfunktionen des Totzeitgliedes
algebraische Funktionen in z bzw. ¢ sind. Der nachfolgende Satz gilt demnach auch fiir
Systeme mit Totzeiten, die die obige Bedingung erfiillen.

Satz 6.11 (Nyquist-Kriterium in Frequenzkennliniendarstellung). Es sei angenom-
men, dass sich die Ubertragungsfunktion des offenen Kreises L7 (q) in folgender Form

# . K 21, (q)
7o) = g’ nr, (q)

, 21 (0) =ng (0) =1 (6.115)

mit den teilerfremden Polynomen zr, (q) und ¢°nr, (q) darstellen lisst, wobei nachfol-
gende Bedingungen erfillt sind:

(A) Der Verstéarkungsfaktor V' ist positiv,

(B) grad (nz () + p > grad (21 (9)),
(C) das Polynom ny, (q) ist ein Hurwitzpolynom und fiir p gilt p € {0, 1,2},
(D)

D) die Betragskennlinie von L# (IQ) weist genau einen Schnittpunkt mit der 0-dB-
Linie (eine Durchtrittsfrequenz Q¢) auf und verlauft fir Q@ — oo unter dieser
bzw. die Ortskurve von L# (IQ2) schneidet den Einheitskreis genau einmal und
verlauft fiir 2 — oo innerhalb dieses und

im Bereic > 0 gelte —540° < arg < 180 .h. die
E B hL#IQdB 1 40° L# (10 ° (d.h. d

Ortskurve des offenen Kreises L# (I€2) kann vor ihrem Eintauchen in den Ein-
heitskreis den Nullpunkt héchstens einmal vollsténdig umkreisen).

Unter diesen Voraussetzungen ist der Regelkreis nach Abbildung 6.17 mit der Uber-
tragungsfunktion des offenen Kreises L# (¢) genau dann BIBO-stabil, wenn der Ab-

stand der Phase an der Durchtrittsfrequenz arg (L# (IQC)> zu —m, die so genannte
Phasenreserve ®,

@ =arg (L# (190)) + 7 (6.116)

positiv ist.

6.8. Das Frequenzkennlinienverfahren fiir Abtastsysteme

Dem Frequenzkennlinienverfahren fiir Abtastsysteme liegt der Regelkreis von Abbildung 6.18
mit der Fithrungsfolge (ry), der Stellfolge (uy), der Regelfehlerfolge (ex) und der Aus-
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Abbildung 6.18.: Regelkreis mit einem Freiheitsgrad als Basis fiir das Frequenzkennlinien-
verfahren fiir Abtastsysteme.

() interpolierende Funktion /(7)

M
1

Wendepunkt

Qﬂﬁ /

»

Abbildung 6.19.: Kenngréfien der Sprungantwort des geschlossenen Kreises.

gangsfolge (yx) zu Grunde. Ausgangspunkt ist wie im Zeitkontinuierlichen (siche Kapitel
5) die Vorgabe von Kenngrolen zur Charakterisierung des Einschwingverhaltens des ge-
schlossenen Kreises mit der Ubertragungsfunktion

y:(2)  L(z)  R¥(9G*(qg)

r(2)  1+L(z) L+ R¥(q)G#(q)|q= 2=

T, (2) = (6.117)

als Antwort auf gewisse Testsignale. Dazu betrachte man den in Abbildung 6.19 darge-
stellten typischen Verlauf der Sprungantwortfolge (yr) = (hx) des geschlossenen Kreises
fir (ry) = (1’“)

Fiir eine Folge von Abtastwerten (hy) ist es schwierig, geeignete Kenngrofien zur Be-
schreibung des Einschwingverhaltens des geschlossenen Kreises anzugeben. Daher be-
schreitet man einen indirekten Weg in der Form, dass man zu den Folgenwerten (hy) eine
"moglichst glatte” interpolierende Zeitfunktion h (t) mit h (kT,) = hy, sucht und die Kenn-
grofen zur Charakterisierung der Sprungantwortfolge (hx) an Hand der interpolierenden
Zeitfunktion h (t) definiert, nimlich
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(1) die Anstiegszeit t, als Maf fiir die Schnelligkeit (Dynamik),

(2) die Uberschwingweite M oder das prozentuelle Uberschwingen i = (M — 1) 100 als
Ma$ fiir den Dampfungsgrad (Dynamik) sowie

(3) die bleibende Regelabweichung e, als Maf fiir die stationdre Genauigkeit.

Diese Kenngrifien des zeitlichen Verhaltens der Sprungantwort des geschlossenen Krei-
ses von Abbildung 6.18 kénnen nun iiber empirische Ndiherungsbeziehungen mit dem
transformierten Frequenzgang des offenen Kreises L* (IQ) in Zusammenhang gebracht
werden.

(1) Die Anstiegszeit t, hangt mit der Durchtrittsfrequenz Q¢ iiber die Naherungsbezie-
hung
2

Qct, ~ 1.2 falls Qc <020 mit Q= (6.118)
a

zusammen. Dabei wird wiederum vorausgesetzt, dass die Ubertragungsfunktion des
offenen Kreises L7 (¢) in der Form (6.115) angegeben werden kann und die Bedin-
gungen von Satz 6.11 erfiillt sind. Da der Betragsgang von L* (g) nur einen Schnitt-
punkt mit der 0-dB-Linie hat, trennt die Durchtrittsfrequenz )¢ jene Frequenzen,
die vom offenen Regelkreis verstiarkt werden, von jenen, die vom offenen Regelkreis
abgeschwécht werden. Damit ist die Durchtrittsfrequenz Q¢ wiederum ein Maf3 fiir
die Bandbreite des offenen Kreises und bei steigendem ¢ wird dementsprechend
auch die Dynamik des geschlossenen Kreises schneller.

(2) Das prozentuelle Uberschwingen i kann iiber die empirische Niherungsbeziehung
O [°] + u[%] =~ 70 (6.119)

mit der Phasenreserve ® von (6.116) in Verbindung gebracht werden. Nach Satz
6.11 ist die Phasenreserve ® ein Maf} fiir den Abstand zur Stabilitdtsgrenze. Dies
hat zur Konsequenz, dass eine Verminderung der Phasenreserve ® eine Zunahme
der Schwingneigung bzw. des Uberschwingens mit sich bringt.

(3) Die bleibende Regelabweichung

€oo = lim e = (re — yk) (6.120)

lim
k—ro0 k—o0
steht nun direkt mit dem Verstirkungsfaktor V der Ubertragungsfunktion des offe-
nen Kreises L# (q) in Verbindung. Unter der Voraussetzung, dass der geschlossene
Regelkreis BIBO-stabil ist, kann fiir (6.120) unmittelbar der Endwertsatz der z-
Transformation angewandt werden, und man erhélt fiir e, die Beziechung
1

oo = kll}rgo e = ll_r)r}l (z—1)e,(2) = i1_>rri (z—1) T.L(Z)TZ (2) . (6.121)
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Fiir (ry) = (1%) also . (2) = 3%7 ergibt sich (6.121) zu

. 1 1
€so = lim

—— = lim ————~ 6.122
211+ L(z) 0501+ L# (q) ( )

bzw. mit L# (q) als Ubertragungsfunktion gemaf (6.115) folgt eso zu

p
€so = lim ¢’nr (9)

W@ Ve O =20 =1,e{012} . (6.123)

Damit lautet die bleibende Regelabweichung e, fiir die Eingangsfolge (ry) = (1’“)

1
€oo =0 fir p=1 (6.124)
€co =0 fir p=2.

Es zeigt sich also auch hier, dass die Verhéltnisse vollkommen analog zu zeitkonti-
nuierlichen Systemen sind.

Aufgabe 6.24. Zeigen Sie, dass fiir die Eingangsfolge (rg) = (kT,) gilt

€oo = 00 fir p=0
1
€0 = 17 fir p=1 (6.125)

€0 =0 fir p=2.

Es hat sich nun gezeigt, dass die empirischen Naiherungsbeziehungen (6.118) und (6.119)
fiir jene Abtastsysteme zweckméBig sind, zu deren Sprungantwortfolge (hy) eine interpo-
lierende Zeitfunktion & (t) gemiB Abbildung 6.19 existiert, die sich in erster N&herung
durch die Sprungantwort eines P-T2-Gliedes beschreiben lésst.

Damit ergibt sich die Vorgangsweise fiir den Reglerentwurf von Abtastsystemen nach
dem Frequenzkennlinienverfahren wie folgt:

(A) Fiur einen Abtastregelkreis nach Abbildung 6.18 mit gegebener Streckeniibertra-
gungsfunktion G (s) miissen in einem ersten Schritt die gewiinschten Kenngrofien
des Einschwingverhaltens des geschlossenen Kreises (t,, M oder i und ey,) spezifi-
ziert werden.

(B) Zu der Streckeniibertragungsfunktion G (s) muss eine geeignete Abtastzeit T, ge-
wahlt werden, die sich einerseits nach Abschnitt 6.4.2 (siche Beziehung (6.62)) und
andererseits nach der Anforderung an die Anstiegszeit t, der Sprungantwort des
geschlossenen Kreises (siehe Beziehung (6.118)) orientiert. Anschliefend wird fiir
die gewihlte Abtastzeit T, zu G (s) die ¢-Ubertragungsfunktion G* (¢) berechnet.

(C) Die Kenngrofien ¢, M oder i und ey, werden mit Hilfe der Beziehungen (6.118),
(6.119) und (6.124) bzw. (6.125) in Vorgaben an den transformierten Frequenzgang
des offenen Kreises L# (1) iibersetzt.
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(D) Ein Regler R (¢) muss nun so gewihlt werden, dass der geschlossene Kreis BIBO-
stabil ist und die Forderungen von (C) erfiillt werden. Erfiillt die Ubertragungs-
funktion des offenen Kreises L¥ (¢) = R¥ (¢) G¥ (q) die Bedingungen von Satz
6.11, dann kann die Stabilitdt des geschlossenen Kreises anhand der Phasenreserve
® beurteilt werden, anderenfalls muss man das Nyquist-Kriteriums von Satz 6.10
anwenden.

(E) Um ein kriechendes Einlaufen der Sprungantwort in den stationdren Endwert zu
vermeiden, soll in (D) der Regler R (q) so entworfen werden, dass ca. 1 Dekade
um die Durchtrittsfrequenz Q¢ die Betragskennlinie von L¥ (g) mit mindestens 20
dB/Dekade abfallt.

(F) Der Regler R* (¢) wird mit Hilfe der Beziehung (6.90) in den z-Bereich transformiert
und zur Implementation des Reglers R (z) am Digitalrechner muss fir R (z) eine
Zustandsdarstellung in Form eines Differenzengleichungssystems (siehe 1-te oder
2-te Standardform (6.69) - (6.71)) ermittelt werden.

(G) Die Qualitiat des Entwurfes ist immer durch Simulation zu iiberpriifen, insbeson-
dere auch deshalb, weil das Verfahren sich auf empirische Formeln stiitzt. Sind die
Ergebnisse nicht zufriedenstellend, dann muss man sich die Frage stellen, ob die
Anforderungen von (A) iiberhaupt prinzipiell erfiillbar sind, oder ob ein anderer
Regler R (¢) von (D) die Situation verbessern wiirde.

(H) Die Begrenzung der Stellfolge uy, die bei jedem technisch relevanten Prozess vorhan-
den ist, kann im Rahmen dieses einfachen Entwurfsverfahrens nicht systematisch
beriicksichtigt werden. Sollte sich bei der Simulation herausstellen, dass man zuviel
StellgroBe benotigt, dann muss man die Anforderungen in (A) entsprechend veran-
dern, also die Anstiegszeit t, vergroffern. Im Rahmen einer Fithrungsregelung sollte
auf keinen Fall eine Sprungfolge sondern immer die Abtastfolge eines hinreichend
glatten Interpolationssignals als Fiihrungsfolge verwendet werden (man wiederhole
dazu die Uberlegungen von Abschnitt 4.3).

6.8.1. Einige Ubertragungsglieder

Die Ubertragungsglieder von Abschnitt 3.8 lassen sich im Wesentlichen direkt vom s- in
den g-Bereich iibertragen. Im Folgenden sollen nur einige wenige erlautert werden:

Integrator (I-Glied, I-Regler)
Die ¢-Ubertragungsfunktion eines I-Regler lautet

vi(1- L
R* (q) = I(QQO> (6.126)

mit der zugehérigen z-Ubertragungsfunktion

Y (Z> . %
k(=)= u, (2)  z-—1

(6.127)
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und der Differenzengleichung
Tht1 = Tk + Lo Viug

Yk = Tk -

Proportional-Integral-Glied (PI-Glied, PI-Regler)

Die ¢-Ubertragungsfunktion eines PI-Reglers hat die Form

Rt (q) = LLULATD) ;r o)

mit der zugehérigen z-Ubertragungsfunktion

_ Y (2)

R(z) . (2)

T, T,V
:V]<T1+a>+ all
2 z—1

und der Differenzengleichung

T4+l = T + Tanuk

T,
yk:$k+V1<TI+2a>Uk-

Differenzierer (D-Glied, D-Regler)
Im Gegensatz zum zeitkontinuierlichen Fall ist der D-Regler

R* (q) = Vg

(6.1284a)
(6.128D)

(6.129)

(6.130)

(6.131a)

(6.131D)

(6.132)

im g-Bereich sehr wohl realisierbar (vergleiche dazu (6.103)). Trotzdem wird er im Rah-

men des Reglerentwurfes nicht verwendet, denn

(1) die zugehorige z-Ubertragungsfunktion

2 z—1
R(Z):VDTz—I-l

zeigt, dass der D-Regler (6.132) instabil ist und

(6.133)

(2) da im Allgemeinen der Zihler- und Nennergrad der g-Ubertragungsfunktion eines
Abtastsystems gleich sind, bedingt ein D-Regler der Form (6.132), dass der Zéhler-
grad des offenen Kreises um Eins grofler als der Nennergrad ist und somit gilt
limg o0 L# (q) = co. Damit erfiillt L# (g) sicher nicht die Bedingung (D) von Satz
6.11 und das vorher besprochene Frequenzkennlinienverfahren fiir Abtastsysteme

ist nicht anwendbar.

Um eine Version des D-Reglers zu erhalten, der diese negativen Eigenschaften nicht

besitzt, fiigt man im Nenner einen Term in der Form (D-T;-Glied)

Vi
# _ D4

mit gr > 0 hinzu (vergleiche auch Abbildung 3.23).

(6.134)
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Aufgabe 6.25. Geben Sie die ¢g- und die z-Ubertragungsfunktionen sowie die Zu-
standsrealisierung als Differenzengleichungssystem eines Proportional-Gliedes (P-
Glied, P-Regler), eines Proportional-Differential-Glied (PD-Glied, PD-Regler), eines
Lead-Gliedes (PD-T-Glied), eines Lag-Gliedes (PP-T;-Glied) sowie eines Proportional-
Differential-Integral-Gliedes (PID-Glied, PID-Regler) an.

Hinweis: Die ¢-Ubertragungsfunktionen sind identisch zu den gleichnamigen s-Uber-
tragungsfunktionen von Abschnitt 3.8.

6.8.2. Pl-Reglerentwurf im g-Bereich
(A) Streckentibertragungsfunktion:

1.8(2+1
G (s) = (5j ) — (6.135)
142 x0.85% + (5%)

Entwurfsvorgaben: ¢, = 0.5s, i = 5% und 600|(rk):(1k) =0

(B) Wahl der Abtastzeit: Im Abschnitt 6.4.2 wurde gezeigt, dass fiir die Wahl der Ab-
tastzeit T, die Anstiegszeiten der Strecke ein mafigebendes Kriterium sind. Die
Anstiegszeit t, ¢, bedingt durch den quadratischen Term im Nenner von (6.135),
errechnet sich nach (6.61) mit 7"=1/2.8 und £ = 0.8 zu

( arccos (&)

tan(ﬂ@()g(f))) = 0.842s . (6.136)

Weiters muss fiir die Anwendung des Frequenzkennlinienverfahrens die Bedingung

(6.118)
12 1.2 9

Qo =-2=%<022 1w T,<0.166 6.137

CT S T o5t AW de= ° (6.137)
—~—
Qo

erfiillt sein. Damit lautet die fiir die Wahl der Abtastzeit T, mafigebende Bedingung

t t . .
T, = min ( 1’5’ bis f, < 0.166> — min (0.0842 bis 0.2105, < 0.166) .  (6.138)

Fiir den weiteren Reglerentwurf wird nun die Abtastzeit T, = 0.15 s gewahlt und
die zugehérige g-Ubertragungsfunktion errechnet sich damit zu

1.8 (1 — 55dz) (14 ;&=
142 % 0.8085%5 + (3k3)

(C) Vorgaben an den transformierten Frequenzgang des offenen Kreises L# (IQ): Q¢ =
2.4 s ~1, ® = 65° und der offene Kreis L# (¢) muss nach (6.124) einen Integrator
besitzen.
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(D)

(G)

(H)

Als Regler wird ein PI-Regler der Form

Vi (1 + qT7)

R* (q) = .

(6.140)
gewahlt. Der PI-Reglerentwurf erfolgt vollkommen analog zu Abschnitt 5.1. Als
Ergebnis erhélt man die Regleriibertragungsfunktion

~ 1.305(1 +0.33¢q)

R* (q) ; : (6.141)

Der Punkt (E) soll die néchste Aufgabe sein:
Aufgabe 6.26. Uberpriifen Sie die Einhaltung der Entwurfsforderungen anhand
des Bode-Diagramms von L# (q) = R* (q) G¥ (q).

Die z-Ubertragungsfunktion des Reglers (6.141) lautet

ws (2)  0.5292z — 0.3334
R = = 6.142
(2) e (2) z—1 ( )

und die im Digitalrechner zu implementierende Differenzengleichung nach der 1-ten
Standardform ergibt sich zu

g1 =Tk + (76 — Yk) (6.143a)
—_——
ek
we = 0.195824 + 0.5202 (ry — y) - (6.143b)
—_———
ek

Die Sprungantwort ¢ (¢), die Sprungantwortfolge (yx) des geschlossenen Kreises so-
wie die zugehorige Stellfolge (uy) und die StellgréBe @ (¢) nach Abbildung 6.18 sind
Abbildung 6.20 zu entnehmen.

In diesem Beispiel wurden keine Anforderungen an die Stellfolge gestellt.

Aufgabe 6.27. Entwerfen Sie fiir die Streckeniibertragungsfunktion

0.5

G(s) = s(142x0.707s + s2)

einen Abtastregler fiir die Abtastzeit T, = 0.5 s so, dass die Sprungantwort des ge-
schlossenen Kreises folgende Spezifikationen ¢, = 2s, 4 = 20 %, e°°|(rk):(kTa) =04
erfiillt. Uberpriifen Sie das Entwurfsergebnis durch Simulation in MATLAB/SIMULINK.
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(v ¥(t) (u,) u(t)

Abbildung 6.20.: Ausgangsfolge (yx) und Stellfolge (uy) des geschlossenen Kreises zum
Beispiel PI-Reglerentwurf im g-Bereich.

Losung von Aufgabe 6.27. Transformieren Sie G (s) in den g-Bereich, kompensieren
Sie mit dem Regler R* (¢) simtliche Pol- und Nullstellen von G* (g) mit negativem
Realteil und erweitern Sie den Regler durch ein Lag-Glied. Ein moglicher Regler, der
diese Anforderung erfiillt, lautet

(1+2x0.722¢ + ¢%) (1 + 5ies)

#(q) =
R7(q) =5 (1+42) 1+ g%) 1+ 5g50)

Aufgabe 6.28. Entwerfen Sie fiir die Streckeniibertragungsfunktion

241
G(s) = s
s(1+2x0.85% + (5%)°)

einen Abtastregler fiir die Abtastzeit T, = 0.02s so, dass die Sprungantwort des
geschlossenen Kreises folgende Spezifikationen ¢, = 0.1s, i = 20 %, eoo\(rk):(kTa) =
0.01 erfiillt. Uberpriifen Sie das Entwurfsergebnis durch Simulation in MATLAB/SIMULINK.

Losung von Aufgabe 6.28. Transformieren Sie G (s) in den g-Bereich und entwerfen
Sie einen Lead-Lag-Regler. Ein méglicher Regler, der diese Anforderung erfiillt, lautet

1+ 0.2547¢q > (1 + 0.4208 q)
1+40.02727 ¢ 1+4+3.971¢q

R* (¢q) = 100 (
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Aufgabe 6.29. Entwerfen Sie fiir die Streckeniibertragungsfunktion

5
s(1+2x 055+ (3)°)

G(s) =

einen Abtastregler fiir die Abtastzeit T, = 0.05s so, dass die Sprungantwort des ge-
schlossenen Kreises folgende Spezifikationen ¢, = 0.2, i ~ 0%, 600|(rk):(1k) =0er-

fiillt. Uberpriifen Sie das Entwurfsergebnis durch Simulation in MATLAB/SIMULINK.

Lésung von Aufgabe 6.29. Ein moglicher Regler, der diese Anforderung erfiillt, lautet

14+ L
R* (g) = 0.9 33 99
1+ 585

Aufgabe 6.30. Entwerfen Sie fiir die Streckeniibertragungsfunktion

0.7594

G(S) - s s 5 \2
(1+ 51553) (1 +2x 01517555 + (5515 )

einen Abtastregler fiir die Abtastzeit T, = 0.1s so, dass die Sprungantwort des
geschlossenen Kreises folgende Spezifikationen ¢, = 25, i ~ 0%, €°°|(rk) (1r) = 0 er-

fiillt. Uberpriifen Sie das Entwurfsergebnis durch Simulation in MATLAB/SIMULINK.
Hinweis: Fiihren Sie den Entwurf zuerst mit einem PI-Regler durch und vergleichen
Sie das Ergebnis mit einem Kompensationsregler der Form
(1+2) (1+26Tq + (Tq)*)
5 :
¢ (1+)

R* (q) = Vg

Aufgabe 6.31. Entwerfen Sie fiir die Streckeniibertragungsfunktion

0.22

G =
() = 1733500 10 %5 1 2.8145 10 552

einen Abtastregler fiir die Abtastzeit T, = 0.03s so, dass die Sprungantwort des
geschlossenen Kreises folgende Spezifikationen ¢, < 0.06s, i < 10 %, eool(rk):(lk) <

0.01 erfiillt. Uberpriifen Sie das Entwurfsergebnis durch Simulation in MATLAB/
SIMULINK.
Hinweis: Fiithren Sie den Entwurf im g-Bereich mit einem Lead-Lag-Regler durch.
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