3 Waiarmeiibertragung

In diesem Kapitel werden einige Grundlagen zur Modellierung von Warmeiibertragungs-
prozessen diskutiert. Unter Warmeiibertragung soll hier der Energietransport in und
zwischen Festkorpern, Fliissigkeiten und Gasen zufolge von Temperaturunterschieden
verstanden werden. Die Temperatur ist ein Maf fiir die mittlere kinetische Energie zufolge
der ungeordneten mikroskopischen Bewegung der Atome und Molekiile eines Stoffes.

Geméfl dem zweiten Hauptsatz der Thermodynamik [3.1, 3.2] wird bei Wérmetibertra-
gung Energie vom Ort hoherer Temperatur zum Ort geringerer Temperatur transferiert,
d. h. es findet ein Temperaturausgleich statt. Besitzen zwei Korper die gleiche Tempe-
ratur, so befinden sie sich im thermischen Gleichgewicht und es findet kein weiterer
Temperaturausgleich statt.

Wirme kann auf drei verschiedene Arten tibertragen werden [3.3-3.6]:

1. Warmeleitung

Der Energietransport durch Wérmeleitung stellt eine Interaktion zwischen benach-
barten Atomen oder Molekiilen eines Stoffes dar. Die von der Temperatur abhédngige
innere Energie flieBt dabei von Atomen oder Molekiilen mit hoherem Energieniveau
zu solchen mit kleinerem Energieniveau, wobei es durch zuféllige mikroskopische
Bewegungen und Vibrationen fortwéhrend zu Diffusions- und Kollisionsvorgan-
gen kommt. Warmeleitung tritt in Festkorpern, Fliissigkeiten und Gasen auf. In
festen elektrischen Nichtleitern erfolgt die Interaktion ausschlielich durch Gitter-
schwingungen; in elektrischen Leitern trégt auch die translatorische Bewegung von
Elektronen zur Warmeleitung bei. Warmeleitung erfolgt ohne einen makroskopischen
Materialstrom.

2. Konvektion

In Fluiden erfolgt der Transport von innerer Energie zusétzlich zu den zufilligen mo-
lekularen Diffusionsbewegungen durch markoskopische Materialstrome, d. h. durch
Massentransport. Wird eine solche Stromung durch eine duflere Einwirkung verur-
sacht (z.B. durch ein Geblise, eine Pumpe oder die Bewegung eines Fahrzeuges), so
spricht man von erzwungener Konvektion. Bei freier Konvektion hingegen wird die
Stromung durch den von temperaturbedingten lokalen Dichteunterschieden hervor-
gerufenen Auftrieb verursacht. Eine spezielle Form von Konvektion tritt bei Siede-
oder Kondensationsvorgédngen auf. Hierbei fithren Temperaturunterschiede nicht
nur zu verdnderter Dichte sondern auch zu Ubergingen zwischen fliissigem und
gasformigem Aggregatzustand des Fluids.

3. Wiarmestrahlung
Unter Warmestrahlung versteht man den Energietransport mittels elektromagneti-
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scher Wellen die durch die innere Energie von Materie, die sich im lokalen thermody-
namischen Gleichgewicht befindet, ausgelost wurden. Diese Merkmale unterscheiden
Warmestrahlung von anderen elektromagnetischen Wellen. Warmestrahlen haben
eine Wellenldnge im Bereich von 0.1 pm bis 1 mm (bei Temperaturen von 60-1000 K
liegen die Wellenlédngen im Bereich von 50-3 nm) und transportieren Energie mit
Lichtgeschwindigkeit. Wérmestrahlung kann in Festkorpern, Fliissigkeiten, Gasen
und im Vakuum auftreten.

Abbildung 3.1 zeigt die drei Arten von Warmeiibertragung am Beispiel einer Gebau-
dewand mit Radiatorheizung. Der Radiator arbeitet als Warmequelle und gibt durch
thermische Strahlung und freie Konvektion Wéarme an die Raumluft und die Gebaude-
wand ab. In der Wand selbst flieit die Energie hauptséachlich durch Wéarmeleitung zur
duBeren Gebdudeoberfliche, wo die von einer Windstrémung erzwungene Konvektion und
gegebenenfalls auch Warmestrahlung die Energie an die Umgebung abfiihrt. Natiirlich
konnen die beteiligten Materialien und Medien auch thermische Energie speichern oder
abgeben, was zu einer zeitlichen Anderung ihrer lokalen Temperatur fithrt (transiente
Warmetibertragung). In diesem Beispiel treten, wie auch in vielen anderen praktischen
Anwendungen, mehrere Wéarmeiibertragungsmechanismen in Kombination auf.

Waérmeleitung durch Wand

Freie | Konvektion
=

Erzwungene ——
Konvektion

durch Wind

>
|||||||I ’\./\J: Wiérmestrahlung

Abbildung 3.1: Arten der Warmeiibertragung.

AbschlieBlend sei erwéahnt, dass der Peltier-Effekt, ein thermo-elektrischer Effekt, einen
Waérmestrom verursachen kann selbst wenn kein Temperaturunterschied vorhanden ist.
Beim Peltier-Effekt wird der Warmestrom ausschliefilich durch die von einer elektrischen
Potentialdifferenz ausgelosten Elektronenbewegungen, d. h. durch den Stromfluss, erzeugt.

In der vorliegenden Vorlesung werden Wairmeleitung in Festkérpern und einfache
Formulierungen fiir die Warmeiibertragung an deren Rédndern diskutiert. Es werden
sowohl transiente als auch stationidre Warmeiibertragungsprobleme untersucht.
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3.1 Warmeleitung

Waiérmeleitung erfolgt ohne einen makroskopischen Materialstrom, kann in allen drei Ag-
gregatzustédnden eines Stoffes auftreten und wird auch als Wéarmediffusion bezeichnet. Wie
Jean Baptiste Joseph Fourier 1822 herausfand, ist bei Warmeleitung die Warmestromdich-
te q(t,x) im Punkt x = (x,y, z) proportional zum lokalen Temperaturgradienten [3.3-3.5],
d.h.

q(t,x) = —Ax,T)VT(t,x) . (3.1)

Hierbei ist T'(t,x) die Temperatur zum Zeitpunkt ¢ am Ort x und die symmetrische Matrix
A die im Allgemeinen orts- und temperaturabhéngige Warmeleitfahigkeit in W/(m K).
In isotropen Materialien ist die Warmeleitfihigkeit unabhéngig von der Raumrichtung
der Warmestromdichte, d. h. es gilt A(x,T") = A(x,T)E und die Wérmeleitfahigkeit kann
durch die skalare positive Grole A\(x,7T") beschrieben werden. In homogenen Materialien
ist A unabhéngig vom Ort.

Fiir ein festes Kontrollvolumen ¥ und ohne Materialbewegung gilt geméfl dem ersten
Hauptsatz der Thermodynamik

oT(t,x) B )
/Vpcp(x,T)ath— /W q(t,x)-nd,AqL/Vg(t,x,T) av . (3.2)

~0 —W

Hierbei bezeichnet p die Dichte und c,(x,T’) die spezifische Warmekapazitat des im
Kontrollvolumen V befindlichen Materials. Die spezifische Wérmekapazitdt wird meist in
kJ/(kg K) angegeben und beschreibt die Warmemenge, die notwendig ist, um 1g einer
Substanz um 1° zu erhéhen.

Da das Material sich nicht bewegt, spielen kinetische und potentielle Energie in (3.2)
keine Rolle. @ beschreibt den Wirmestrom der in das Kontrollvolumen hineinflieft,
wobei n den Flichennormalvektor der Berandung 9V darstellt. W beschreibt die in das
System eingebrachte Arbeit, welche mangels Materialverschiebungen direkt in Warme
umgewandelt wird und hier durch die volumetrische Warmequelle g(¢,x,T) ausgedriickt
wird. Ein Beispiel fiir g ist die Warmeentwicklung in einem Ohmschen Widerstand (siehe
auch Abschnitt 3.3).

Anwendung des Gaufischen Divergenzsatzes (A.1) auf (3.2) liefert

/ pcp(x,T)M dy = / -V -q(t,x) +g(t,x,T)dV . (3.3)
v %

ot
Aus der Uberlegung, dass diese Beziehung fiir beliebig gewihlte Kontrollvolumina V erfiillt
sein muss, und durch Einsetzen von (3.1) erhalt man die Fouriersche Warmeleitglei-
chung
aT(t,
pep(x, T)% =V (A(x, T)VT(t,x)) + g(t,x,T) . (3.4)
Diese parabolische Differentialgleichung wird gelegentlich auch als Warmediffusionsglei-
chung bezeichnet und stellt ein Anfangs-Randwert-Problem dar. Sie ist also noch mit
Anfangs- und Randbedingungen zu versehen. Randbedingungen werden in Abschnitt
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3.2 diskutiert. Anfangsbedingungen sind héufig in der Form 7'(x,0) = Tp(x) gegeben.
Schwieriger aber praktisch gelegentlich bedeutend ist der Fall, dass Ty(x) unbekannt ist
und aus dem Zeitverlauf von Messwerten (z. B. Oberflichentemperaturen) rekonstruiert
werden soll. Es handelt sich dabei um eine Beobachtungsaufgabe.

Bei stationdren Problemstellungen gilt 0T'/0t = 0 (vgl. Abschnitt 3.4), die Angabe von
Anfangsbedingungen entfillt natiirlich und (3.4) reduziert sich zu einem Randwertproblem
in Form einer elliptischen Differentialgleichung zweiter Ordnung. Im Fall g = 0 ist fiir solche
Differentialgleichungen bekannt, dass sowohl das Maximum als auch das Minimum der
Loésung am Rand des Rechengebietes auftreten muss. Ahnliche weiterfiihrende Aussagen
auch fiir Félle g # 0 finden sich z. B. in [3.7]. Weiters folgt aus (3.4), dass p und ¢, auf die
Losung stationdrer Warmeleitungsprobleme keinen Einfluss haben. Dies gilt allgemein fiir
stationdre Warmeiibertragungsprobleme ohne Massenstrome.

Fiir die nachfolgenden Spezialisierungen von (3.4) wird angenommen, dass es sich um
isotropes, homogenes Material mit temperaturunabhéngiger Warmeleitfahigkeit A\ handelt.
In kartesischen Koordinaten gilt dann

or _ 82T+82T+82T
Prar =N\ 922 T B2 T 922

) +g(t,x,y,2,T) (3.5a)

fir die Temperatur T' = T(t,x,y, z) am Punkt (z,y,2). In Zylinderkoordinaten (siehe

A€z e,

0 . Trb, )
/e“’

€y

® ~

efl,’ e,T

a) b) ©o

Abbildung 3.2: Koordinatensysteme, a) Zylinderkoordinaten, b) Kugelkoordinaten.

Abbildung 3.2a) gilt fir die Temperatur T = T'(¢,, ¢, z) am Punkt (7, ¢, 2)

or 10/ 0T 1 9°T 9*T
Prar = (r@r(rar> + ) +g(tr,0,2,T) (3.5b)

2002 | 922
und in Kugelkoordinaten (siehe Abbildung 3.2b) gilt fiir die Temperatur 7' = T'(¢, 7,0, )
am Punkt (7,6, )

oT 10 [ ,0T 1 9 oT 1 o’T
i Y e (S Sl = (sin@) =)+ —-— T) .
P ot )\<7“2 or (r or ) * r2sin(6) 06 (Sm(e) 89) * r2 sin?(6) Op? ) +(t,r.0,9,T)
(3.5¢)

Vorlesung und Ubung Modellbildung (SS 2016)
©A. Kugi et al.,Institut fiir Automatisierungs- und Regelungstechnik, TU Wien



3.2 Randbedingungen Seite 72

Aus (3.5) lassen sich sofort weitere Spezialisierungen fiir den 1-dimensionalen Fall oder
radialsymmetrische Félle ableiten. Haufig wird in (3.5) statt der Parameter p, ¢, und A
die als Temperaturleitfihigkeit bezeichnete Abkiirzung

a=— (3.6)

mit der Einheit m?/s verwendet.

Aufgabe 3.1 (Warmeleitgleichung in Zylinderkoordinaten). Beweisen Sie die Giiltigkeit
von (3.5b) unter Verwendung von

0 10 0
V—era—‘—ew;%—f—eza (37)

und Oe,/0p = e, .

Aufgabe 3.2 (Wérmeleitgleichung in Kugelkoordinaten). Beweisen Sie die Giiltigkeit
von (3.5¢) unter Verwendung von

0 10 1 0
V—ETE‘FGG;%—FGSOW% . (38)

3.2 Randbedingungen

Zur vollstdndigen Definition und damit auch zur Losbarkeit eines Warmeleitproblems
werden Randbedingungen im Randgebiet 0V benétigt [3.3, 3.4]. Diese konnen eine Orts-
abhéngigkeit aufweisen, z. B. konnen sie abschnittsweise definiert sein.

Bei einer Randbedingung erster Art (Dirichletsche Randbedingung) ist die Temperatur
am jeweiligen Randabschnitt 0V, C 0V in der Form

T(t,x) =T,(t,x) Vx € 0V, (3.9a)

fest vorgegeben. Um eine solche Randbedingung herzustellen, kann z. B. eine Tempera-
turregelung verwendet werden. Ein weiteres Beispiel fiir diese Randbedingung ist die
Temperatur eines Fluids bei Phasenumwandlungsvorgéngen. Die das Fluid einschlieflende
Oberfliche wird dann konstant auf Phasenumwandlungstemperatur gehalten.

Bei einer Randbedingung zweiter Art (Neumannsche Randbedingung) ist die Warme-
stromdichte ¢,(t,x) = q(t,x) - n in Richtung der Fliachennormalen n am jeweiligen
Randabschnitt 0V, C 0V in der Form

in(t,X) = dat,x)  Vx € OV, (3.9b)

fest vorgegeben. Dem Warmeleitgesetz (3.1) folgend ist daher der Temperaturgradient
entlang von n festgelegt. Von einer adiabaten Randbedingung spricht man im Fall ¢, = 0.

Bei einer Randbedingung dritter Art (Newtonsche, Robinsche oder gemischte Randbe-
dingung) gilt
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gn(t,x) = a(z,y, 2)(T(t,x) — T,(t,x)) Vx € 9V, (3.9¢)

mit einem Proportionalitdtsfaktor a € R, der auch Warmeiibergangskoeffizient genannt
wird. Diese Art von Randbedingung wird in den Abschnitten 3.2.1 bis 3.2.2 zur Beschrei-
bung von Konvektion und Wéarmeleitung verwendet. Man beachte noch, dass (3.9¢) fiir
a — oo wieder auf (3.9a) fihrt.

Eine allgemeinere Randbedingung ist durch die nichtlineare Beziehung

an(t,x) = qa(t,x,T(t, %)) Vx € 9V, (3.9d)

gegeben. Diese Struktur tritt z. B. in Abschnitt 3.2.3 bei der Beschreibung von Wéarme-
strahlung auf.

Die Randbedingungen (3.9) stellen oft idealisierte oder makroskopische Nédherungen fiir
in der Realitat komplexere Warmeiibertragungsvorginge dar. Um bei Verwendung der
obigen Ansdtze dennoch moglichst exakt zu rechnen, ist daher eine sorgfiltige Bestim-
mung der in den Gleichungen verwendeten Parameter notwendig. Dies soll im Folgenden
beispielhaft fiir praktisch bedeutende Randbedingungen erldutert werden.

3.2.1 Erzwungene Konvektion

Erzwungene Konvektion tritt in Fluiden an der Oberfliche von anderen Kérpern auf, wenn
die Stromung durch eine &uflere Einwirkung, z. B. einen Druckunterschied, verursacht
wird [3.3, 3.4, 3.6, 3.8]. Abbildung 3.3 zeigt ein Beispiel fiir erzwungene Konvektion;
Luft streicht mit einer Geschwindigkeit uo, und einer Temperatur Tt parallel iiber eine
stehende ebene Platte mit der Lange L. Fiir die Warmeiibertragung durch Konvektion
sind die als homogen vorausgesetzte Oberflichentemperatur 7}, der Platte sowie die Tem-
peraturverteilung 7'(z,y) und die Geschwindigkeitsverteilung u(x,y) in der Luft nahe
iiber der Plattenoberfliche (y = 0) ausschlaggebend. Direkt an der Plattenoberfliche gilt
die Haftbedingung, d.h. die Luft hat eine verschwindende Geschwindigkeit (u(x,0) = 0)
und die gleiche Temperatur wie die Plattenoberfliche (T'(x,0) = Tp). Oberhalb der
Plattenoberflache bilden sich in der Luft Grenzschichten mit einem charakteristischen
Temperatur- und Geschwindigkeitsprofil d7(z) und d,(z) aus. Das Warmetibertragungs-
verhalten hiangt unter anderem von der Dicke dieser Grenzschichten ab und davon ob die
Stromung in diesen Schichten laminar oder turbulent ist. Im laminaren Bereich ist die
Stromung gleichméfig und geordnet, so dass eindeutige Stromlinien identifiziert werden
kénnen. Im Gegensatz dazu ist im turbulenten Bereich die Bewegung der Fluidteilchen
3-dimensional, instationédr und scheinbar zuféllig (chaotisch). Es bilden sich ungeordnete
Wirbel und Wellen, die sich wieder auflésen. Die Geschwindigkeitsprofile sind in Abbil-
dung 3.3 angedeutet. Im Folgenden werden die Berechnungsmethoden fiir den laminaren
und den turbulenten Bereich nicht detailiert vorgestellt, sondern es wird lediglich das
gemittelte Warmeiibertragungsverhalten beschrieben. Transiente Effekte werden dabei
nicht berticksichtigt, d. h. die Strémung wird als voll ausgebildet und stationér betrachtet.

Der lokale Wéarmestrom ¢, () an der Stelle 2 in Richtung y errechnet sich in der Form

dy(x) = ay(2)(Tp — T) (3.10)

mit dem Warmeiibergangskoeffizienten «,, d. h. die Warmestromdichte ist proportional
zur Temperaturdifferenz Tp — To.
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Abbildung 3.3: Grenzschichten bei erzwungener Konvektion an einer Platte, a) Stromungs-
grenzschicht, b) thermische Grenzschicht.

Bemerkung 3.1. Der menschliche Korper niitzt die in (3.10) dargestellte Propor-
tionalitdt zur Temperaturregelung. Soll der Korper gekiihlt werden, so werden die
oberflichennahen Blutgefiafle erweitert, es fliefit mehr Blut durch und die Oberfla-
chentemperatur ist so wie der kithlende Warmestrom nach auflen hoher. Dabei wird
natiirlich vorausgesetzt, dass die Oberflichentemperatur des Kérpers Tp grofier als die
Umgebungstemperatur Ty, ist. Soll der Warmeverlust nach auflen gemindert werden,
wird die oberflichennahe Durchblutung durch Verengung der Blutgeféfie reduziert.

Fiir die praktische Anwendung ist die iber die Plattenldnge L gemittelte Warmestrom-
dichte

1 /L 1 /L
qg= —/ Gy dz = —/ ay(z)de(Tp — Teo) = o(Tp — Too) (3.11)
L Jo L Jo

mit dem mittleren Wérmeiibergangskoeffizienten o von besonderem Interesse. Werte
und Berechnungsvorschriften fiir die Warmetibergangskoeffizienten bei unterschiedlichen
Geometrien und Stromungsverhéltnissen konnen der Literatur, beispielsweise [3.3-3.5,
3.8-3.15], entnommen werden.
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Bemerkung 3.2. Abschlieflend sei noch erwahnt, dass erzwungene Konvektion nicht
immer an der Oberfliche von Festkorpern auftreten muss; sie ist auch an Oberflachen
von Fliissigkeiten moglich. In vielen Féllen ist es aufgrund von Dichte- und Viskosi-
tatsunterschieden zweier Fluide gerechtfertigt, ein Fluid als stehend zu betrachten.
Ein Beispiel einer solchen Situation ist ein leichter Wind, der {iber die stehende
Oberflache eines Wasserbeckens streicht.

Bemerkung 3.3. Neben der erzwungenen Konvektion tritt auch freie Konvektion
in Fluiden an der Oberfliche von anderen Koérpern auf, wenn die Strémung durch
temperaturbedingte lokale Dichteunterschiede (Auftrieb) und ohne eine &uere Ein-
wirkung hervorgerufen wird. Diese Inhalte kénnen z. B. in [3.3, 3.4, 3.6, 3.8, 3.14,
3.16] nachgelesen werden.

3.2.2 Warmeleitung

Wairmeleitung tritt auch an den Kontaktflichen zwischen Festkorpern auf (vgl. Abbildung
3.4). Dort héngt das Wérmeleitvermogen von folgenden Faktoren ab [3.4]:

 Beschaffenheit (Rauhigkeit) der sich berithrenden Oberflichen
e Fliachenpressung zwischen den sich berithrenden Oberflichen
o allfillige (punktweise) Verschweifungen zwischen den sich berithrenden Oberfléchen

e Fluid, das kleine Hohlrdume zwischen den sich beriihrenden Oberflichen fiillt

T
— Ty
TB _\
x
A B
q

Abbildung 3.4: Warmeleitung an der Kontaktfliche zweier Festkorper.

Das Wérmeleitverhalten an solchen Kontaktstellen entspricht im einfachsten Fall dem Fou-
rierschen Wirmeleitgesetz (vgl. (3.1)), d.h. die Warmestromdichte ist linear proportional
der Differenz der beiden Oberflichentemperaturen. Dies kann fiir zwei Kontaktoberflichen
A und B mit den Temperaturen T4 und T mit Hilfe eines Warmetibergangskoeffizienten
« in der Form
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¢=a(Ts—T) (3.12)
modelliert werden. Fiir ideale Kontaktbedingungen gilt o — co und Ty = T5.

Beispiel 3.1. Im Folgenden soll das Erhitzen von thermoplastischen Polymeren in
einer zylinderformigen Apparatur (sieche Abbildung 3.5) beschrieben werden. Um den
Kunststoff im Inneren mit Temperatur 7, zum Schmelzen zu bringen, fithren Heiz-
matten mit der Temperatur T}, auf der Auflenseite eines Hohlzylinders aus Stahl der
Lénge L konstant die Leistung P zu. Bei der sogenannten Glasiibergangstemperatur
wird die kristalline Struktur des Polymers in eine fliissige Schmelze gewandelt. Die
dafiir bendtigte Energie kann ersatzweise durch eine von der Kunststofftemperatur
T, abhéngige spezifische Wéarmekapazitit c,, = ¢, ,(T},) beschrieben werden. Fiir
den Auflenraum wird eine konstante Temperatur T,, angenommen.

. Tp(7), Cpps Aps Pp

TZ (’l“), Cp,z7 )‘Za Pz

Abbildung 3.5: Aufschmelzen von thermoplastischen Polymeren in einer zylindrischen
Anordnung.

Auf Grund der Symmetrie des Aufbaus wird eine rein radiale Verteilung der Tempe-
raturen angenommen, d.h. T),(r,t) und T%(r,t). Die Heizmatten sind so diinn, dass
ihre Temperaturverteilung als ndherungsweise homogen und stationir angenommen
wird. Damit lassen sich bereits die partiellen Differentialgleichungen fiir 7%, und 7},
anschreiben als

prenanT)(r.0) = 2y (150 (r2 1300 )

. 10 0
pzCp 1o (r t) = A, (rar <’r‘arTz(T, t)>)
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mit den drei Randbedingungen

0

APETP(’F’ t)|7":n- = qu
0 .

)\zaTZ(Ta t)|7“=7”z' = —qzp
0 .

)\z Tz (’I", t)|r:ro = Gqhz-

or
Die darin auftretenden Warmestromdichten ¢, und ¢, koppeln die beiden partiel-

len Differentialgleichungen miteinander. Fiir den Ubergang zwischen Polymer und
Hohlzylinder wird ein Warmeiibergangskoeffizient « ., angenommen, womit direkt

sz - aZP(TZ(riv t) - TP(Tiv t))

folgt. Die Warmestromdichte ¢y, ist etwas komplizierter. Fiir den Fall vernachléssigter
Wiérmestrahlung lésst sich diese analog als ¢y, = ap.(Th(t) — T%(ro,t)) anschreiben,
die Temperatur 7}, ist dabei jedoch unbekannt. Diese lésst sich aus der Leistungsbilanz
der Heizmatten

P =2rgm (oo (Th(t) — Too) + an (Th(t) — To(ro,1)))
bestimmen, wodurch sich letztlich der Wéarmeiibergangskoeffizient

8 + (T~ Ta(r 1)

Ty

th =

ergibt.

3.2.3 Warmestrahlung

Im Folgenden wird eine kurze Einfiihrung in die Warmestrahlung zwischen Festkérpern
im Vakuum gegeben. Damit ist auch der Fall von Fluiden die Warmestrahlung weder
absorbieren noch emittieren (transparente Fluide) abgedeckt. Um die Berechnungen
einfach zu halten, sollen ausschliellich graue, diffuse Strahler beriicksichtigt werden. Was
darunter zu verstehen ist, wird im Folgenden diskutiert. Fiir die hier nicht dargestellten
Wiérmestrahlungsfille (absorbierende und emittierende Fluide, nicht-graue Strahler, nicht-
diffuse Strahler) wird auf Fachbiicher wie z. B. [3.3, 3.4, 3.14, 3.17, 3.18] verwiesen.

Damit gasformige Fluide Warmestrahlung absorbieren und emittieren kénnen, miissen
sie Festkorperpartikel enthalten (z. B. Staub) oder Molekiile, die in asymmetrischen Moden
schwingen koénnen [3.5], wie etwa COg, HoO, O3, CH4 und NOjy. Gase mit ausschlieflich
einatomigen oder symmetrischen zweiatomigen Molekiilen (z. B. Ng, O2 und Hs) besitzen
nur symmetrische Schwingungsmoden und sind praktisch transparent. Auch auf Luft
trifft dies bei moderaten Temperaturen und Strahlungsldngen im Bereich weniger Meter
naherungsweise zu.

Thermische Strahlung hingt wesentlich von den Temperaturen und Eigenschaften der
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beteiligten Oberflachen, den auftretenden Wellenldngen und der Raumrichtung ab. Ein
diffuser Strahler liegt vor, wenn er in alle Raumrichtungen gleichmafig abstrahlt, wie dies
eine ideal matte Oberflache tut [3.3, 3.4, 3.17, 3.18]. Mit der Beschrankung auf diffuse
Strahler kann nachfolgend eine Beriicksichtigung der Raumrichtung entfallen.

Spektrale Ein- und Ausstrahlung

Fiir ein thermisch ausstrahlendes infinitesimales Oberflichenstiick d.A mit der Absolut-
temperatur 7' sei zunichst die spektrale spezifische Ausstrahlung Ey (A, T') in W/m3 bei
der Wellenlénge A definiert. Damit emittiert das Oberflachenstiick im Wellenldngenbereich
[\, A + d)] die Gesamtenergie E)\(A,T)dAd\ in den dariiberliegenden Halbraum (He-
mispéare). Max Planck fand heraus, dass die emittierte spektrale spezifische Ausstrahlung
von schwarzen Korpern durch (Plancksches Strahlungsgesetz)

2mhc3
A5 (e% — 1) ’

mit der Planckschen Konstanten h = (6.626 068 96 4= 0.000 000 33)10~34 J s, der Lichtge-
schwindigkeit ¢, = 299792458 m/s und der Boltzmann Konstanten & = (1.3806504 +
0.0000024)1072% J/K beschrieben werden kann [3.3, 3.17, 3.18]. Ein schwarzer Korper
emittiert Strahlung mit einem ausschliellich von der Temperatur abhéngigen Spektrum
und absorbiert auftreffende elektromagnetische Strahlung vollstéandig (keine Spiegelung,
Streuung oder Transmission). Insbesondere ist das Spektrum der emittierten Strahlung
unabhéngig von den Materialeigenschaften. Ein schwarzer Korper hat bei allen Wellenlén-
gen das grofitmogliche Emissions- und Absorptionsvermoégen, d. h. keine andere Oberflache
kann mehr Warmestrahlung absorbieren oder bei gleicher Temperatur emittieren.

Abbildung 3.6 zeigt die emittierte spektrale spezifische Ausstrahlung geméfl dem Planck-
schen Strahlungsgesetz (3.13). Das Maximum der Ausstrahlung tritt jeweils bei der
Wellenlidnge

Exp(\T) = (3.13)

~0.002897 768 m K
- T

auf. Gleichung (3.14) ist als Wiensches Verschiebungsgesetz bekannt und die dadurch
beschriebene Linie ist in Abbildung 3.6 strichliert dargestellt.

A (3.14)

Aufgabe 3.3 (Wiensches Verschiebungsgesetz). Beweisen Sie das Wiensche Verschie-
bungsgesetz (3.14) basierend auf (3.13).

Um das Emissions- und Absorptionsvermégen von nicht-schwarzen Koérpern zu beschrei-
ben, werden dimensionslose Proportionalitdtsfaktoren verwendet. Die spektrale Emissivitdt

ex(AT) = m € [0,1] (3.15)

vergleicht die emittierte spektrale spezifische Ausstrahlung einer Oberfliche mit jener
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Abbildung 3.6: Emittierte spektrale Ausstrahlung von schwarzen Kérpern.

eines schwarzen Korpers bei gleicher Temperatur T'. Folglich gilt

2mhcd
hcg

—)\5 (em - 1) (3.16)

E)\()\, T) = 6,\(>\,T)

und fiir einen schwarzen Strahler e)(\,T) = 1.

Es sei G)(\) die auf ein infinitesimales Fliachenstiick d A auftreffende spektrale spezi-
fische Einstrahlung in W/m? im Wellenliingenbereich [\, A + d\]. D. h. fiir diesen Wel-
lenldngenbereich ist G\ (A) dAdA die auftreffende Gesamtenergie. Natiirlich héngt das
Spektrum der auftreffenden Warmestrahlung von den Temperaturen der sie verursachen-
den Strahlungsquellen ab. Von der auf einen semitransparenten Koérper auftreffenden
spektralen Einstrahlung G\(\) werde der Anteil G 4()\) absorbiert, der Anteil G ()
werde reflektiert und der Anteil G (\) strahle ungehindert durch den Kérper durch (vgl.
Abbildung 3.7). Damit lassen sich der spektrale Absorptionsgrad

_ G)\,a(/\)

ax(A € 0,1], 3.17a
der spektrale Reflexionsgrad
() = 2 (o (3170)
GA(N)
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Auftreffende Einstrahlung G (\)

W Reflektierter Anteil Gy »(\)
Semitransparentes \\\__,’ Absorbierter Anteil G 4(\)

Material
\\‘ Transmittierter Anteil G ()

Abbildung 3.7: Absorption, Reflexion und Transmission der auf einen semitransparenten
Korper auftreffenden Einstrahlung.

und der spektrale Transmissionsgrad

) = (2;((;)) € [0,1] (3.17¢)

definieren [3.4]. Aufgrund der Energieerhaltung gilt natiirlich

GA(A) = Gra(A) + Gar(A) + Gar(A) (3.18a)
L= ax(N) + pa(A) + () - (3.18D)

Schwarzer Hohlkorper

Abbildung 3.8: Korper in einem schwarzen Hohlkoérper.

Wie Gustav Robert Kirchhoff im Jahr 1859 feststellte, miissen an fiir Warmestrahlung
undurchsichtigen Oberflachen, die sich mit ihrer Umgebung im vollstdndigen thermischen
Gleichgewicht befinden (d.h. die gleiche Temperatur 7' aufweisen), die emittierte und
absorbierte Strahlung iibereinstimmen. Dies gilt auch fiir einzelne Bereiche des Spektrums,
d.h. Ex(A,T) = ex(A\, T)Exp( A\, T) = G o(X) = an(A)GA(N), woraus die gelegentlich als
Kirchhoffsches Gesetz bezeichnete Beziehung

ex(A,T) = ax(\) (3.19)
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folgt [3.4, 3.17, 3.18]. Um dies zu zeigen, betrachte man die in Abbildung 3.8 skizzierte
Situation. Ein undurchsichtiger Kérper K mit der Oberfliche A, der Temperatur 7" und
dem spektralen Absorptionsgrad ajy(A) befindet sich im Inneren eines Hohlkorpers mit der
Temperatur 7' und den Strahlungseigenschaften eines schwarzen Korpers, d. h. aus Sicht des
Kérpers K gilt Gx(\) = E) (A, T). Damit der Kérper K in diesem Gleichgewichtszustand
verbleibt, d. h. das Temperaturniveau 1" beibehélt, muss die totale absorbierte mit der
totalen emittierten thermischen Strahlungsenergie iibereinstimmen. Diese Gleichheit l&sst
sich nach Integration iiber das gesamte Spektrum in der Form

o0 o0 o0
AK/ a,\()\)G)\()\) d)\:AK/ Oz)\()\)E)\’b()\,T) d)\:AK/ 8)\()\,T)E)\7b()\,T) dA
" ’ ’ (3.20)
ausdriicken. Diese Beziehung muss fiir beliebige Werte () giiltig sein, woraus (3.19)
folgt.

Obwohl (3.19) streng nur gilt, wenn alle beteiligten Oberflichen die gleiche Temperatur
haben, wird diese Beziehung auch fiir moderate Abweichungen von diesem Gleichge-
wichtszustand verwendet. Nicht mehr giiltig ist sie fiir Strahlungssituationen bei denen
die Temperaturen der beteiligten Oberflichen sich um mehrere 100 K unterscheiden. Im
Folgenden wird die Giiltigkeit von (3.19) vorausgesetzt.

Totale Ein- und Ausstrahlung

Integration obiger spektraler Groflen iiber das gesamte Spektrum liefert die emittierte
totale Ausstrahlung

E(T) = / Ex(\T)d\ = / ex(\T)Exy(A\, T) dA (3.21)
0 0
und fiir den Spezialfall eines schwarzen Strahlers das Stefan-Boltzmann Gesetz
2
/ Exp(A\T)d = _amhe o (3.22)
0 A5 (e T — 1)
i 2 ok _g 914
mit der Stefan-Boltzmann Konstanten o = B2 = (5.6704 £0.00004)107° W /(m~K?).
€
Damit lasst sich die totale Emissivitat
E(T)
e(T) = 3.23
=5 (3.23)

berechnen. Sie héngt ausschliellich von der Temperatur 7" und den Eigenschaften der
ausstrahlenden Oberfliche ab.
In dhnlicher Weise erhélt man die totale Einstrahlung

G = / GA(N) A = G + Gy + Gy (3.24)
0
mit ihren Komponenten

G = / G AN Vie {art) (3.25)
0
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fiir den absorbierten, reflektierten und transmittierten Anteil. Fiir den totalen Absorptions-,
Reflexions- und Transmissionsgrad folgt
G,

G,
a—E, p—g, T=—7. (326)

Natiirlich gilt auch hier wieder
l=a+p+r71. (3.27)

Im Gegensatz zu €(T") hingen «, p und 7 damit nicht nur von der Oberfliche selbst
sondern auch vom Spektrum der auftreffenden Strahlung und damit der Temperatur und
den Oberflicheneigenschaften der jeweiligen Strahlungsquelle ab.

Man beachte, dass aus dem Kirchhoffschen Gesetz (3.19) im Allgemeinen nicht die
Beziehung ¢(T") = « folgt, da

o ex(\T)Exp(N, T) dA

foo Oé)\()\)G)\()\) d)\ .
e(T) = I Ery(N, T) dA ) -

Joo GA(A) dX

Aus (3.28) erkennt man aber, dass €(T') = « gilt, wenn die Faktoren €)(A,7") und
a)(A) nicht von A abhéngen. Graue Strahler haben diese besondere Eigenschaft, d.h. die
Faktoren ex(\,T) = ¢(T), ax(A) = «, pa(A) = p und 75(A\) = 7 sind unabhéngig von A
[3.4]. Damit ist das von einem grauen Strahler emittierte Spektrum proportional zu dem
eines schwarzen Strahlers mit der gleichen Temperatur 7. Im Folgenden werden nur noch
graue Strahler betrachtet. Ein spezieller grauer Strahler ist der schwarze Strahler, fiir den
aufgrund von e)(A\,T) = 1, ay(A) =1, pA(A) =0 und 75 (N\) = 0 gilt. An dieser Stelle sei
nochmals erwiahnt, dass €(7") = « streng nur dann gilt, wenn die Quelle der auftreffenden
Einstrahlung ebenfalls die Oberflichentemperatur 7" hat.

£ (3.28)

Netto-Strahlungsmethode

Bislang wurden einige Grundlagen zur Wéarmestrahlung an einer Oberfldche diskutiert.
Fiir Warmetibertragungsprobleme interessant ist der Warmeaustausch durch thermische
Strahlung zwischen zwei oder mehreren Kérpern mit bekannten Oberflichentemperaturen.
Fiir die Bestimmung dieses Warmeaustausches stehen mehrere Verfahren zur Verfiigung,
z. B. die Netto-Strahlungsmethode [3.3, 3.4, 3.14, 3.15], die Zonen-Methode [3.17-3.19],
die Monte-Carlo Methode [3.17, 3.18] und die Methode der diskreten Ordinaten [3.17]. Im
Folgenden wird die Netto-Strahlungsmethode kurz fiir graue, diffuse Strahler skizziert.
Der Einfachheit halber werden ausschliellich intransparente Korper betrachtet, d. h. es gilt
€ = a =1 — p; die Theorie ldsst sich aber einfach auf semitransparente Koérper erweitern.

Abbildung 3.9 zeigt zwei strahlende Oberflichen A; und A; mit jeweils homogen
verteilten Oberflichentemperaturen 7; und 7). Es sei nun G; die auf A; auftreffende totale
Einstrahlung in W/m? und J; die von A; (gleichmiBig) abgehende totale Ausstrahlung
in W/m?. Da J; also neben der von A; emittierten Ausstrahlung esio'TZ-4 den reflektierten
Anteil von G; beinhaltet, gilt

Ji = 61‘0Ti4 + p;G; = €Z‘O'Tl-4 + (1 - €z‘)Gi . (3.29)

Es sein nun Fj;J; jener Anteil von J;, der auf A; auftrifft. Die noch zu bestimmende
dimensionslose Zahl F;; € [0,1] wird Sichtfaktor genannt und hangt ausschliefllich von der
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Abbildung 3.9: Zwei Fliachen mit Strahlungsaustausch.

Form und relativen Position der Flachen A; und A; ab. Um eine Berechnungsformel fiir
den Sichtfaktor herzuleiten, betrachte man Abbildung 3.9. Der Vektor s;; = r; — r; vom
Flachenelement d.4; zum Flidchenelement d.A; héngt mit den beiden Winkeln 6; und 6; in

der Form

n; - S;; _Ilj * 8ij

OO = gl fsal,
zusammen, wobei n; und n; die Flachennormalvektoren zu d.A; und dA; bezeichnen. Die
vom Fliachenelement d.A; total abgehende Strahlungsenergie lautet J; d.A; mit J; geméaf
(3.29), wovon der Anteil J; dA; cos(6;) in Richtung von s;; abgestrahlt wird. Die auf das Fla-
chenelement d.A; auftreffende Strahlungsenergie errechnet sich zu J; d.A; cos(6;) d.A; cos(;).
Damit ergibt sich die auf der gesamten Fléche A; auftreffende Strahlungsenergie, die von
der gesamten Fliache A; abgegeben wurde, zu

Jji = Ji;‘/Ai -/Aj cos(0;) cos(6;) dA; dA; . (3.31)

und  cos(f;) = (3.30)

Man beachte, dass I" in (3.31) einen noch zu bestimmenden Normierungsfaktor darstellt. Es
muss nédmlich gelten, dass fiir eine Halbkugel der Fliche A; (mit dem Radius s;; = [|s;][,)
die auftreffende Strahlungsenergie J;; der von der Fléche A; abgegebenen Strahlungsenergie
J; entspricht (siehe Abbildung 3.9), weshalb in diesem Fall die Beziehung

l/ / cos(6;) cos(0;) dA; dA; =1 (3.32)
' Ja, Ja;

erfiillt sein muss. Wertet man (3.32) fiir die Halbkugel mit dem Radius s;; aus, so folgt
#; = 0 und man erhélt

2r  pm/2
/ cos(;) dA; = / / cos(@i)s?j sin(6;) d6; dp = s?jw =T. (3.33)
A; o Jo

Aus (3.31) mit (3.33) erhélt man unmittelbar die Definitionsgleichung fiir den Sichtfaktor
als Verhéltnis von Jj; (auf die Fliche A; auftreffende Strahlungsenergie, die von der Fliche
A; abgegeben wurde) zu A;J; (gesamte von der Flache A; abgegebene Strahlungsener-

gie)
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Ej— - / / cos(6:) c0s(95) 4 4 q 4, (3.34)

Aus (3.34) folgt unmittelbar das Rez@pmzztatsgesetz

AiFij = Aiji 5 (335)

Dies kann bei der Berechnung von Sichtfaktoren niitzlich sein. Da fiir viele geometrische
Falle exakte Losungsformeln fiir F;; existieren (siehe z. B. [3.17, 3.18, 3.20]), entféllt hiufig
die Berechnung des Mehrfachintegrals in (3.34).

Abbildung 3.10: Schnitt durch einen geschlossenen Strahlungsraum.

Wie in Abbildung 3.10 angedeutet, bestehe ein geschlossener Strahlungsraum aus N
Teilstiicken mit den Oberflichen A; (i = 1,...,N) und den zugehoérigen homogenen
Oberflichentemperaturen 7;. Eine Bilanz der von der Fliache A; abgehenden totalen
Ausstrahlung liefert

N
Ji =Y FijJi (3.36)
j=1

und daher die als Summationsregel bekannte Beziehung
N
1=Y"F; Vie{l,2,...,N}. (3.37)

Mit dem Reziprozitétsgesetz (3.35) und der Summationsregel (3.37) wurden bereits zwei
Formeln gefunden, die zur effizienten Berechnung von Sichtfaktoren ausgeniitzt werden
kénnen. Weitere Vereinfachungen ergeben sich haufig, da fiir ebene Flachen und konvexe
Korper Fy; = 0 gilt. Auflerdem lassen sich Sichtfaktoren addieren und subtrahieren.

Aufgabe 3.4 (Zusammenfassen von Fliachen). Zeigen Sie, dass wenn zwei Flachen
A;; und A;, zu einer Fliache A; = A;, + A;, zusammengefasst werden, basierend
auf (3.34) Asz = AilFi1j + Az’gFigj fir J 7& 11, J 7& 19 undj 7& 7 sowie A;Fy; =
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Ai1 (Filil + Eliz) + Ai2 (Ezh + FiQiz) gﬂt'

Aus dieser Eigenschaft lassen sich einfach Regeln fiir die Subtraktion von Flichen ablei-
ten. Eine Bilanz der auf die Flache A; auftreffenden Strahlungsenergie liefert gemeinsam
mit dem Reziprozitédtsgesetz (3.35)

N N
AjGy = AJiF; =Y AjJiFj (3.38)
=1 =1

und daher unter Verwendung von (3.29)

N N
Gj=> FuJi=) Fj(eoT + (1 -&)Gy) - (3.39)
i=1 i1
Nun sei
G =Ji — Gi = ei(oT} - Gy) (3.40)

die Nettowdrmestromdichte die die Oberfliche A; verldsst (vgl. Abbildung 3.10). An
dieser Stelle ist es gilinstig auf Matrixschreibweise mit ¢ = [¢i]i=1,.. N, € = [€ili=1,...N,
T4 = [];4]1':17,”7]\[, G = [Gi]izl,...,N und F = [Fij]i:ly'”’N’j:l’.”’N zu wechseln. Aus (339)
und (3.40) folgen damit direkt die von den Oberflachen austretenden Nettowdrmestrom-
dichten

q = (E -~ F)(E — (E — diag{e})F) " diag{e}oT*

= diag{e}(E — F(E — diag{e})) ' (E — F)oT* (3.41)

zufolge von thermischer Strahlung.

Aufgabe 3.5 (Warmestromdichten zufolge von thermischer Strahlung). Berechnen Sie
ausgehend von (3.39) und (3.40) beide in (3.41) dargestellen Ergebnisse.

Aufgabe 3.6 (Warmestrahlung zwischen parallelen unendlich ausgedehnten Platten).
Die beiden in Abbildung 3.11 skizzierten, durch Vakuum getrennten, unendlich
ausgedehnten, ebenen, parallelen Platten haben die festen Temperaturen 77 und T5.
Die Oberflachen sind graue, diffuse Strahler, haben die Emissivitdten €; und €5 und

tauschen mittels thermischer Strahlung Energie aus.
N

q2+ T2a €2

C‘h* T17 €1

7

Abbildung 3.11: Unendlich ausgedehnte parallele Platten.

a) Begriinden Sie formal warum hier fiir die Sichtfaktoren

01
e o
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gilt.

b) Berechnen Sie die Warmestromdichte ¢; = —¢o.

Lésung von Aufgabe 3.6.
b)

j 1 =1 |1}
M- T2 ! (3.43)
q2 €1+e2—¢e1e2 | =1 1| [Ty

Beispiel 3.2 (Rohrreaktor mit Warmeverlust durch Mantel). Abbildung 3.12 zeigt den
Querschnitt eines Rohrreaktors der durch eine Vakuumschicht isoliert ist. Aufgrund
der im Innenrohr ablaufenden exothermen chemischen Reaktion wird stationér der
auf die Rohrldnge bezogene Wérmestrom ¢° in W/m von der Reaktionskammer
gleichméflig an den Rohrmantel abgegeben. Alle Oberflichen sind graue, diffuse
Strahler. Das Innenrohr mit dem Durchmesser d hat die Emissivitiat 1. Das Au-
Benrohr mit dem Durchmesser D hat beidseitig die Emissivitit 2. Es gibt durch
Konvektion (Warmeiibergangskoeffizient o) Warme an die umgebende Luft mit der
festen Temperatur Ty, ab. Zusétzlich geht Wérme iiber thermische Strahlung an
die umgebenden Oberflachen, welche im Mittel ebenfalls die feste Temperatur T
besitzen, verloren. Die Rohrwénde seien vernachlassigbar diinn. Fiir die Berechnung
der thermischen Strahlung sei der Reaktor im Vergleich zu den ihn umgebenden
Oberflachen vernachléssigbar klein.

Reaktionskammer

Luft, T

Abbildung 3.12: Rohrreaktor mit Warmeverlust durch Mantel.
a) Wie grofl darf ¢° maximal sein, damit das Auflenrohr die bei Beriihrung durch
Menschen ungefahrliche Temperatur 75 4, nicht tiberschreitet?

Da das innere Rohr von auflen gesehen ein konvexer Korper ist, gilt fiir den Sichtfaktor
F11 = 0 und aus der Summationsregel (3.37) folgt

Fii+Fo=Fp=1. (3.44)

Vorlesung und Ubung Modellbildung (SS 2016)
©A. Kugi et al.,Institut fiir Automatisierungs- und Regelungstechnik, TU Wien



3.2 Randbedingungen Seite 87

Mit dem Reziprozitatsgesetz (3.35) und der Rohrldnge [ erhilt man

A1F12 = ld']TFlQ == A2F21 == lD7TF21 (345)
und damit J

Der Sichtfaktor Fyy ldsst sich wiederum iiber die Summationsregel (3.37) Fo1+ Foo = 1
zu

d
bestimmen. Mit der Sichtfaktormatrix
0 1
F=|4 . d (3.48)
D D

errechnen sich die Nettowdrmestrome nach (3.41) in der Form

-1
|t 1 —(1—e1) Ser 0 T
Liz]_[—fé z‘%”—u—eg)g 1—(1—52)(1_]%)] lO 62} [TA (3.49)
T/

——— N
F E—(E—diag(e))F diag(e) T4

bzw.

j 1 =17

Go] e2teall—e)pl-5 5T
Im stationaren Fall muss der von der Reaktionskammer an den inneren Rohrmantel
abgegebene Wérmestrom ¢°/(dm) gleich dem Nettowdrmestrom ¢; und der vom

duleren Rohrmantel an die Umgebung abgegebene Warmestrom zufolge Konvektion
und Strahlung gleich dem Nettowarmestrom g2 sein, d. h.

L g und — (T —Tw) — 520<T24 - Tfo) = . (3.51)
Da gemaf (3.50) gilt ¢o = —%q’l, folgt aus (3.51) unmittelbar die Beziehung

Q° = DW{Q(TQ —T) + 520(T24 - T;*o)} (3.52)
und daher muss der auf die Rohrlédnge bezogene Wéarmestrom ¢° die Ungleichung

¢° < Dr{ (Do max — Too) + 220 (T — Tk ) } (3.53)

einhalten, damit die Temperatur 75 am &dufleren Rohrmantel den Wert 75 . nicht
iibersteigt.
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b) Welche Temperatur 7 stellt sich am Innenrohr ein, wenn der Reaktor bei der
in Punkt a) berechneten Volllast betrieben wird?

Aus der Stationaritdtsbeziehung ¢° = dng; (siehe (3.51)) ldsst sich mit Hilfe von
(3.50) und (3.53) die zu T5 max zugehorige Temperatur des inneren Rohrs T max zu
1
1/ D 1 i
Ty = <T24ma$ + = ( + == 1) (a(TQ,maz - TOO) + 052(T24max - Téo))) (354)
’ g €1d 9 ’

berechnen.

Aufgabe 3.7. Die Sonne kann als eine strahlende Kugel mit dem Radius rg und den
Strahlungseigenschaften eines schwarzen Korpers betrachtet werden. Der mittlere
Abstand zwischen Sonne und Erde betrigt [gg. Als Solarkonstante Ey bezeichnet man
die Strahlungsleistung pro m? auf eine Fliche am #uBersten Rand der Erdatmosphire
mit senkrecht einfallender Strahlung. Welcher Zusammenhang besteht zwischen der
Oberflachentemperatur Ts und der Solarkonstanten?

Rohr

TU,oo

‘ TB,oo

0 Erde

Abbildung 3.13: Sonnenabstrahlung und Erwdrmung eines Rohres.

Die von der Sonne auf die Erde senkrecht eintretende Einstrahlung G g erwédrmt ein
mit ruhendem Fluid gefiilltes, diinnwandiges Rohr (Radius 7, Lange [, Temperatur Tg).
Das Rohr gibt seine Wérme in Form von Strahlung (Emissivitét er) und Konvektion
(Warmeiibergangskoeffizient ag) an die Umgebung mit der Umgebungstemperatur
Tt 00 ab. Zudem wird dem Rohr durch Wérmeleitung tiber den Boden (Bodentem-
peratur Tp o, Warmeiibergangskoeffizient ap) Warme entzogen. Ermitteln Sie eine
Bestimmungsgleichung fiir die Oberflachentemperatur des Rohres T (und damit der
Temperatur des Fluids) fiir den stationéren Fall.

Hinweis: Sonne und Rohr werden als graue Strahler angenommen. Aufgrund von
I > r konnen die Warmestrome an den Stirnflachen des Rohres vernachlassigt werden.
Die Bestimmungsgleichung muss nicht explizit nach der Rohrtemperatur T aufgelst
werden.
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Lésung von Aufgabe 3.7.

2
OoTg

1
Ts = (EO(TS + lSE)2> !

0 =2erGEg — F(eRUTﬁL + aU(TR — TU,oo) + OtB(TR — TBpo))

Abbildung 3.14: Vereinfachung bei 2-dimensionaler Geometrie, a) prismatischer Strah-
lungsraum, b) Integration entlang einer Kontur.

Die bisherigen Ergebnisse kénnen direkt auch fiir 2-dimensionale Geometrien verwendet
werden, allerdings vereinfacht sich in diesem Fall die in (3.34) definierte Berechnung von
Sichtfaktoren erheblich. Die Annahme einer 2-dimensionalen Geometrie ist dann exakt
erfiillt, wenn es sich um einen prismatischen Strahlungsraum (vgl. Abbildung 3.14a) mit
unendlicher Langenausdehnung handelt. Die Flédchen A; sind dann vollstédndig durch die
zugehorigen (nicht notwendigerweise geraden) Konturen mit den abgewickelten Lingen
a; definiert. Man kann zeigen, dass in solchen 2-dimensionalen Geometrien fir den
Sichtfaktor

1
Fy=— / /% cos( 25(;05 cos(0i) cos(0y) jda =5 - | sin(@i) —sinBi)da; (3.55)

gilt. Die Winkel 6; o und 6; ; sind in Abbildung 3.14b) definiert. In (3.55) kann das Integral
entlang der Kontur a; sehr hiufig direkt analytisch berechnet werden. Ergebnisse fiir einige
Félle, wo eine analytische Berechnung leicht moglich ist, sind in Tabelle 3.1 angegeben.

Tabelle 3.1: Sichtfaktoren fiir einfache 2-dimensionale Geometrien.

Fij =

21LZ- (\/y2 +(z+ L)%+ \/y2 + (z — L;)?

—\/y2 (x+ Lj — L;) \/y —i—:U)
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Ej:21Li(Lz‘+\/y2+(x_Li)2_\/y2+x2) y

Fij =

%(LJ‘ +\/y2+x2 - \/y2+ ($+Lj)2) Ll[ﬁz
7
gkl j

1 y Lj
Fy= 51 (Li+ L = /L2 + L2 — 2L, cos(0) ) L [M
’ =~
2

\\

VP +a?

x
Y+ yI% i

Beispiel 3.3. In Abbildung 3.15 ist eine Dachschrige mit vertikal einfallender Son-
neneinstrahlung schematisch dargestellt. Durch das triibe Dachfenster wird ein Teil

der Sonnenstrahlung diffus ins Zimmer abgestrahlt und man moéchte den relevanten
Sichtfaktor Fr_p bestimmen.

Fii=1-

Lp,

Lg

Lp

Abbildung 3.15: Zimmer mit Dachschrége.
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Aus Kenntnis von Fp_p, und Fp_p, r folgt durch die Additivitét von Flichen (siehe
Aufgabe 3.4) direkt Fg_p = Fp_p,r — Fp_p, und damit der gewiinschte Sichtfaktor

mittels Reziprozitét
Lp

Fr_p= TF(FB—DlF — Fp_p,).

Zur Berechnung der benétigten Sichtfaktoren Fp_p, und Fp_p,r kann die verein-
fachte Beziehung (3.55) verwendet werden, wodurch

1 Lp L —
foo gty [0

2Lp a2 + L3, —2xLp, cos(p)

und per Substitution u(z) = 2* + L}, — 2xLp, cos(y)

r 1 I /u(LB) 1 q
D, = - —du
B=D1 2LB B u(0) \/ﬂ

1
_ _ 2 2. _
=5 (L + Lo, = \/L} + L}, — 2LpLp, cos(p))

folgt (vgl. Tabelle 3.1). Analog dazu erhélt man den zweiten unbekannten Sichtfaktor

1
FBfDlF = 2LB<LB + LD1 + Lp— \/L2B + (LD1 + LF)2 — 2LB(LD1 + LF) cos gO).

Aufgabe 3.8 (Sichtfaktoren fiir einfache 2-dimensionale Geometrien). Rechnen Sie die
in Tabelle 3.1 angegebenen Ergebnisse nach.

3.3 Warmequellen

Wiérme kann nicht originér erzeugt werden, sondern entsteht aus anderen Energieformen
durch Umwandlung. Derartige Umwandlungsvorgidnge und die Riickumwandlung von
Wiérme in andere Energieformen (soweit diese moglich ist) werden z. B. in der Thermo-
dynamik studiert. Typische andere Energieformen sind mechanische Energie, elektrische
Energie, chemische Energie, Strahlungsenergie und Kernenergie. Obwohl Warme nur
durch Umwandlung entstehen kann, ist es fiir Warmebilanzen oft giinstig von Wérmequel-
len zu sprechen. Im Folgenden werden einige Beispiele einfacher Umwandlungsvorgange
diskutiert.

Mechanische Reibung

In Abschnitt 2.2.5 wurde vorgestellt wie mechanische Arbeit durch Dissipation in Warme
umgewandelt werden kann. Reibung tritt typischerweise an der Berithrfliche zweier Kérper
auf oder in sich deformierenden Koérpern. Der Einfachheit halber wird hier nur der erste
Fall behandelt.

Zufolge einer Reibkraft f, (resultierende Reibkraft) zwischen zwei Oberflichen, die sich
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beriihren, wird nur dann mechanische Energie in Warme umgewandelt, wenn sich die zwei
Fléchen relativ zueinander verschieben. Tun sie dies mit der Relativgeschwindigkeit v, so
wird dem System mechanische Arbeit mit der Leistung

W, =—f v (3.56)

entzogen. Da die Reibkraft stets der Bewegung entgegenwirkt, gilt W, > 0. W, kann
in mechanische Verformungsenergie (plastische Deformation der Reibflachen, Bildung
von Kratzern und Abrieb) oder Warmeenergie umgewandelt werden. Welcher Anteil
tatsdchlich in Wéarme umgewandelt wird, héngt von der jeweiligen Anwendung ab. In
Bremssystemen beispielsweise soll ein moglichst grofler Anteil in Warme und nur ein
geringer Anteil in Abriebenergie umgewandelt werden. Handelt es sich, anders als bei
der fiir (3.56) postulierten translatorischen Relativbewegung, um einen rotatorischen
Reibvorgang, so entspricht die Reibleistung alternativ zu (3.56) dem negativen inneren
Produkt aus Reibmoment und Drehwinkelgeschwindigkeit.

Die durch Reibung entstehende Wéarme wird direkt an der Reibfliche (oder im deformier-
ten Volumen) frei. Es ist daher oft zweckméBig, statt W, eine auf die Fliche (das Volumen)
bezogene Wirmequelle, d. h. eine Quellendichte, in W/m? (W/m?) zu verwenden.

Ohmsche Last

Flieit durch ein infinitesimales Volumenelement dV eines elektrischen Leiters Strom
mit der Stromdichte J(¢,x), so muss das Element gemafl dem Ohmschen Gesetz einem
elektrischen Feld

E(t,x) = pe(x,T)J(t,x) (3.57)

ausgesetzt sein [3.21]. Hier bezeichnet p. den spezifischen Ohmschen Widerstand des
Materials, der im Allgemeinen vom Ort x = (z,y,2) und der lokalen Temperatur T
abhéngt. Haufig wird die Formulierung

pe(x,T) = pe,o(x)(1 +v(x)(T —Tp)) (3.58)

mit dem Temperaturkoeffizienten v und der Referenztemperatur Ty zur Beschreibung
dieses Effekts verwendet [3.21].

Der Stromfluss verursacht Interaktionen zwischen den sich bewegenden Elektronen
und dem Atomgitter des Leiters, was zu einer Erhéhung der im Material gespeicherten
thermischen Energie fiihrt. In einem Ohmschen Widerstand wird daher am Punkt x die
Leistungsdichte

E(t,x)|13

t,x,T) =E(t,x) - J(t,x) = pe(x,T)|| I (¢, x 2 _ [EG %)l 3.59
olt.3%.T) = B(t:3) - 3(t.3) = pee T30, = L2220 (3.59)
[3.21] dissipiert, d. h. in Warme umgesetzt. Diese Beziehung lésst sich aus dem Verlust
an potentieller Energie, den Ladungsteilchen erfahren, wenn sie sich im elektrischen Feld
bewegen, herleiten (vgl. [3.22]). Grundsétzlich stellt elektrisch leitendes Material mit einem
spezifischen Widerstand p. > 0 also eine volumetrische Warmequelle dar. Integriert man
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g(t,x,T) iiber das Volumen V des Ohmschen Widerstandes R, so ergibt sich die gesamte
in Warme umgesetzte Leistung (Joulsche Wiérme)

U(t)

R
[3.21] wobei U(t) die anliegende Spannung und I(t) der durchflieBende Strom ist. Bei
dieser Integration kann das Gebiet V gedanklich in infinitesimale Stromroéhren zerlegt
werden, liber deren Berandung kein Strom fliefit.

Wird ein Leiter von Wechselstrom iiblicher Netzfrequenz durchflossen, so reicht es zur
Temperaturanalyse meist aus, mit den zeitlichen Mittelwerten von g(t,x,T) und W (t)
zu rechnen, d.h. mit Effektivwerten. Der Grund dafiir ist, dass die Zeitkonstanten des
thermischen Verhaltens meist signifikant héher sind als jene des elektrischen Verhaltens.

(3.60)

W(t) = /Vg(t,x,T) dy =U(@t)I(t) = RI*(t) =

Iac
—>
Thermoelemente =
Messdraht Vergleichsdraht

Abbildung 3.16: Wechselstrom /Gleichstrom-Komparator zur Effektivwert-Messung des
Stromes.

Bemerkung 3.4. Dieses Prinzip wird von sogenannten Thermoumformern zur Bestim-
mung von effektiven Stromwerten bei Frequenzen bis in den GHz-Bereich ausgeniitzt.
Dabei wird die Erwdrmung eines stromdurchflossenen Widerstandsdrahtes gemessen.
Dies erfolgt entweder direkt mit einem Thermoelement oder indirekt durch Erwér-
mung eines zweiten mit Gleichstrom betriebenen Vergleichsdrahtes. Der letztere,
auch als Wechselstrom /Gleichstrom-Komparator bekannte Fall ist in Abbildung 3.16
skizziert. Der mit dem Amperemeter gemessene Gleichstrom I im Vergleichsdraht
entspricht gerade dem Effektivwert des Stromes I, [3.23].

Aufgabe 3.9 (Wechselstrom /Gleichstrom-Komparator). Fir den in Abbildung 3.16
skizzierten Wechselstrom/Gleichstrom-Komparator ist bekannt, dass der Messdraht
und der Vergleichsdraht kreisrunde Querschnitte besitzen und aus dem gleichen
Material gefertigt sind. Der Durchmesser des Messdrahtes sei Dg.; jener des Ver-
gleichsdrahtes Dg.. Die Driahte besitzen eine homogene Temperaturverteilung und
werden ausschlieBlich durch Konvektion an der Mantelfliche gekiihlt, wobei der Wiar-
meiibergangskoeffizient a und die Umgebungstemperatur T, bei beiden Dréhten
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ident sind. Es wird hochfrequenter Wechselstrom [,. gemessen, weshalb der Skin-
Effekt die effektive Leiterquerschnittsfliche des Messdrahtes auf 10 % reduziert. Mit
welchem Durchmesserverhéltnis D,./Dg. muss das Messgerit gebaut werden, damit
der Gleichstrom ;. dem zu messenden Effektivwert von I,. entspricht?

Lésung von Aufgabe 3.9.

DCLC 3
=1 61
D 0 (3.61)

3.4 Stationare Warmeiibertragung

In diesem Abschnitt werden einige einfache Beispiele zur stationdren Wéarmeiibertragung
diskutiert.

3.4.1 Ebene Wand

T T
To

Too,L

q q
T() T TL Too,O (o7s) —> oy, Too,L

)\(%) )\'L
o ~———~—— — -
a) L b) L

Abbildung 3.17: Stationdre Warmeiibertragung in ebener Wand, a) allgemeiner Wand-
aufbau mit Randbedingungen erster Art, b) schichtweise konstanter
Wandaufbau mit Randbedingungen zweiter Art.

Die Bestimmung des Warmestroms und des Temperaturprofils in einer ebenen Wand
ohne Wiarmequellen und mit Randbedingungen erster Art an beiden Oberflichen kann
als 1-dimensionales Wéarmeleitproblem in kartesischen Koordinaten aufgefasst werden. Im
Folgenden soll von stationdren Verhéltnissen und isotropem Material mit temperatur-
unabhéngiger Warmeleitfahigkeit A(x) ausgegangen werden. Wie in Abbildung 3.17a
dargestellt, habe die Wand die Dicke L und die beiden Oberflachentemperaturen 7'(0) = Tp
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und T'(L) = Tr. Im stationdren Zustand muss gemaf (3.4) die Temperatur 7'(xz) dem
Randwertproblem

d d
- ()\(:c)axT(a;)) —0 und T(0)=Tp, T(L) =T} (3.62)
geniigen. Aus (3.62) folgt
0
AMz)=—T(z) = C = konst. (3.63)
ox
und damit durch Integration
T T0)=C t 1 dz 3.64
x) — = —dz . .
@ -T0)=0 [ (364
Setzt man in (3.64) fiir x = L ein, so erhalt man
T(L)-T(0
c=TDH-T0O) (3.65)
fo W dz
und damit das stationdre Temperaturprofil in der Wand in der Form
i st 02
T(e) = Ty + (Ty — To) 2D (3.66)
0 x@) @
Die Wérmestromdichte ¢ gemé8 (3.1) errechnet sich zu
. 0 To — 1Ty,
§=-Mz)5=-T(z)=-C= 55— (3.67)
Ox I % dz
und fiir konstante Warmeleitfdhigkeit A vereinfacht sich (3.67) zu
LA
q= E(TO —Tr) . (3.68)

Wegen A(x) > 0 ist T'(x) entsprechend (3.66) monoton. Wie geméafl Abschnitt 3.1 zu
erwarten war, haben die Massendichte p und die spezifische Warmekapazitit c, keinen
Einfluss auf den Wéarmestrom und das stationdre Temperaturprofil in der Wand.

Ist eine Wand aus mehreren Schichten mit abschnittsweise konstanten Materialpa-
rametern aufgebaut, wie dies in Abbildung 3.17b) gezeigt ist, dann vereinfacht sich
die Berechnung der Warmestromdichte ¢ geméaf (3.71) erheblich. Man nehme an, die
Wand bestehe aus den Schichten ¢ = 1,..., N mit den jeweiligen Dicken L; und War-
meleitfahigkeiten A;. Auflerdem soll nun von Randbedingungen zweiter Art mit den
Wirmeiibergangskoeffizienten ag und oy, und den festen Temperaturen T\ o und T 1,
der umgebenden Fluide ausgegangen werden. Fiir die Warmestromdichte ¢ folgt in diesem
Fall (siehe Abbildung 3.17b)) unter Beriicksichtigung von (3.11) und (3.68)

AN

q = QQ(TOO,() — To) = 7(T0 - Tl) == 7(TN71 — TL) = aL(TL — Too,L) . (369)
Ly
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Der Wiéirmedurchgangskoeffizient k (gelegentlich auch k-Wert genannt) in W/m?K be-
schreibt den Proportionalitatsfaktor zwischen der Differenz der Auflentemperaturen
(Too,0 — Too,r,) und der Wirmestromdichte ¢. Aus (3.69) lassen sich einfach die Diffe-
renztemperaturen fiir jede Schicht berechnen und addieren

Too,o — Too,L = (Too,o — Tg) + (To — Tl) + -+ (TN,1 — TL) + (TL — Too,L) , (3.70)

s 1 ; Lnv j L
9% a5y Dve 9o

womit sich unmittelbar die Warmestromdichte zu
1

1 N L; 1
a0 T2z tag

§=k(Twp —Too,r) mit k=

(3.71)

ergibt. Man erkennt, dass die Wand besser isoliert, je kleiner der k-Faktor ist.

Beispiel 3.4 (Isolierverglasung). Bei der Auswahl der Fenster fiir ein neues Wohnhaus
steht man vor der Entscheidung, konventionelle Fenster mit einer Einfachverglasung
oder teurere Fenster mit einer Doppelverglasung zu wéhlen. Ein typisches Fenster
mit Doppelverglasung ist in Abbildung 3.18 links dargestellt. Zum Vergleich der
thermischen Eigenschaften soll das Verhéltnis der Warmeiibergangskoeffizienten
zwischen Einfach- und Doppelverglasung untersucht werden.

e,
T
] Sy T
A aj, aj, ar TQ
Ty
Ty AL T
Ty
Ty T .
<1
g < g
1) D 1)

Abbildung 3.18: Querschnitt einer Doppelverglasung (links) mit typischem Tempera-
turverlauf (rechts).

Der Warmeiibergang von Glas auf Luft und umgekehrt wird im Scheibenzwi-
schenraum vernachlassigt, d.h. a; — oco. Fir den Fall T7 > T4 ist ein typischer
Temperaturverlauf in Abbildung 3.18 dargestellt. Da das gesamte Fenster von der
selben Wérmestromdichte ¢ durchsetzt wird, ergeben sich fiir die einzelnen Segmente
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die Beziehungen

q¢=ar(Tr—T) (3.72a)
q= %(Tl —Ty) (3.72b)
qzéﬂﬂ—ﬂﬁ (3.72¢)
q= %(Ta —Ty) (3.72d)
4= aa(Ty—Ta), (3.72¢)

(3.72f)

welche ein lineares Gleichungssystem der unbekannten Groflien 11,75, T5, T, und ¢
darstellen. Daraus folgt der Zusammenhang

1 5 D 1
q(+2+-%>:ﬂ—n, (3.73)

woraus der Warmedurchgangskoeffizient der Doppelverglasung abgelesen werden kann.
Mit dem analog berechneten Warmedurchgangskoeffizienten einer Einfachverglasung

1 1 0 1
—=—4+—+— 3.74
kg (Oéf " AG " aA) (3.74)
ergibt sich das Verhéltnis der beiden Durchgangskoeffizienten zu
) D
kg e T

kD ar a6 Tax

3.4.2 Zylinderformige Wand

Fir die in Abbildung 3.19 dargestellte aus N kreisformigen Schichten bestehende Rohr-
wand soll fiir den stationdren Fall ohne Warmequellen der Temperaturverlauf und der
Warmestrom berechnet werden. Eine Schicht ¢ € {1,..., N} habe den Innenradius r;_1,
den Auflenradius r; und die homogene, temperaturunabhingige Warmeleitfahigkeit ;.
Im Rohr flielt ein Medium mit der festen Temperatur T und das Rohr wird von einem
Medium mit der festen Temperatur T, umstromt. Der Warmeiibergangskoeffizient an
der Rohrinnenseite (Radius 7¢) sei ap; an der Rohrauenseite (Radius ry) sei er ay. Alle
Groflen seien unabhingig von der Winkelkoordinate ¢ und der Langskoordinate z (vgl.
Abbildung 3.2a), so dass die Annahme 1-dimensionaler Warmeleitung in Richtung der
radialen Koordinate r gerechtfertigt ist. Aus (3.5b) folgt damit fiir eine beliebige Schicht
ie{l,....,N}

01 10 ( or

Z;E Tar) Vr € (7“1'_1,7’1') . (3.76)
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T

Tpﬁ
T

0

N

Abbildung 3.19: Stationdre Warmetibertragung in zylinderférmiger Wand.

Diese Differentialgleichung hat die Losung

In( -+
T(r) =T+ (T; — Tz‘—l)(ri_l) Vr € [ri—1, 7] (3.77)

111(7,:_1'1)

mit T; = T'(r;) und T;—1 = T'(r;—1). Wie es sein muss, héngt die lokale Warmestromdichte

T 1T, 1 —T;
q(r) = _)\ii — )\l
or r 1n( ri )

Ti—1

Vr € (rz;l,n) (3.78)

vom Radius r ab. Unter Beriicksichtigung der Randbedingungen zweiter Art ergibt sich
daher fiir die mehrschichtige Wand

1 1
G(r) = Tr — Two) - - (3.79)
" 7“01040 + Zi\;l Alz ln(”_ll) + TNlaN
=k(r)

mit dem vom Radius abhiingigen Wirmedurchgangskoeffizienten k(r) in W/(m?K). Prak-
tisch interessant ist auch noch der vom Radius unabhéngige auf die Rohrldnge bezogene
Warmestrom
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2
1 N 1 1z, 1
roag + 2Xim Xi hl(ﬁ'—l) + TNON

—ko

q-o = (TF - Too)

(3.80)

mit dem bezogenen Warmedurchgangskoeffizienten £° in W/(mK).

Aufgabe 3.10 (Bezogener Warmedurchgangskoeffizient bei schichtweisem zylinderfor-
migem Wandaufbau). Leiten Sie (3.80) ausgehend von (3.76) her. Beachten Sie, dass
im Gegensatz zu (3.69) der Ausdruck r¢(r) betrachtet werden muss.

3.4.3 Vorspringende Teile und Rippen

Abbildung 3.20: Kiihlkérper fiir Elektronikbauteile.

Um den Warmeiibergang zwischen Festkorpern und Fluiden zu verbessern, wird héufig
die wirksame Warmeaustauschflache konstruktiv vergroflert, z. B. durch Rippen. Abbil-
dung 3.20 zeigt ein Beispiel eines mit Rippen versehenen Kiihlkorpers fiir Elektronikbau-
teile.

Bemerkung 3.5. Auch in der Natur sind solche konstruktiv vergrofierten Warmeaus-
tauschflachen zu beobachten: Delphine niitzen ihre Flossen auch zur Temperaturrege-
lung. Bei afrikanischen Elefanten entfillt rund ein Sechstel der Korperoberflache auf
die kiihlenden Ohren.

Da eine exakte Berechnung des Temperaturfeldes und Wéarmeiibertragungsverhaltens
solcher Bauteile meist mit erheblichem Aufwand verbunden ist, beschrédnkt man sich oft
auf Naherungen mit zahlreichen vereinfachenden Annahmen.

Mit diesen Ergebnissen ldsst sich der Effekt von Rippen (oder anderen konstruktiven
Elementen) auf den Warmeaustausch an einer Oberfliche bestimmen. Ausschlaggebend ist
die Form und das Material der Rippen sowie deren Einfluss auf die Warmeiibertragung an
der Oberfliche (z. B. verringerter Warmeiibergangskoeffizient durch behinderte Strémung
und verringerte Warmestrahlung durch Schattenwurf). Zur Beurteilung, ob der Einsatz
bestimmter Rippen zweckméfBig ist, ist der Gesamtwarmestrom durch den Basisquerschnitt
(Befestigungsstelle x = 0 in Abbildung A.1) der Rippen sowie durch die zwischen den
Rippen liegenden Fldchen mit jenem Gesamtwérmestrom zu vergleichen, der ohne Rippen
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auftreten wiirde. In diesem Zusammenhang wird hiufig der Rippenwirkungsgrad

ny =29 o] (3.81)
max
als Maflzahl verwendet. Er setzt den tatséchlich an der Befestigungsstelle z = 0 auftreten-
den Wéirmestrom Q(O) ins Verhéltnis zum Warmestrom Qpmqs, der auftreten wiirde, wenn
die gesamte Rippenoberfliche die Temperatur T (Temperatur an der Befestigungsstelle
x = 0) hétte.

3.5 Transiente Warmeiibertragung

Meist ist das Finden einer exakten analytischen Losung von transienten Warmeiiber-
tragungsproblemen, die die Warmeleitgleichung (3.4) beinhalten, eine herausfordernde
Aufgabe. Fiir praktische Anwendungen werden daher oft numerische Naherungsverfah-
ren zur Losung verwendet (vgl. Abschnitt 3.6). In speziellen Fallen lassen sich jedoch
geschlossene analytische Losungen finden, die z. B. bei der Verifikation von numerischen
Losungsverfahren oder als Naherungslosung fir dhnliche Problemstellungen dienlich sein
koénnen.

Aufgabe 3.11 (Einfaches transientes Warmeleitproblem). Fiir ein 1-dimensionales
Warmeleitproblem mit konstanter, homogener Temperaturleitfahigkeit a gelte g =
A2K/m?, d.h.

or 9T

Ezaw+2a 1'6[0,1] ,t>0 (382&)
Hinzu kommen die Anfangs- und Randbedingungen

T(0,z) =sin(rz) +1 -2  z€]0,1] (3.82b)

T(t,0)=1, T(t,1)=0 t>0. (3.82¢)

Berechnen Sie die analytische Losung T'(¢, z) fiir dieses Problem. Sie kénnen dabei
die Laplace-Transformation beziiglich der Zeit ¢ verwenden.

Lésung von Aufgabe 3.11.

T(t,x) = et sin(rz) + 1 — 22 (3.83)

Beispiel 3.5 (Tauchsieder). Der in Abbildung 3.21 skizzierte zylindrische Behélter ist
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Abbildung 3.21: Wasserbehélter mit Tauchsieder.

zunéchst vollstindig mit Wasser (Masse my, spezifische Warmekapazitét c, im fliis-
sigen Zustand, Verdampfungsenthalpie h, in J/kg, Siedetemperatur Ty) mit einer
anfianglichen Temperatur Ty = T, gefillt. Es wird angenommen, dass die Grund-
fliche und die mit einer Offnung versehene Deckfliiche des Behélters adiabat (kein
Wérmeaustausch mit der Umgebung) sind.

Der Mantel des Zylinders hat eine Dicke L und eine Fldche A und besteht aus
Keramik (Warmeleitfdhigkeit A). Der Mantel tauscht durch freie Konvektion Warme
sowohl mit dem enthaltenen Wasser als auch mit der umgebenden Luft aus. Der
Wairmeiibergangskoeffizient betrégt innen «; und auflen «. Die wirksame Wérme-
austauschflache ist proportional zum Fiillstand des Behélters. Die Luft hat eine feste
Temperatur T. Es ist von stationdrer Warmeiibertragung durch den Behélterman-
tel auszugehen, wobei die Wand aufgrund ihrer geringen Dicke als eben betrachtet
werden kann. Zum Zeitpunkt ¢ = 0 wird ein im Behélter eingebauter Tauchsieder
eingeschaltet.

Es soll nun die Leistung P des Tauchsieders so dimensioniert werden, dass das
Wasser zum Zeitpunkt ¢ zu sieden beginnt. Dazu wird angenommen, dass die Wasser-
temperatur 7'(¢) homogen ist und die gesamte Leistung P in Warme umgewandelt und
vom Wasser aufgenommen wird. Nach (3.4) lautet die zugehorige Differentialgleichung

mocp%T(t) = P~ EA(T(t) — Tx), T(0) = Tn (3.84)

mit dem Warmedurchgangskoeffizienten geméfl (3.71)

1
h=4—71 71 (3.85)
ap N g
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Die Losung von (3.84) resultiert in

P __kA 4
T(t) =T + A (1 —e ™o ) (3.86)

und damit folgt fiir die Leistung P (damit zum Siedezeitpunkt ¢s gilt T'(ts) = Ts) die

Beziehung

pP= % : (3.87)

1—¢ ™o
Wenn das Wasser die Siedetemperatur T erreicht, dann bedingt die durch den
Tauchsieder zugefithrte Warmemenge, dass es zum Verdampfen des Fluids kommt
und die Wassertemperatur T'(t) = T bleibt fiir alle Zeiten ¢ > t; konstant. Da die
wirksame Wéarmeaustauschfliche proportional zum Fiillstand des Behalters ist, folgt
fiir den an die Umgebung abgegebenen Wéarmestrom

moy — mD(t)

Qav(t) = — kA(Ts — To) (3.88)

mo

wobei mp(t) jene Wassermenge bezeichnet, die bereits in Dampf umgewandelt wurde.
Aus der Energiebilanz erhilt man

d — t
By Lmpt) = p— 0= L n 1) mp(t) =0 (3.89)
dt mo
und damit
P kA(Ts—Too) (4
mD(t) = my <1 — W) <1 — € hymg (t t5)>7 t 2 ts . (390)

Aus (3.90) erkennt man, dass die gesamte Wassermenge nach der Zeit

P ) hvmo
P — kAT — Tno) ) KA(Ts — Tro)

t=1ts+ ln( (3.91)

verdampft ist.

3.6 Numerische Losung von Warmeiibertragungsproblemen

Die Warmeleitgleichung (3.4) ist ein Anfangs-Randwert-Problem und gehort zur Klasse
der parabolischen Differentialgleichungen. Die Randbedingungen ergeben sich in Abhéan-
gigkeit der jeweiligen Aufgabenstellung. Fiir stationédre Problemstellungen vereinfacht
sich (3.4) zu einer elliptischen Differentialgleichung. Zur numerischen Losung von War-
meiibertragungsproblemen mit Warmeleitung kommen daher alle Verfahren in Frage,
die grundsétzlich fiir parabolische oder elliptische Differentialgleichungen geeignet sind.
Dazu gehoren z. B. die Finite Differenzen Methode [3.24], das Kollokationsverfahren, die
Galerkin Methode, die Finite Volumen Methode und die Finite Elemente Methode [3.25].
Aufler der Finiten Differenzen Methode sind all diese Verfahren Spezialisierungen der
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Methode der gewichteten Residuen. Der vorliegende Abschnitt gibt eine erste Einfithrung
in die Finite Differenzen Methode und eine daraus ableitbare konzentriert-parametrische
Problemformulierung als thermisches RC-Netzwerk.

3.6.1 Finite Differenzen Methode

Bei der Finite Differenzen Methode wird das Rechengebiet 6rtlich und zumeist auch
zeitlich in Gitter eingeteilt und die Losung wird nur an den Gitterpunkten berechnet. Dazu
werden die in den Differentialgleichungen vorkommenden Ableitungen ndherungsweise
durch Differenzenquotienten ersetzt. Fiir eine allgemeine, hinreichend oft differenzierbare
Funktion y(z) sind in Tabelle 3.2 Beispiele fiir Differenzenquotienten gegeben, wenn das
Gitter entlang der z-Achse eine gleichférmige Schrittweite Az aufweist. Die Tabelle zeigt
auch die Ordnung des Abschneidefehlers.

Tabelle 3.2: Differenzenquotienten.

y(r + Az) — y(x)

1. Ableitung, Vorwirtsdifferenz ~ y/(x) = A + O(Azx)

1. Ableitung, Riickwirtsdifferenz 3/ (z) = y(@) = yA(j; — Az) + O(Ax)

1. Ableitung, zentrale Differenz  y/(x) = ylz + Ax;;xy(x — A7) + O(Az?)

2. Ableitung, zentrale Differenz " (z) = ylz = Az) - ini) +ylz+ Az) + O(Az?)

Aufgabe 3.12 (Differenzenquotienten). Die Herleitung von Differenzenquotienten und
die Berechnung der zugehorigen Abschneidefehler kann mittels Taylorreihenentwick-
lung am Punkt x erfolgen. Rechnen Sie auf diese Art die in Tabelle 3.2 angegebenen
Differenzenquotienten nach.

Anhand des 1-dimensionalen Wérmeleitproblems

or  9*T
5t = %92 Vt>0,xz€(0,L) (3.92a)
mit a = ﬁ (homogenes Material, konstante Materialparameter, keine Quellterme) fiir die

Temperatur T'(¢, ) im Gebiet x = [0, L] mit den Randbedingungen

oT

- = .92b

0x lz=0 0 (3:92b)

T(t,L) =T(t) (3.92¢)
und der Anfangsbedingung

T(0,2) = Ty(x) (3.92d)
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soll die Finite Differenzen Methode veranschaulicht werden. Das Rechengebiet wird o6rtlich
in N Intervalle [x;_1,2;] (i = 1,2,...,N) aufgeteilt, wobei

z; = 1Az 1=0,1,...,N, Az = (3.93)

=i

Auflerdem soll die Zeitachse in Intervalle der festen Linge At unterteilt werden, so dass
sich die Gitterpunkte

tj =jAt (3.94)
ergeben. Fiir die Werte an den Gitterpunkten werden die Abkiirzungen T;(t) = T'(t, x;)
und 77 = T(tj,z;) = T;(t;) verwendet. Aus einer Ersetzung der Ortsableitung in (3.92a)
geméafl Tabelle 3.2 folgt das Anfangswertproblem
a

Tz(t) = F(ﬂfl(t)_2Ti(t)+Ti+l(t))a i=12...,N-1 (3'953)
To(t) = oy (Ti0) ~ To(0) (3.95b)

mit den Anfangswerten
Ti(0) = Ta(z;) i=0,1,...,N—1. (3.95¢)

In (3.95a) gilt natiirlich Ty (t) = Tr(¢t). Um (3.95b) zu erhalten, wurde ein virtueller
Gitterpunkt an der Stelle x_ eingefiihrt und die Randbedingung (3.92b) mit dem zentralen
Differenzenquotienten ausgewertet. Dies fihrt auf

Ti(t) —T-1(1)
2Ax

und damit die in (3.95b) verwendete Beziehung 7" ;(t) = Ti(t). Das Anfangswertpro-
blem (3.95) ist linear und liegt bereits in Zustandsraumdarstellung vor. Es kann also
direkt die Losungsformel fiir lineare zeitinvariante Systeme zur Berechnung der Tem-
peraturtrajektorien verwendet werden. Alternativ kann das Anfangswertproblem auch
mit iiblichen numerischen Methoden integriert werden. Das Euler-Vorwartsverfahren, das
aus der Anwendung des Vorwértsdifferenzenquotienten (vgl. Tabelle 3.2) auf die linken
Seiten von (3.95a) und (3.95b) folgt, ist eine solche Methode. Es fithrt auf die explizite
Differenzengleichung

Ata

=0 (3.96)

:r;?'“:TMrF(TJ —2T) +T/.) j20,i=12..,N-1 (3.97a)
2Ata ; .
Tt =1 + A7 (T - TY) i>0 (3.97b)
mit den Anfangswerten
T? = Ta(z;) i=0,1,...,N—1. (3.97¢)

Es ist unmittelbar einsichtig, dass dieses zeitdiskrete lineare System nicht fiir beliebige
Werte Ata/Az? stabil ist. D.h. die Wahl der Zeitschrittweite At ist auf die Wahl der
Ortsschrittweite Ax abzustimmen. Das Einhalten der Bedingung

alt 1
s (3.98)
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garantiert die Stabilitdt von (3.97). Auf den Beweis dieser Bedingung wird hier verzichtet
—er kann z. B. in [3.26] nachgeschlagen werden.

Mit der hier beschriebenen Finite Differenzen Formulierung kénnen bereits 1-dimensionale
transiente Wérmeleitungsprobleme gelost werden. Andere Arten der Diskretisierung, ins-
besondere der Zeitableitung in (3.92a) finden sich z. B. in [3.3, 3.4, 3.10]. Darunter sind
auch Formulierungen die auf implizite Differenzengleichungen fiihren, deren Stabilitét
bedingungslos oder mit weniger stringenten Anforderungen an At und Ax gesichert ist.
Die Anwendung des Verfahrens auf mehrdimensionale Wéarmeleitprobleme wird z. B. in
[3.4, 3.10, 3.11] beschrieben. Theoretische Grundlagen zur Finite Differenzen Methode
finden sich z. B. in [3.24].

Aufgabe 3.13 (Differenzenquotienten fiir unregelméflige Gitter). Auch die Anwendung
der Finite Differenzen Methode mit unregelméfiigen Gittern und auf unregelméflige
Rechengebiete ist moglich. Als Vorbereitung dazu dienen die folgenden Rechnungen.
Es ist wie in Tabelle 3.2 von einer Funktion y(x) auszugehen, wobei die a-Achse mit
der nicht notwendigerweise regelméfigen Schrittweite Azx; = x;11 —x; zu diskretisieren
ist.

a) Zeigen Sie, dass die zunéichst naheliegende Formulierung

o\ Y(wiy1) — y(wi-1)
Y (x;) = Avi it Az, (3.99)

fiir den zentralen Differenzenquotienten 1. Ordnung einen Abschneidefehler von
nur linearer Ordnung aufweist.

b) Finden Sie unter Verwendung von y(x;—1), y(x;) und y(z;41) eine bessere
Formulierung fiir y/(z;), deren Abschneidefehler stets quadratische Ordnung
besitzt.

c¢) Finden Sie unter Verwendung von y(z;—1), y(z;) und y(z;11) einen Differen-
zenquotienten, der eine Naherung fiir y”(x;) reprasentiert, und zeigen Sie, dass
deren Abschneidefehler lineare Ordnung besitzt.

Lésung von Aufgabe 3.13.
b)

A i— ) A i ¢
() — Y(Tit1) e +Z/(~’Ei>(AAxL B Awwil) ) ma (3.100)
y\ri) = Ari 1+ Az .

y(@i) o — y@) (5 + ab) + Y@ m
Ax;_1 + Ax;

y"(z;) = 2 (3.101)
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Aufgabe 3.14 (Stationdre Warmeiibertragung in einem umstromten Stab). Rechnen
Sie mit Hilfe der Finiten Differenzen Methode die Ergebnisse (A.8) und (A.10)
fir die Parameterwerte L = 0.5m, Ty = 353K, 11, = T, = 293K, a = a5, =
25W/(m?K), P =0.5m, A = 0.01m? und A = 60 W/(m K) nach. Implementieren
Sie dazu die Gleichung (A.7a) samt den jeweils zugehorigen Randbedingungen in
einem Computernumerikprogramm. Ersetzen Sie dabei die Ortsableitungen durch
zentrale Differenzenquotienten gemafl Tabelle 3.2 fiir ein regelméfiges Gitter mit der
Schrittweite Ax. Vergleichen Sie die Ergebnisse fiir unterschiedliche Schrittweiten mit
den analytischen Resultaten (A.8) und (A.10).

Aufgabe 3.15 (Transiente Warmeiibertragung in einem umstromten Stab). Erweitern
Sie Ihre Ergebnisse aus Aufgabe 3.14 zu einer transienten Analyse. Verwenden Sie
die Anfangsbedingung 7T'(z,0) = T, und die Parameter p = 7850kg/m? und ¢, =
450 J/ (kg K) und wéhlen Sie unter Beriicksichtigung von (3.98) geeignete Schrittweiten
At und Az. Wie lange dauert es bis die maximale Differenz zwischen stationdrem
und transientem Temperaturprofil den Wert 0.05(7p — Tw,) unterschreitet?

3.6.2 Konzentriert-parametrische Formulierung als RC-Netzwerk

Ein meist zentraler Schritt bei der numerischen Losung von Wéarmeiibertragungsproblemen
ist der Ubergang von einer verteilt-parametrischen zu einer konzentriert-parametrischen
Formulierung, d.h. die rdumliche Diskretisierung. Im vergangenen Abschnitt beruhte
dieser Ubergang rein auf mathematischen Uberlegungen zur Berechnung von Ableitun-
gen. Aufbauend auf diesen Resultaten zeigt der vorliegende Abschnitt eine physikalisch
motivierte Moglichkeit zur rdaumlich diskreten Formulierung von Warmeiibertragungspro-
blemen. Diese Formulierung fiihrt auf eine anschauliche Analogie zwischen elektrischen
RC-Netzwerken und thermischen Netzwerken (thermische RC-Netzwerke). Die nachfolgend
néher diskutierten korrespondierenden Groéflen sind in Tabelle 3.3 aufgelistet.

Tabelle 3.3: Analogie zwischen elektrischen und thermischen Netzwerken.

Elektrische Grofie Einheit Thermische Grofle Variable Einheit
Potentialdifferenz \% Temperaturdifferenz T K
Elektrischer Strom A Warmestrom Q \WY%
Elektrische Ladung C Enthalpie H J
Elektrischer Widerstand Q Thermischer Widerstand R K/W
Elektrische Kapazitat F Thermische Kapazitét C J/K

Die Temperatur T stellt eine Zweipunktgrofe dar, der Warmestrom Q eine Einpunktgro-
Be. Ahnlich dem Ohmschen Gesetz in der Elektrotechnik gilt fiir die Temperaturdifferenz
AT an den beiden Enden eines thermischen Widerstandes R
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AT = RQ . (3.102a)

Ferner kann das dynamische Verhalten der Temperatur 7' (Zustandsgrofie) einer thermi-
schen Kapazitat C' durch
. Q
T7=— 3.102b
c ( )

charakterisiert werden. Auch hier ist die Ahnlichkeit zur Strom-Spannungsbeziehung an
elektrischen Kapazitdten unmittelbar ersichtlich. Bemerkenswerterweise findet sich im
Bereich der Warmeiibertragung aber kein Analogon zur elektrischen Induktivitét. Dies
erklart aus physikalischer Sicht, warum es in thermischen Netzwerken (ohne periodische
Anregung) kein oszillierendes Verhalten geben kann. D.h. das linearisierte dynamische
System besitzt ausschliefSlich rein reelle Eigenwerte.

Die Darstellung eines Wérmeiibertragungsproblems als thermisches RC-Netzwerk kann
hilfreich sein, weil die aus der Elektrotechnik bekannten Knoten- und Maschengleichungen
zur Netzwerkanalyse genutzt werden kénnen. Ferner konnen giangige Netzwerksimulations-
programme zur Berechnung herangezogen werden.

Isolierter Stab . Az ,

170 Roy T3 TiciRi1; Ty Rij1Tina Ry an [Ty
4 (] [} ® (] (] [ ) [ ]
Co Cl 01;1 01 Ci+1 CN
N
f } } } } } } >
Zo €1 T LTi—1 Ty Ti+1 T TN

fe—— ]

Az

Thermisches RC-Ersatzschaltbild
Ty foi 1 T, Bi-vi T, RiiniTyy, RN-1,N TN

T N R0

TCO T T T, TG 1Ci1 | On |

Abbildung 3.22: Finite Differenzen Formulierung als Kette von RC-Gliedern.

Abbildung 3.22 zeigt einen an der Mantelfliche und am Ende z = 0 isolierten Stab,
dessen transienter Temperaturverlauf z. B. mit Hilfe von (3.95) berechnet werden kann.
Die Diskretisierungspunkte x; sind als schwarze Punkte in Abbildung 3.22 dargestellt. Die
Querschnittsfliche des Stabes sei konstant A. Man kann nun in (3.95a) und (3.95b) durch
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Umschreiben in die Form

AwA/)CI' Tl(t) = AAA (Ti—l(t) - Tl(t)) + AAL <Ti+1(t) - Tz(t))v i=1,2, N -1
T Ri_1, TR 41
(3.103a)
Ax .
— Apey To(t) = A (T1(t) = To(t)) (3.103b)

thermische Kapazitaten C; und thermische Widerstande R; ;1 identifizieren und das
in Abbildung 3.22 gezeigte Ersatzschaltbild erstellen. Es hat eine leiterféormige Struktur
und wird auch Cauer Modell genannt. Der thermische Widerstand R; ;1 verbindet den
Knoten x; mit dem Knoten x;41. Die thermische Kapazitit C; verbindet den Knoten x;
mit der thermischen Masse. Da der Knoten xg am Rand des Rechengebietes liegt, ist seine
thermische Kapazitdt Cp nur halb so grofi, wie die der Knoten im Inneren. Gleiches wiirde
auch fir den Randknoten xn gelten, dessen thermische Kapazitdt Cy aber hier nicht von
Bedeutung ist, da Ty (t) = T1(t) fest vorgegeben ist (Randbedingung erster Art).

An diesem einfachen Beispiel werden bereits einige der folgenden Prinzipien von thermi-
schen RC-Netzwerken klar:

o Ein thermisches RC-Netzwerk beschreibt ein Anfangswertproblem (gewthnliche
Differentialgleichung mit Anfangswerten, vgl. das Zustandsraummodell (3.95)).

e Thermische Widerstinde stellen immer eine thermische Verbindungsstrecke zwi-
schen zwei Knoten dar. Auflerdem treten sie bei einigen Randbedingungen auf.
Mit thermischen Widerstianden lassen sich wiarmeleitende Volumen und generell
Wiérmeiibertragungsstrecken modellieren. Der in stationéren Warmeiibertragungspro-
blemen haufig verwendete k-Wert (vgl. (3.71) und (3.79)) steht mit dem thermischen

Widerstand iiber die Beziehung

1
R=— (3.104)

in Verbindung, wobei A die Querschnittsfliche des Widerstandes ist.

¢ Volumetrische Warmequellen kénnen als zusétzliche in die Netzwerkknoten miinden-
de Stromquellen modelliert werden (vgl. Abbildung 3.23d)).

e Thermische Kapazitdten sind immer direkt mit der thermischen Masse verbunden,
d. h. alle Kapazitaten sind sternférmig um die thermische Masse angeordnet. Ther-
mische Kapazitdten haben keinen Einfluss auf die stationdre Temperaturverteilung
und das stationdre Wérmeiibertragungsverhalten des Systems.

o Die Temperatur (das Potential) der thermischen Masse kann im Falle konstanter
Materialparameter (spezifischer Warmekapazitit, Dichte, Leitfdhigkeit) auf einen
beliebigen Wert gesetzt werden.
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o Eine Randbedingung erster Art (fest vorgegebene Temperatur T;) kann als ideale
Potentialquelle modelliert werden (vgl. Abbildung 3.23a)).

o Eine Randbedingung zweiter Art (fest vorgegebener Wéarmestrom Qa) kann als
ideale Stromquelle modelliert werden (vgl. Abbildung 3.23b)). (Entfillt im obigen
Beispiel, da der Warmestrom am Rand x = 0 verschwindet.)

» FEine Randbedingung dritter Art (temperaturabhéngige Warmestromdichte a(Ts —
T%), vgl. die Abschnitte 3.2.1 bis 3.2.2) kann mit Hilfe eines thermischen Widerstandes
(Kontakt- oder Ubergangswiderstand)

Ry = — (3.105)
‘7 Aa '
modelliert werden, wobei A die Fldche der Randbedingung ist. Ist eines der beiden
Temperaturniveaus fest vorgegeben (gilt z. B. haufig fiir die Umgebungstemperatur
Tw), so ist der Widerstand an eine ideale Potentialquelle zu koppeln (vgl. Abbil-
dung 3.23c)).

o Soll ein RC-Netzwerkmodell auch zur Abbildung nichtlinearer Effekte (z. B. Wir-
mestrahlung, vgl. Abschnitt 3.2.3) verwendet werden, so sind die konstitutiven
Beziehungen (3.102) durch entsprechende nichtlineare Ausdriicke zu ersetzen. Au-
Berdem ist es natiirlich moglich den linearisierten Anteil des thermischen Verhaltens
als lineares Netzwerk zu modellieren.

Ty
? Qa%
a) — b) = c)

Abbildung 3.23: Basiselemente fiir thermische RC-Netzwerke, a) Randbedingung erster
Art, b) Randbedingung zweiter Art, ¢) Randbedingung dritter Art, d)
Knotenelement mit Wéarmequelle.

To Ba T,

Als Grundeinheit zur Erstellung thermischer RC-Netzwerke kann das in Abbildung 3.23d)
gezeigte Knotenelement ¢ dienen. Es ist iiber eine Kapazitit C; mit der thermischen Masse
und tiber Widerstinde R; ; mit den anderen Knoten j = 1,2, ... verbunden und beinhaltet
auflerdem eine (volumetrische) Wérmequelle G;. Eine andere als die in Abbildung 3.22
gezeigte sternférmige Anordnung der Kapazitdten rund um die thermische Masse kann
durch Transformationen gefunden werden. Eine eindeutige physikalische Interpretation ist
jedoch nur bei der sternférmigen Anordnung der Kapazitdten moglich.
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Im obigen Beispiel wurde gezeigt, dass eine Finite Differenzen Formulierung eines
Wiérmeiibertragungsproblems eine einfache Interpretation als thermisches RC-Netzwerk
in Form eines Cauer Modells zulésst. Dieses Prinzip ist erweiterbar, denn das Model-
lierungsergebnis muss nicht zwingend ein Cauer Modell sein und der Ausgangspunkt
der Modellierung ist zumeist keine Finite Differenzen Diskretisierung. Vielmehr kann
ausgehend von einem physikalischen Modell durch benutzerdefinierte Partitionierung des
Rechengebietes direkt manuell ein thermisches RC-Ersatzschaltbild erstellt werden. Daraus
kann leicht ein Zustandsraummodell des Systems abgelesen werden.

Im Falle eines prismatischen, an der Mantelfliche isolierten Koérpers mit der volumetri-
schen Wérmequelle g gilt (vgl. auch (3.95))

C; = Az; Apcy (3.106a)
A1
il = : 1
Riir1 = =3 (3.106b)
G; = Az;Ag . (3.106¢)

In technischen Anwendungen mit komplexeren Geometrien werden diese Werte oft in
Messungen oder numerischen Analysen bestimmt. Wie das nachfolgende Beispiel zeigt,
konnen auch Serien- und Parallelschaltungen von thermischen Widerstdnden zumindest
nadherungsweise berechnet werden. In der darauffolgenden Aufgabe wird die passive
Kiihlung eines Elektronikbauteils untersucht.

Beispiel 3.6 (Serien- und Parallelschaltung von thermischen Widerstdnden). Abbil-
dung 3.24 a) zeigt einen inhomogenen warmeleitenden Quader mit der Lange L, der
Breite B und der Hoéhe H (vgl. [3.4]). An der linken und an der rechten Seitenflache
werden homogen verteilte feste Randtemperaturen eingepriagt (Randbedingungen
erster Art). Alle iibrigen Oberflachen sind adiabat. Der Quader besteht aus den vier
Blocken a, b, ¢ und d mit unterschiedlichen Materialien.
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L
Lo  Ly=L. L4
\ \
a b d
Ao Hy
H )\a )‘d
¢ X\ H.
a) N
Ly
La Aoy B Ly
N\ HB I \HB
— 1+ = ——L
AH.B
b) —
L, Ly Ly
NeH,B  MNHyB \oH,B
La Lc Ld
) MoH:B AH.B NH.B
c - —

Abbildung 3.24: Serien- und Parallelschaltung von thermischen Widerstdanden (in
Anlehnung an [3.4]), a) Aufbau, b) thermisches Ersatzschaltbild fiir
untere Schranke des Gesamtwiderstandes, ¢) thermisches Ersatz-
schaltbild fiir obere Schranke des Gesamtwiderstandes.

Um den thermischen Widerstand R des Quaders zu ermitteln, miisste ein 2-
dimensionales stationdres Warmeleitproblem (numerisch) gelost werden. Durch ein-
fache Serien- und Parallelschaltungen von Teilwiderstédnden lassen sich aber untere
und obere Schranken fiir R finden, die oftmals brauchbare Néherungen fiir R sind.
Zur Erkldrung kann man gedanklich von einer orthotropen Warmeleitfahigkeit aus-
gehen. In horizontaler Richtung gelten die angegebenen Warmeleitfadhigkeiten A,,
Ap, Ac und Ay, Geht man davon aus, dass fir die Warmeleitfahigkeit in vertikaler
Richtung A, — oo gilt, so bedingt dies eine homogene Temperaturverteilung entlang
vertikaler Schnittflichen innerhalb der Teilbereiche a und d und insbesondere an
deren Grenzschichten. Die thermischen Widerstinde der Bereiche b und ¢ sind daher,
wie in Abbildung 3.24b) dargestellt, an ihren Enden thermisch verbunden. Fiir dieses
Ersatzschaltbild folgt

Lo, 1 L
NHB = RfLB | AHE T\ HB

R= (3.107)

was eine untere Schranke des thermischen Gesamtwiderstandes R darstellt. Wird
hingegen A\, = 0 angenommen, womit kein Warmestrom in vertikale Richtung moglich
ist, so ergibt sich ein thermisches Ersatzschaltbild gemafi Abbildung 3.24¢) mit der
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oberen Schranke

R=

) ) (3.108)

Ly + Lb + Ld + Ly + L + Ld
XNH,B T XNHy,B " X;H,B NH.B T X.H.B " N;H.B

Beispiel 3.7 (Dimensionierung eines Kiihlkorpers fiir einen Spannungsregler). Ein
linearer Spannungsregler liefert am Ausgang U, = 5V, wobei fiir die Eingangsspan-
nung 6 V < U, <20V gelten muss. Die angeschlossene Last zieht einen Gleichstrom
I, = 0.5 A. Der gleiche Strom flie3t auch eingangsseitig, d.h. der Spannungsregler
reduziert nur die Eingangsspannung auf den gewiinschten Ausgangswert U,. Aus dem
Datenblatt des Spannungsreglers sind auflerdem die thermischen Widerstandswerte
Rsp = 5K/W und Rps = 60 K/W bekannt. Rgp ist der thermische Widerstand zwi-
schen Sperrschicht und Basisplatte und Rp ist der thermische Widerstand zwischen
Basisplatte und Umgebungsluft. Die Basisplatte hat eine Masse mp = 0.002 kg und
eine spezifische Warmekapazitéit cg = 385 J/(kg K) (Kupfer). Die Warmeiibertragung
iiber das Kunststoffgehduse und die elektrischen Anschlusskontakte sei vernachléssig-
bar klein.

Schnitt A-A Too
Kunststoffgehduse Substrat
Sperrschicht Basisplatte

|
(%) %
.
7777727777275 7777777 777777777777
Kiihlkorper

Anschlusskontakte ~ Warmeleitpaste
b)

Abbildung 3.25: Spannungsregler mit Kiihlkérper, a) Ansicht, b) innerer Aufbau.

Die Sperrschichttemperatur T soll den Wert T's 4, = 403 K nicht iiberschreiten,
wobei die Umgebungsluft die feste Temperatur To, = 323 K aufweist. Um die Kiihlung
zu verbessern, wird ein Kiihlkorper (passive Kithlung) mit der Masse myg = 0.02kg
und der spezifischen Warmekapazitit cx = 903 J/(kg K) (Aluminium) aufgeschraubt.
Der thermische Widerstand zwischen Kiihlkérper und Umgebungsluft betréigt laut
Datenblatt des Kiithlkérpers Rxo, = 7K/W. Durch die Verwendung von Wéarme-
leitpaste konnte der Ubergangswiderstand zwischen Basisplatte und Kiihlkérper im
Vergleich zu einem Luftspalt deutlich reduziert werden. Die Paste besitzt eine Warme-
leitfihigkeit von A = 0.8 W/(m K) und wurde auf einer Fliche A = 150 mm? mit einer
Dicke H = 30 pm aufgetragen. Durch Anwenden der konzentriert-parametrischen
Formulierung sollen folgende Fragen geklart werden:

a) Wie hoch darf die Eingangsspannung U, im stationdren Fall mit bzw. ohne
Kiihlkérper maximal sein, damit die zuléssige Sperrschichttemperatur T's ;,qs
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eingehalten wird?

b) Zur Untersuchung des Einflusses von Schwankungen der Eingangsspannung
soll davon ausgegangen werden, dass die Eingangsspannung U, (t) sinusformig
zwischen 6 V und 20 V schwankt, d. h. den Verlauf U, (t) = U, + U, cos(2n ft) mit
U. =13V und U, = 7V besitzt. Welche Frequenz f muss das Signal mindestens
haben, damit der Spannungsregler in der Konfiguration mit dem Kiihlkérper
nicht tiberhitzt?

Die in Abbildung 3.25 dargestellte Konfiguration ldsst sich durch die thermischen
Ersatzschaltbilder geméfi Abbildung 3.26 beschreiben, wobei P die Heizleistung
des Spannungsreglers und Rp den Warmeiibergangswiderstand der Wéarmeleitpaste
bezeichnen.

TS RSB TB RBoo Too TS RSB TB RP TK RKoc Too

Pm Pé I:cB %le él?
) = L

Abbildung 3.26: Thermische Ersatzschaltbilder, a) ohne Kiihlkérper, b) mit
Kiihlkorper.

ad a) Die Heizleistung des Spannungsreglers betrigt

P= U —Uy)l, , (3.109)
so dass
Pmax
Ue,maz = Ua + Vi . (3110)

Fiir die maximale Heizleistung gilt im stationdren Fall

Praz = W , (3.111)
wobei ohne Kiihlkérper fiir den Gesamtwiderstand
Ryes = Rsp + Rpoo (3.112)
gilt und mit Kihlkorper
Ryes = Rsp+ Rp + Rk - (3.113)
Hierbei ist I
Rp = VI (3.114)
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der Warmeiibergangswiderstand der Warmeleitpaste. Damit kann die maximale
Eingangsspannung Ue . direkt berechnet werden. Ohne Kiihlkorper diirfen
maximal 7.462V und mit Kiithlkérper maximal 18.061 V am Eingang anliegen.

ad b) Fur die thermischen Kapazitéten gilt
Cp =mpceR , Crx = mgck (3.115)
und fiir die Heizleistung im Spannungsregler erhélt man

P(t) = (U, 4 U, cos(2n ft) — Ug) Iy = (Up — Ug)Io + U I, cos(2m ft) . (3.116)
—_—— =~
=P P
Da es sich um ein lineares System handelt gilt fiir die Sperrschichttemperatur

Ts(t) = Ts + T cos(27 ft + ) (3.117)

mit dem konstanten Anteil

Ts =T + P(Rsp + Rp + Rioo) » (3.118)
der Amplitude A A
Ts = |G(j2n f)|P (3.119)
und der Phase
o =arg(G(j2nf)) . (3.120)

Die hier verwendete Ubertragungsfunktion

Rp(l + SRKOOCK) + Rroo
(1 + SRPCB)(l + SRKOOCK) + SRioCpr

G(s) = Rsp + (3.121)
lasst sich leicht anhand des in Abbildung 3.26b gezeigten RC-Netzwerks be-
rechnen. Natiirlich zeigt sie Tiefpassverhalten. Die gesuchte minimale Frequenz
frmin lasst sich aus der Bestimmungsgleichung

TS,maz - TS

= = |G(727 finin 3.122
£ =166 ) (3122)

berechnen. Man erhélt z. B. durch numerisches Losen von (3.122) fin =
1.429-1073Hz = 5.146 h 1.
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