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1 Grundlagen der Kontinuumsmechanik

Physikalische Objekte bestehen aus Molekiilen, welche wiederum aus Atomen aufgebaut
sind. Unter einem mikroskopischen Modell versteht man ein Modell, welches physikalische
Zusammenhénge auf atomarer Ebene beschreibt. Mikroskopische Modelle sind damit au-
Berst wichtig fir die Untersuchung physikalischer Phdnomene. Fiir Ingenieursanwendungen
ist dieser Zugang allerdings nur bedingt einsetzbar. Wir werden uns im Folgenden daher
mit der Methode der Kontinuumsmechanik beschéaftigen, die ein méchtiges und effektives
Werkzeug zur Beschreibung von vielen physikalischen Phdnomenen darstellt und ohne ein
detailliertes Wissen der komplexen internen (Mikro-) Strukturen angewandt werden kann.
Hierzu ein Beispiel: Wasser besteht aus unzéhligen Molekiilen. In guter Ndherung kann
Wasser als kontinuierliches Medium anhand von bestimmten Feldgréfien, die im Zusam-
menhang mit internen Strukturen, wie etwa die Dichte, Temperatur und Geschwindigkeit,
beschrieben werden. Aus physikalischer Sicht ist dies eine Néherung, fiir welche die grofie
Anzahl an Molekiilen durch eine kleine Anzahl an Eigenschaften ersetzt wird. Solch ein
Modell wird auch als makroskopisches Modell bezeichnet. Ein makroskopisches Modell
beschreibt damit Figenschaften, welche einer Mittelung iiber Dimensionen entsprechen,
die klein genug sind, um grofle Gradienten und mikrostrukturelle Effekte zu erfassen.
Selbstverstiandlich sind die Vorhersagen basierend auf makroskopisches Modellen nicht
exakt, allerdings hinreichend genau um physikalische Phdnomene zu beschreiben. Die
Kernaufgabe der Kontinuumsmechanik besteht prinzipiell darin,

(i) die Bewegung und Deformation (Kinematik) und

(ii) die wirkenden Spannungen und Kréfte (Kinetik) eines physikalische Objektes zu
untersuchen sowie

(iii) sogenannte Erhaltungsséitze zu formulieren, anhand derer die Bewegung des physi-
kalischen Objektes mathematisch beschrieben werden kann.

In der Kontinuumsmechanik wird angenommen, dass ein Kérper, im Folgenden mit
B bezeichnet, eine kontinuierliche (oder zumindest stiickweise kontinuierliche) Massen-
und Volumenverteilung im Raum und der Zeit aufweist. Der Koérper kann damit als
kontinuierliche Menge von materiellen Punkten beschrieben werden und wird auch als
Kontinuum bezeichnet.
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1.1 Grundlagen der Elastomechanik Seite 2

1.1 Grundlagen der Elastomechanik

Bevor die kinematischen und kinetischen Beziehungen fiir den allgemeinen Fall beschrie-
ben werden, soll das folgende Kapitel einige fundamentale Konzepte der Mechanik von
deformierbaren Korpern erlautern.

1.1.1 Spannung

Die auf einen Korper wirkenden dufleren Kréfte werden innerhalb des Korpers iibertragen.
Diese Ubertragung von Kriften fithrt zu inneren Kréften. Deren Intensitéiten sind durch
Spannungen charakterisiert. Man unterscheidet in diesem Zusammenhang zwischen Normal-
und Schubspannungen.

Normalspannung

Man betrachtet zur Definition der Normalspannung einen geraden Stab mit der Quer-
schnittsfliche A, auf den duBere Kréfte f mit dem Betrag ||f|| = f wirken. Deren gemein-
same Wirkungslinie sei die Stabachse, vgl. Abbildung 1.1. Zunéchst schneidet man den

-~
€2
o y

dA

Abbildung 1.1: Normalspannung in einem Stab.

Stab entlang einer Querachse frei. Es wirkt dann auf ein infinitesimales Flachenelement
dA der Querschnittsfliche A eine innere Kraft dN, mit dem Betrag ||[dN|| = dN, die
normal zur Flache A ist. Man definiert nun die Normalspannung o an einem Punkt der
Schnittfliche A in der Form

AN
-5 (1.1)

Damit Kréftegleichgewicht herrscht, muss [, 0dA = [, dN = f gelten. Es folgt damit die
mittlere Normalspannung o iiber die Querschnittsfliche A zu

g

1 f
on=— [ odAd=~=. 1.2
v= fota= (1:2)
Im Falle einer positiven Normalkraft ist auch die Spannung oy positiv und damit eine
Zugspannung. Bei einer negativen Normalkraft ist oy negativ und damit eine Druckspan-
nung.
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1.1 Grundlagen der Elastomechanik Seite 3

Schubspannung

Es wird eine Vernietung von drei Platten zur Definition der Schubspannung betrachtet,
vgl. Abbildung 1.2. Zunéchst wird die Niete mit der Querschittsfliche A freigeschnitten.

162 2f

€1

dA

Abbildung 1.2: Schubspannung, die auf eine Niete wirken.

Auf jedes infinitesimale Flachenelement d.A der Querschittsfliche A wirkt eine innere
Kraft dQ, mit dem Betrag ||dQ|| = d@, tangential zur Querschittsfliche, eine sogenannte
Scherkraft. Thr entgegen wirkt eine duflere Kraft f. Man definiert die Schubspannung 7 an
einem Punkt der Schnittfliche A in der Form
_dQ
=1
Damit Kraftegleichgewicht herrscht, muss [, 7dA = [,dQ = f gelten. Es folgt damit die
mittlere Schubspannung 7¢ iiber die Querschnittsfialche A zu

_ 1 _f
TQ_A/ATdA_A. (1.4)

T

(1.3)

Spannungskomponenten

Mit diesen Voriiberlegungen kénnen die Spannungskomponenten eines deformierbaren
Korpers angegeben werden. Es wird dazu ein Koérper betrachtet, auf welchen mehrere
duflere Krifte fi, fs, ... wirken, vgl. Abbildung 1.3.

f3 dQi2
f5 f5 P
'/{ dN;
€9 d.A
fi f1

€1
€3

Abbildung 1.3: Interne Kréfte, die an einem Punkt P, in einer normal zur Richtung e
definierten Schnittfliche A wirken.

Vorlesung und Ubung Fortgeschrittene Methoden der Modellbildung (Sommersemester 2017)
© ,Institut fiir Automatisierungs- und Regelungstechnik, TU Wien



1.1 Grundlagen der Elastomechanik Seite 4

T12€2 022€2 T32€2
(S} A

011€1 T21€1 > T31€1

€3

T13€3 T23€3 033€3

Abbildung 1.4: Spannungskomponenten.

Um die innere Kraft an einem Punkt P zu charakterisieren, legt man eine Ebene durch
P, die senkrecht zur Richtung von e; ist. Auf ein infinitesimales Flachenelement d.A,
welches den Punkt P einschliet, wirken eine Normalkraft dN; in Richtung von e; und
Scherkréfte dQq2 in Richtung von es bzw. dQi3 in Richtung von e3. Man kann damit
drei Spannungskomponenten am Punkt P in der Form

dn,; S dQ12 . _ d@Qu3

definieren, wobei [|[dN1|| = dNy, [|dQi2|| = dQ12 und ||dQu3|| = dQ13 gilt. Analog kann
man Ebenen durch P einfiihren, die senkrecht zu den Richtungen von e; und es sind,
sieche Abbildung 1.8. Damit ergeben sich sechs weitere Komponenten og9, 791 und 799
bzw. 033,731 und 732. Der erste Index (i) der Schubspannung 7;; gibt damit die Richtung
der Fliachenormale an, auf welcher sie definiert ist, und der zweite (j), die Richtung in
welche sie wirkt. Anhand des Momentengleichgewichts kann gezeigt werden, dass 719 = 71,
To3 = 732 und 731 = 713 gilt. D.h., nur sechs Komponenten sind unabhéngig. Die sechs
unabhéngigen Komponenten beschreiben also vollstdndig die inneren Kréafte an einem
Punkt P innerhalb des Korpers.

(1.5)

11 =

1.1.2 Verzerrung

Unter der Verzerrung eines Korpers versteht man sowohl die Ldngsdehnungen als auch
die Scherungen.

Langsdehnung

Die Léngsdehnung kann wie folgt definiert werden. Am Punkt P definiert man ein
infinitesimales Stabelement dz. Mit du wird im Folgenden die Anderung der Stablinge
des Elements unter dem Einwirken einer Kraft f bezeichnet. Die Langsdehnung am Punkt
P ist definiert als

_du
= -
Besitzt der Stab eine einheitliche Querschnittsfliche, so ist die Langsdehnung einheitlich
iiber die gesamte Lange [y des Stabes und die Dehnung ist gegeben durch ¢ = di/ly.
Hierbei ist [y die Lénge des Stabes im Orginalzustand und dl die Gesamtanderung der
Lénge des Stabes.

(1.6)

Vorlesung und Ubung Fortgeschrittene Methoden der Modellbildung (Sommersemester 2017)
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€2

€1

T u dz + du

Abbildung 1.5: Dehnung eines Stabs.

Scherung

Zur Definition der Scherung betrachtet man den rechteckigen Kérper aus Abbildung 1.6, auf
welchen Schubkréfte 7 wirken. Die (orthogonale) Scherung ist definiert als die Reduktion

A B A ___—
Abbildung 1.6: Orthogonale Scherung.

des rechten Winkels 4BAC = 7/2, d. h. in der Form

N = g — LB'AC’. (1.7)

Verzerrungskomponenten

Mit diesen Voriiberlegungen koénnen die Verzerrungskomponenten eines deformierbaren
Korpers angegeben werden. Man betrachtet dazu das zweidimensionale, infinitesimale
Fléchenelement aus Abbildung 1.7. Die im Folgenden hergeleiteten Ergebnisse lassen sich
einfach auf den dreidimensionalen Fall erweitern. Das Element sei in seiner Initialkonfi-
guration rechtwinklig und die Kanten weisen die Léngen dx; und dzs auf. Wahrend der
Deformation wird ein Punkt A, mit den Koordinaten (z1,x2), auf ein Punkt A’, mit den
Koordinaten (z1+uq,x2+u2), verschoben. Dabei bezeichnen uj und ug die Verschiebungen
in die 1-Richtung bzw. 2-Richtung. Bei einer Deformation &ndern die Kanten ihre Langen
und schliefen Winkel v; und 79 ein. Die Verschiebung eines Punktes B, initial bei den
Koordinaten (x1 + dz1,z2), kann in eine Taylorreihe entwickelt werden. Fiir hinreichend
kleine Verschiebungen kann die Reihe nach dem ersten Glied abgebrochen werden, so dass

Vorlesung und Ubung Fortgeschrittene Methoden der Modellbildung (Sommersemester 2017)
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ouq

uy + B_chde D’
C/
Gua g
u2 + g, IQI
C
72
d332 B’
/
I u A i ug + g—zfdﬂm
U2
es A a2 B
(31 o
u1 + a—;}dxl
€1
Abbildung 1.7: Verzerrungskomponenten.
fiir die Verschiebung des Punktes B in 1-Richtung
ou
ui(x1 + day, xe) =~ uy (1, 22) + 8_a:1d$1 (1.8)
und in 2-Richtung
ou
ug(x1 + day, xe) &~ ug(x1,x2) + 8—;dw1 (1.9)

gilt. Die Verschiebung anderer Punkte kann auf analoge Art und Weise gewonnen werden.
Beachtet man zum einen, dass die Langsdehnung in 1-Richtung durch e1; = (I — ly)/lo
gegeben ist, wobei lg = dx; bezeichnet. Wird zuséatzlich angenommen, dass v; < 1 gilt, so
folgt fiir die Lange des deformierten Korpers | &~ dx1(1 + Ouy/0z1). Insgesamt berechnet
sich folglich die Léngsdehnung in 1-Richtung zu

dxq (1 + g—;ﬁ) —dxq oy

= =—. 1.10
1 dx, ox1 ( )
Die Verallgemeinerung auf drei Dimensionen ergibt
ouq Ous Ous
_ = 2 == 1.11
€11 8371 , €22 afEQ , €33 6333 ( )

Die Scherung zwischen der 1- und der 2-Richtung ist durch vi2 = 1 + 2 gegeben. Wird
angenommen, dass Ju;/0x; < 1 und Juy/dz1 < 1 gilt, dann findet man

Oug
_ _ 8uQ 8u2
—tan 1| —25 ) &t 1(—)%— 1.12
mn an <1 + 8_u1> an (91‘1 8.’171 ( )

Vorlesung und Ubung Fortgeschrittene Methoden der Modellbildung (Sommersemester 2017)
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1.1 Grundlagen der Elastomechanik Seite 7

bzw. mit du;/0xs < 1 und Jug/Jdre <K 1
Oouy
_ _ 8u1 8u1
—tan t[ —%%2 | &t 1(>z 1.13
Yo = tan <1 n % ) an O O (1.13)

Die Verallgemeinerung auf drei Dimensionen ergibt schliellich
. 8U1 6UQ - 8U2 6U3 - 8U3 6U1
M2 = 8902 (9.%1 > B = 8903 6.%2 > TR = (9%'1 6.%3 ’

Zu beachten ist, dass die Beziehungen (1.11) und (1.14) nur Naherungen sind und damit
nur fiir infinitesimale Anderungen der Verschiebungen ihre Giiltigkeit haben.

(1.14)

1.1.3 Stoffgesetze

Spannungen sind ein Maf fiir die Beanspruchung des Materials eines Kérpers. Dehnungen
hingegen sind ein Maf} fiir die Verformung. Die Dehnung hédngt allerdings von der auf
einen Korper wirkenden Kréfte ab. Experimentell kann nachgewiesen werden, dass die
Beziehung zwischen der Spannung und der Dehnung eine Materialeigenschaft ist, d. h. sie
ist unabhéngig von der Geometrie des Korpers. Diese physikalische Beziehung nennt man
Stoffgesetz (Konstitutivgleichung). Der Zusammenhang zwischen der Normalspannung
und der Lingsdehnung eines Probestabes kann in einem Spannungs-Dehnungs-Diagramm
dargestellt werden. Abbildung zeigt schematisch die in einem Zugversuch gewonnene
Beziehung. Die Beziehung zwischen Normalspannung und Langsdehnung ist bis zu einer

oA

Entlastung
oo

Op—

T >
£

Epl

Abbildung 1.8: Spannungs-Dehnungs-Diagramm eines Eisenstabs.

Proportionalititsgrenze op linear. Wird die Normalspannung weiter erhoht, dann wéchst die
Dehnung iiberproportional. Beim Erreichen der sogenannten Fliefsspannung (Streckgrenze)
or nimmt die Langsdehnung bei praktisch gleichbleibender Normalspannung zu. Der
Werkstoff beginnt zu flieen. Anschlieflend steigt die Kurve wieder. Belastet man einen
Probestab bis zu einer Spannung o < o und entlastet ihn anschliefend vollstandig, so wird

Vorlesung und Ubung Fortgeschrittene Methoden der Modellbildung (Sommersemester 2017)
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1.1 Grundlagen der Elastomechanik Seite 8

er wieder seine urspriingliche Lange einnehmen. D. h., die Dehnung geht auf Null zuriick
und die Belastungs- und die Entlastungskurve fallen zusammen. Dieses Materialverhalten
nennt man elastisch. Entsprechend heifit der Bereich o < op linear-elastisch. Wird der Stab
hingegen iiber die FlieBspannung or hinaus belastet, dann verlauft die Entlastungslinie
parallel zur Geraden im linear-elastischen Bereich. D.h., dass bei volliger Entlastung die
Léangsdehnung dann nicht mehr auf Null zuriick geht, sondern vielmehr eine plastische
Léngsdehnung €,; erhalten bleibt. Dieses Stoffverhalten bezeichnet man als plastisch. In
viele Ingenieursanwendung reicht es aus, lediglich den linearen Bereich, in dem das Material
elastisch ist, mathematisch zu beschreiben. Die Beziehung zwischen der Spannung und
der Dehnung ist dann ndherungsweise linear und kann in der Form

o = Ee (1.15)

angegeben werden. Die Beziehung (1.15) ist als Elastizititsgesetz oder Hooksches Gesetz
bekannt und die Materialkonstante F wird als Flastizitdtsmodul bezeichnet. Der Elastizi-
tdtsmodul F ist eine Materialkonstante, die mithilfe eines Zugversuchs bestimmt werden
kann.

Elastizitdtsgesetz fiir den ebenen Spannungszustand

Es soll nun das Elastizitatsgesetz fiir den ebenen Spannungszustand angegeben werden.
Dazu werden homogene und isotrope Werkstoffe betrachtet. Ein homogener Werkstoff
weist an jeder Stelle die gleichen Eigenschaften auf. Bei einem isotropen Werkstoff sind
die Eigenschaften in alle Raumrichtungen gleich. Zur Herleitung des Elastizitétsgesetzes
betrachtet man ein Rechteck, auf das die Normalspannungen o;; wirken. Dann gilt
entsprechend (1.15)
1

€11 = EUH . (1.16)
Messungen zeigen, dass die Spannung o1 nicht nur eine Lingsdehnung €11 = 011 /F,
sondern gleichzeitig eine Verkleinerung des Querschnitts bewirkt. Daher tritt auch eine
Querdehnung €29 in Richtung von e auf. Diesen Vorgang nennt man Querkontraktion.
Die Querdehnung €95 ist proportional zur Langsdehnung €11, d. h. es gilt

€99 = —V€1] . (1.17)

Hierbei bezeichnet v eine dimensionslose Materialkonstante, welche als Querkontraktions-
zahl oder auch Poissonsche Zahl bezeichnet wird. Die Spannung 17 verursacht also die
Dehnungen €117 = 011/F und €22 = —voy1/E. Entsprechend erzeugt eine Spannung g9
die Dehnungen €17 = —vo93/E und €93 = 092/ E. Die gesamte Dehnung erhélt man damit
durch Superposition zu

1 1

€11 = E(Ull — VO'QQ) , &29 = E(O’QQ — 1/011) . (1.18)

Wenn man eine Scheibe nur durch Schubspannungen 72 belastet (reiner Schub), so stellt
man im Experiment einen linearen Zusammenhang zwischen der Scherung 12 und der

Vorlesung und Ubung Fortgeschrittene Methoden der Modellbildung (Sommersemester 2017)
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1.2 Kinematik von deformierbaren Kérpern Seite 9

Schubspannung 72 fest. Es gilt folglich

T12 = UY12 , (1.19)

wobei u eine Materialkonstante, den sogenannten Schubmodul, bezeichnet. Indem die
Deformation eines Korpers in verschiedenen Koordinatensystemen betrachtet wird, kann
fiir isotrope elastische Werkstoffe gezeigt werden, dass der Elastizitdtsmoduls F, die
Querkontraktionszahl v und der Schubmodul g nicht unabhéngig voneinander sind und
der Beziehung

E

T (1.20)

M:

geniigen. Die Beziehungen (1.18) und (1.19) stellen das Hookesche Gesetz fiir einen ebenen
Spannungszustand dar.

1.2 Kinematik von deformierbaren Korpern

Das Gebiet, das vom Korper B zu einem Zeitpunkt ¢ eingenommen werden, wird als
Konfigurationen g, ..., von B zum Zeitpunkt ¢ bezeichnet. Jeder materieller Punkt
P € B entspricht damit einem geometrischen Punkt mit der zugehérigen Position in einer
Konfigurationen.

¢y

€2
Es
E; €1

Abbildung 1.9: Konfigurationen und Bewegung eines deformierbaren Kérpers.

Die Konfiguration €y bezieht sich auf eine feste Referenzzeit. Das Gebiet wird als
Referenzkonfiguration und die Position eines materiellen Punktes P in diesem wird mit
X bezeichnet. Man nennt die Referenzkonfiguration auch Initialkonfiguration, wenn die
Referenzzeit mit der Startzeit iibereinstimmt, d. h. ¢ = 0 gilt. In diesem Fall beschreibt
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der Punkt X, mit dem Positionsvektor X und den Koordinaten {X4}, A = 1,2,3, die
Lage des materiellen Punkts P € B zum Zeitpunkt ¢ = 0. Bewegt man sich aus der Refe-
renzkonfiguration (¢t > 0), so wird der Korper eine neue Konfiguration 2 einnehmen. Die
Konfiguration €2 wird auch als aktuelle Konfiguration oder auch als Momentankonfiguration
bezeichnet. Ein materieller Punkt P € B zum Zeitpunkt ¢ > 0 nimmt in € die Position
x ein und kann anhand des Positionsvektors x mit den Koordinaten {z,(t)}, a = 1,2,3,
beschrieben werden. Man bezeichnet dabei {X 4}, A = 1,2,3, auch als materielle (oder
Referenz-) Koordinaten (Karte) auf Qo und {z,(t)}, a = 1,2, 3, als rdumliche (oder mo-
mentan) Koordinaten (Karte) auf 2. Um die Momentankonfiguration mit dem euklidischen
Raum in Verbindung zu setzen, werden kartesische Koordinaten! {z,(t)}, a = 1,2,3 als
Komponenten des Positionsvektors

X = Zq€q (1.21)

definiert”. Dabei bezeichnet {e,} eine Orthonormalbasis mit der Eigenschaft (e,, ey) = ap,
wobei §y = 1 fiir @ = b und 64 = O fiir a # b gilt. Nachdem jeder Vektor v als
Linearkombination der Einheitsvektoren dargestellt werden kann, errechnet sich das innere
Produkt zweier Vektoren v = v,e, und w = wpe;, in kartesischen Koordinaten zu

(V, W) = vgwplgp - (1.22)

Ebenso kann man vorgehen, um die materiellen Koordinaten {X4}, A = 1,2,3 zu
interpretieren. Dazu werden kartesische Koordinaten {X 4}, A = 1,2, 3 als Komponenten

des Positionsvektors
X =X4Ey4 (1.23)

definiert. Die Orthonormalbasis {E 4} weist ebenso die Eigenschaft (E4, Eg) = dap auf.

Bemerkung 1.1. Man unterscheidet in der Differentialgeometrie zwischen geradlinigen
und krummlinigen Koordinaten. Geradlinige (krummlinige) Koordinaten bilden Koor-
dinatensysteme auf dem euklidischen Raum, bei denen die Koordinatenlinien gerade
(krummlinig) sind. Z. B. sind kartesische Koordinaten geradlinig und Zylinderkoordi-
naten oder Kugelkoordinaten krummlinig. Wichtig ist in diesem Zusammenhang, dass
sdmtliche vektoriellen oder tensoriellen Gréflen unterschiedliche Komponentendar-
stellungen in unterschiedlichen Koordinaten besitzen. Auflerdem unterscheiden sich
Operatoren, wie zum Beispiel der Gradient, in unterschiedlichen Koordinaten. Anzu-
merken ist, dass eine koordinatenfreie Darstellung existiert. Diese wiirde jedoch den
Rahmen dieser Einfithrung sprengen. Fiir eine Ubersicht sei auf [1.1, 1.2] verwiesen.

1.2.1 Bewegung eines deformierbaren Korpers

Eine Konfiguration 2y von B zum Zeitpunkt t = 0 wird durch eine Abbildung kg : P —
K0 (P) beschrieben. Ebenso kann die Konfiguration €2 von B zum Zeitpunkt ¢ > 0 durch eine

!Die kartesischen Koordinaten sind gegeben als die Projektion des Positionsvektors x auf die Koordina-
tenachsen eq, d.h. in der Form z, = (x,e4).

*Nach der Einsteinschen Summenkonvention wird iiber doppelt auftretende Indizes (hier a) automatisch
summiert. D.h., es gilt x = v,e, = Zi:1 Ta€q = T1€1 + T2es + T3€3.

Vorlesung und Ubung Fortgeschrittene Methoden der Modellbildung (Sommersemester 2017)
© ,Institut fiir Automatisierungs- und Regelungstechnik, TU Wien



1.2 Kinematik von deformierbaren Kérpern Seite 11

Abbildung k; : P — k¢(P) beschrieben werden. Der Punkt x in der Momentankonfiguration
Q, mit dem zugehorigen Positionsvektor x = k;(P), den ein materieller Punkt P zum
Zeitpunkt ¢t > 0 einnimmt, kann dementsprechend in der Form

x = ry(55(X)) = ¢,(X) (1.24)

angegeben werden und durch X und t aus der Referenzkonfiguration 2y beschrieben
werden. Eine Konfiguration ) von B zum Zeitpunkt ¢ > 0 kann damit auch durch eine
Abbildung ¢, : Qo — () = Q formuliert werden. Dabei beschreibt die Abbildung
¢, die Bewegung eines materiellen Punktes P des Korpers B als Funktion der Zeit ¢,
dementsprechend eine Trajektorie des materiellen Punkts P.

Definition 1.1 (Regulidre Abbildung). Eine Abbildung ¢, wird als reguldr bezeichnet,
wenn ¢,(Qo) eine offene Menge ist und ¢, eine Inverse ¢; ' : ¢, () — Q besitzt. In
diesem Sinne ist ¢, eine C" reguldre Abbildung, wenn die Elemente von ¢,(X) r-fach
stetig differenzierbare (C") Funktionen von X und ¢ sind und ¢; ' ebenfalls C" ist.

Ebenso kann der Punkt X, mit dem Positionsvektor X, den ein materieller Punkt P zum
Zeitpunkt ¢t = 0 in der Referenzkonfiguration einnimmt, in der Form

X =¢; (%) (1.25)

angegeben werden und durch x und ¢ aus der Momentankonfiguration €2 beschrieben
werden. Zu jedem Zeitpunkt beschreiben die Beziehungen (1.24) und (1.25) eine Ab-
bildung zwischen der Referenzkonfiguration 29 und der Momentankonfiguration {2 um
sicherzustellen, dass nicht zwei materielle Punkte die gleiche Position im Raum und der
Zeit einnehmen. Bleibt die Distanz zwischen den materiellen Punkten P wéihrend einer
Bewegung ¢, konstant, so spricht man von einer Starrkérperbewegung. Andert die Be-
wegung ¢, eines Korpers die Form des Korpers, so bezeichnet man ¢, auch als Deformation.

Man kann sich die Referenzposition X als eine Markierung eines materiellen Punkts
P vorstellen. Eine gegebene Referenzposition X bezieht sich immer auf den gleichen
materiellen Punkt P. Im Gegensatz dazu bezieht sich der Positionsvektor x immer auf eine
feste Position x im Raum, an der sich unterschiedliche materielle Punkte P zu verschiedenen
Zeitpunkten ¢ > 0 befinden. Fiir einen fixzen Positionsvektor X liefert die Abbildung
x(t) = ¢,(X) die Momentanposition x eines bestimmten materiellen Punkts P als Funktion
der Zeit t, dessen Referenzposition X ist. Hingegen fiir einen fizen Positionsvektor x liefert
die Abbildung X = ¢; !(x) die Referenzposition X unterschiedlicher materieller Punkte P,
die die Position x zu unterschiedlichen Zeiten ¢ > 0 einnehmen.
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Beispiel 1.1. Man betrachtet einen Einheitswiirfel (0 < X4 < 1, A = 1,2,3) als
Korper in kartesischen Koordinaten in der Referenzkonfigruation €}g. Die Bewegung
Tq = ¢a(X1, X2, X3) des materiellen Punkts X mit dem Positionsvektor X ist gegeben
durch

r1 =X+ CL1X22 , To=Xo4as, x3=X34+a3XeX3. (1.26)

Die inverse Abbildung X4 = qb;ll(a:l, x9,x3) berechnet sich zu

T3

1T ag(@s —a3) (1.27)

2
Xi=z1—ai(xza—ag)”, Xo=x3—a2, Xz=

1.2.2 Materielle und raumliche Beschreibung

Die sogenannte materielle Beschreibung (1.24) ist eine Charakterisierung der Bewegung
eines Korpers und (skalarer, vektorieller oder tensorieller) Feldgrofien T = F(X,t) =
F(X1, Xo, X3,t) des Korpers (z. b. der Spannungen, der (Massen-) Dichte p, der Tempera-
tur €) in der Referenzkonfiguration anhand der materiellen Koordinaten {X 4}, A =1,2,3,
und der Zeit t. Im Gegensatz dazu ist die sogenannte rdumliche Beschreibung (1.25)
eine Charakterisierung der Bewegung und der Feldgrofien T = f(x,t) = f(x1,x2, x3,1)
eines Korpers in der Momentankonfiguration anhand der raumlichen Koordinaten {z,},
a=1,2,3, und der Zeit t.

Beispiel 1.2. Die materielle Beschreibung der aktuellen Temperaturverteilung eines
Einheitswiirfels aus Beispiel 1.1 ist gegeben durch
U =A(1+ X2X3), (1.28)

wobei A eine Konstante bezeichnet. Substituiert man (1.27) findet man die aktuelle
Temperatur in raumlicher Beschreibung

B r3(22 — az)
q9_A<1+ H%(m_@)) . (1.29)

Man unterscheidet in der Literatur zuséitzlich zwischen der materiellen und rdumlichen
Zeitableitung [1.3]. Unter der materiellen (auch substantiellen) Zeitableitung einer (ska-
laren, vektoriellen oder tensoriellen) Feldgréfie T versteht man die totale Zeitableitung
d/dt. Fiir eine Feldgrole T = F(X,t) in materieller Darstellung ist diese dquivalent
zur partiellen Zeitableitung. Unter der rdumlichen (auch lokalen) Zeitableitung einer
Feldgrofie T = f(x,t) in rdumlicher Darstellung versteht man die partielle Zeitableitung
0/0t. Um die materielle und lokale Zeitableitung einer rdumlichen Feldgroie T = f(x,¢)
in Verbindung zu setzten, sind folgende Voriiberlegungen notwendig.

Die Ortsableitung einer (vektoriellen oder tensoriellen) materiellen FeldgroBe T =
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F(X,t) kann als materieller Gradientenoperator

oOF
Grad(T) = ——E 1.30
rad(T) = 53~ . (1.30)
interpretiert werden. Analog dazu kann die Ortsableitung einer (vektoriellen oder tensori-
ellen) raumlichen FeldgroBe T = f(x,t) als raumlicher Gradientenoperator

of

grad(T) = %

e (1.31)
verstanden werden. Fiir eine vektorielle, raumliche Feldgrofie T = f(x,t) = fu(x1, 22, 23)e,
findet man
o _os,
ém, - 8xb

Damit kann der Gradient einer vektoriellen Feldgrofie f(x,t) = f,e, (Tensor erster Stufe)
in der Form

€q = fab€a - (1.32)

grad(f(x,t)) = gi;:ea e, = fap€a € (1.33)

angegeben werden. Der Gradient einer vektoriellen Feldgrofle ist dementsprechend ein
Tensor zweiter Stufe. Dieses Ergebnis kann fiir Tensoren héherer Stufe verallgemeinert
werden. Fiir eine Tensor zweiter Stufe f(x,t) = fup(21, x2, 23)€, €p ergibt sich

of 0 6fotb

0z, T%(fab(xlax%xii)ea ey) = o, - (1.34)
Damit ist der Gradient des Tensors zweiter Stufe ein Tensor dritter Stufe der Form
15)
grad(f(x,t)) = fabea e e . (1.35)
0%,

Ebenso wie der Gradient, kann die Divergenz einer vektoriellen Feldgréfle T definiert
werden:

) OF OF.
Div(F(X, 1)) = 55— Ea = —an = Fan (1.36a)
div(f(x,t)) = Ot o= a_ faa - (1.36b)

ceq = —
Oz, 0z,

Bemerkung 1.2 (Tensor zweiter Stufe und Tensorprodukt in kartesischen Koordinaten).
Ein Tensor zweiter Stufe f kann anhand des Tensorprodukts zweier Vektoren w = wpe,
und v = v,e, in der Form

f=wv= (w1e1 + woes + wgeg)(vlel + v9e9 + 1)363)
= wyivie] €1 + wivze; ez + wivse; es (1.37)
+ wovi€eg €1 + wovges €9 + wovzes €3

+ w3vie3 e + wivze3 ez + w3vzes €3
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beschrieben werden. In der Indexschreibweise gilt folglich®
f=wv=uw,ue, e . (1.38)

Wie man erkennt, kann das Tensorprodukt e, e, als Basis und f,;, = wqv, als
Komponenten des Tensors zweiter Stufe f aufgefasst werden. Multipliziert man skalar
von rechts den Vektor v = v.e. auf den Tensor f = f,;e, e, findet man

f-v= (fabea eb) : (Ucec) = fabvc€q (eb, ec) (139&)
= fabVeObe €4 = fabVh €4 - (1.39b)
Der rechte Vektor e, wurde also aus dem Tensor herausgelost und bildet mit dem

Basisvektor e, ein Skalarprodukt. Man nennt diese Operation verjingendes Produkt
von rechts. Entsprechend kann man auch von links skalar multiplizieren und erhalt

v-f= fabvc<eca ea>eb = fabva €p . (140&)

Man erkennt, dass das verjiingende Produkt eines Tensors zweiter Stufe mit einem
Tensor erster Stufe einen Tensor erster Stufe ergibt. Ebenso kann man ein doppelt
verjlingendes Produkt zweier Tensoren zweiter Stufe f = f;e, e, und h = hg e, €
einfithren’:

fih=h:f=fuhaw = hafs . (1.41)

“Nach der Einsteinschen Summenkonvention wird iiber doppelt auftretende Indizes (hier a und b)
automatisch summiert. D. h., es gilt f = fore, e = 22:1 22:1 favea €.
’Nach der Einsteinschen Summenkonvention gilt f : h = fophap = 22:1 Zi:l Savhab.

Bemerkung 1.3 (Kronecker-Symbol und Epsilon-Tensor in kartesischen Koordinaten).
Das Kronecker-Symbol 64, ist definiert als

s _
Sy = roa=>b (1.42)
0 fir a#b

und kann als Einheitstensor & beziiglich einer festen Orthonormalbasis {e,} aufgefasst
werden, es gilt

0= 5ab €, €p . (1.43)
Unter dem Epsilon-Tensor versteht man den Tensor dritter Stufe

€ = €gpe €4 € €c (1.44)
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mit

1 fir (a,b,c)€{(1,2,3),(2,3,1),(3,1,2)}
€abe = —1 fiir (a,b,c) € {(1,3,2),(3,2,1),(2,1,3)} . (1.45)

0 sonst (zwei oder drei gleiche Indizes)

Das Kreuzprodukt zweier Vektoren v = v,e, und w = wpep ldsst sich mit dem
Epsilon-Tensor schreiben als

VX W = (U5€6,) X (Wp€p) = VaWp€q X € = VgWpEahc€e - (1.46)

1.2.3 Verschiebungs-, Geschwindigkeits- und Beschleunigungsfeld

Bevor der Zusammenhang zwischen der materiellen und raumlichen Zeitableitung einer
rdaumlichen Feldgrofle f(x,t) angegeben wird, muss noch das Verschiebungs-, Geschwindig-
keits- und Beschleunigungsfeld eingefiihrt werden.

Das Verschiebungsfeld U eines materiellen Punktes P zum Zeitpunkt ¢ ist definiert als
der Vektor von der Position in der Referenzkonfiguration zur Position in der Momentan-
konfiguration, d. h. in der Form U(P,t) = x(P,t) — X(P) + B(P), vgl. Abbildung 1.9. Die
materielle Darstellung des Verschiebungsfeldes lautet damit

UX,t) = ¢,(X) — X+ B(X) (1.47)
und die rdumliche Darstellung des Verschiebungsfeldes ist gegeben durch
u(x,t) = x — ¢; (%) + B(¢; ' (%)) - (1.48)

Die beiden Darstellungen kénnen iiber die Bewegung (1.24) in Verbindung gebracht
werden, da

U(X,t) = u(qbt_l(x),t) =u(x,1t) (1.49)

gilt. D. h., u und U haben den selben Wert. Sie reprisentieren allerdings Funktionen mit
unterschiedlichen Argumenten. Fiir eine Starkérperbewegung bewegt sich jeder materielle
Punkt um die gleiche Distanz. Das Verschiebungsfeld ist damit unabhéngig von X und
damit nur noch eine Funktion der Zeit ¢. Besitzen beiden Koordinatensysteme den gleichen
Fupunkt, so gilt B(X) = 0.

Beispiel 1.3. Es wird der Einheitswiirfel aus Beispiel 1.1 betrachtet und das materielle

und rédumliche Verschiebungsfeld berechnet. Fiir das materielle Verschiebungsfeld
Ua = ¢pa(X1, X2, X3) — X4 findet man

Ui=aXs, Us=ay, Us=a3XoX3. (1.50)
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Analog dazu ergibt sich das riaumliche Verschiebungsfeld u, = z, — ¢; *(X1, X2, X3)
zu

2 azxz(z2 — az)
u1::(H($2——a2) ) Uz = az , usz =

D ne— (1.51)

Die materielle Darstellung des Geschwindigkeits- und Beschleunigungsfeldes ist definiert
als

0 0?
V1) = £ i(X) A1) = £56,(X) (1.52)
Sie konnen auch durch das materielle Verschiebungsfeld (1.47) ausgedriickt werden:
0 0?
V(X,t) = =U(X,t A(X,t) = —sU(X,1) . 1.
(X.1) = 2 UX,t), A1) = U, 1) (1.53)

Die raumliche Darstellung des Geschwindigkeits- und Beschleunigungsfeldes ergibt sich
anhand der Bewegung (1.24) und (1.52) zu

vx,t) = 5,X) — V(e (0.t) . alxt) = A(¢00,0) . (L54)

X=¢; ' (x)
Mithilfe der Kettenregel kann jetzt ein Zusammenhang zwischen der materiellen und der
lokalen Zeitableitung der raumlichen Feldgroie T = f(x,t) hergestellt werden:

4 d d

ST = () = Ouf@t(X)’t)\U;l(x) (1.55)
9 9 9

= SA(ct) + o £ 1) 6t¢t(X)‘x¢;1<x) (1.55b)

= gtf(x, t) + grad(f(x,t)) - v(x,1) . (1.55¢)

Man erkennt, dass sich die materielle Zeitableitung aus einem lokalen Anteil und einem
konvektiven Anteil zusammensetzt. Der lokale Anteil entspricht der partiellen Zeitableitung
Of (x,t)/0t und beschreibt die lokale Anderung der FeldgroBe. Der konvektive Anteil ist
die Richtungsableitung bei x in Richtung von v(x,t), d.h.

grad(f(x,t)) - v(x,t) = gf(x +nv(x,t)) . (1.56)
87] n=0
Er beschreibt die Anderung, die sich zusitzlich aufgrund der Bewegung eines materiellen
Punktes einstellt. Wichtig ist es zu verstehen, dass F(X,¢) eine materielle Feldgrofe ist
- als Funktion von (X,t) - und f(x,t) = F(X,t) die gleiche (rdumliche) Feldgrofe ist -
allerdings als Funktion von (x,t). Fiir die Ableitung gilt daher

0 d d
SFX 1) = ZFX.0) = Zf(x,1) . (1.57)

Anwendung auf das rdumliche Geschwindigkeitsfeld v(x,t) ergibt fiir das rdumliche
Beschleunigungsfeld die Beziehungen

a(x,t) = A(X,t) = %V(X,t) - %V(x,t) (1.58)
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bzw. den Ausdruck
a(x,t) = %V(X,t) + grad(v(x,t)) - v(x,t) . (1.59)

In der Beziehung (1.59) tritt der Gradient des rdumlichen Geschwindigkeitsfeldes v(x, t)
auf. Dieser wird auch als rdumlicher Geschwindigkeitsgradient

I(x,t) = grad(v(x,1)) (1.60)

bezeichnet. Der Geschwindigkeitsgradient (und jeder Tensor zweiter Stufe) kann in einen
symmetrischen Anteil d und einen schiefsymmetrischen Anteil w aufgespalten werden

1(x, £) = d(x, £) + w(x, 1) , (1.61)

wobei
d(x, 1) = %(IT(x,t) +1(x, ) = d7(x, ) (1.62a)
wx, ) = %(l(x,t) 1T (x,8)) = —wT(x,¢) (1.62D)

gilt. Den symmetrischen Anteil d(x,t) bezeichnet man als Verzerrungsgeschwindigkeits-
tensor und den schiefsymmetrischen Anteil als Drehgeschwindigkeitstensor. Da (1.53) gilt,
kénnen sie auch als Funktion des Verschiebungsfeldes zu

d(x,1) = %%(gradT(u(x, £) + grad(u(x, 1)) (1.63a)
wix, 1) = %%(grad(u(x,t}) — grad(u(x, £))) (1.63D)

angegeben werden.

1.2.4 Deformationsgradient

Eine wichtige Grofle zur Beschreibung der Deformation eines Korpers B zufolge einer
Bewegung ¢, ist der Deformationsgradient F. Dafiir betrachtet man eine materielle Linie

by

Abbildung 1.10: Vektorielle Linienelemente.

Co C Qo in der Referenzkonfiguration eines Punktes X mit X = I'(£) C €, wobei £ eine
geeignete Parametrierung ist. Wird eine Bewegung des Korpers durchgefiihrt, so wird die
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materielle Linie deformiert und es gilt fiir die deformierte Linie C C €2 eines Punktes x,
= (&, t) C Q. Die materielle Linie Cy in der Referenzkonfiguration 2y zu einem festen
Zeitpunkt t ist dann definiert durch

=7(&1) = ¢ (T(E)) - (1.64)

Daraus ergeben sich die rdumlichen Linienelemente dx und die materiellen Linienelemente
dX der materiellen Linie zu

0
dx = 05 ~(& t)dE, dX = 8—£I‘(§)d§ . (1.65)
Wendet man auf (1.64) die Kettenregel an, so ergibt sich
0 0
SAEt) = 72 8,(X) - ZT(E) (1.66)
und mit (1.65) findet man
dx =F(X,t)-dX, (1.67)
wobei der Deformationsgradient
0
F(X,1) = Grad(,(X)) = ~26(X) (1.63)

eingefithrt wurde. Der Deformationsgradient beschreibt also, wie sich ein vektorielles
Linienelement zufolge der Bewegung &ndert.

Die vektoriellen Linienelemente kénnen mit den Basisvektoren {e,} und {E4} in der
Form dx = dz,e, bzw. dX = d X E 4 angegeben werden. Damit folgt

a oz ox
dx = dzee, = — dX se, = (aX eq EA> - (dXAE4) = <8X eq EA) X (1.69)

0X 4
und fir die Komponenten des Deformationsgradienten
0%,
Fop= . 1.70
aA 8XA ( )

Der Deformationsgradient ist also ein Tensor zweiter Stufe, der Punkte aus zwei Konfigura-
tionen verkniipft. Man nennt einen Tensor mit dieser Eigenschaft auch Zwei-Punkt-Tensor.
Der inverse Deformationsgradient bestimmt sich zu

F'(x,t) = grad(¢; ' (x)) = (,;ixqbt_l(x) : (1.71)

Dieser beschreibt, wie sich ein vektorielles Linienelement zufolge der inversen Bewegung
dndert. Der inverse Deformationsgradient kann damit zu

Fl(x,t) = (F—l)AaEA e (1.72)
mit den Komponenten
0X 4
-1 .
(F )Aa = (1.73)
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angegeben werden. Anzumerken ist, dass fiir eine Starrkérperbewegung das Verschiebungs-
feld unabhéngig von X ist und damit F = § gilt. Analog dazu kann der transponierte
(oder adjungierte) Deformationsgradient F* von F durch die Vorschrift

(F-dX,dx) = (dX,F" - dx) , (1.74)

welche fiir alle dX und dx giiltig sein muss, bestimmt werden. Darin bezeichnet (W, V)
bzw. (w,v) das innere Produkt auf Q bzw. ¢,(€). Bei der Berechnung des transponierten
Deformationsgradienten ist Vorsicht geboten. Es macht keinen Sinn die Indizes einfach
zu vertauschen ((FT)QA # 0x/ aXa), da X in Referenz- und x in der Momentankonfi-

guration definiert ist. Stattdessen muss das Tensorprodukt vertauscht werden, d. h. der
transponierte Deformationsgradienten in der Form

F' =F, E e, (1.75)
definiert werden. Der inverse, transponierte Deformationsgradienten lautet folglich
T\ _ —1
(F )_ (F )Aaea Ex . (1.76)

Fiir die Zeitableitung des Deformationsgradienten rechnet man

d 0%, ov,  Ov, Ody  Ov,
—F 4 = = = — = 1.
dt 7T otdXs  0Xa  Oxy0Xa Oy A (1.77)
d.h. . .
_— = = _— _1
GF=1F bow. 1 ( th)F : (1.78)

wobei 1 wieder den Geschwindigkeitsgradient (1.60) bezeichnet.

Beispiel 1.4. Es wird wieder der Einheitswiirfels aus Beispiel 1.1 betrachtet und der
Deformationsgradient und der inverse Deformationsgradient berechnet. Die Kom-
ponenten F,4 = 0x,/0X4 des Deformationsgradienten F sind mit (1.26) in der
Form

1 2a1X2 0
FX) =0 1 0 (1.79)
0 a3X3 1+a3Xs

gegeben. Mithilfe der Beziehung (F~1), = 0X4/0z, und der inversen Abbildung
(1.27) findet man

1 2(11 (33‘2 — az) 0
Fi(x)] =10 1 0 . (1.80)
0 —a3xs3 1
(ataz(z2—a2))? 1+az(z2—a2)
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Definition 1.2. Es seien {dx,}, a = 1,2,3, und {dXa}, A = 1,2,3, materiel-
le Linienelemente in der Momentan- bzw. Referenzkonfiguration. Die materiellen
Flachenelemente sind in der Form

da=dasn =dx, xdx. und dA=dA,N =dX, x dX,, (1.81)

mit den Normalenvektoren n bzw. N und den materiellen Volumenelementen in der
Form

dv = <(dX1 X dXQ),dX3> und dV = <(dX1 X ng),dX3> (182)

definiert.
NT n /
dX; dxg }/

dX,
X
X dX1 Xm

Abbildung 1.11: Volumenelemente in der Referenz- und Momentankonfiguration.

Die Transformationsvorschrift fir Linien, Flachen- und Volumenelemente kann anhand
des Deformationsgradienten beschrieben werden:

Lemma 1.1. Es sei F(X,t) = Grad(¢,(X)) der Deformationsgradienten einer Be-
wegung ¢,(X) und dx,dX,da,d.A,dv bzw. dV seien materielle Linien, Flichen- und
Volumenelemente, dann gilt:

(1) dx =F -dX , dxg = FadXy
(2) da = det(F)F-TdA , da, = J(F~T) A4

(3) dv=Jdy, J= det(F) = %EABCGachaAFbBFCC .

Die Determinate det(F) = J(X, t) wird auch als Volumenverhdltnis oder Jocobideterminate
bezeichnet. Da Materie nicht vernichtet werden kann, gilt J(X,¢) > 0 fir alle X €
und fiir alle Zeiten ¢. Eine Bewegung fiir die J = 1 gilt, wird auch als isochor oder
volumenerhaltend bezeichnet. Fiir die zeitliche Anderung der Jocobideterminate J erhélt
man d

aJ = Jdiv(v) . (1.83)

Aufgabe 1.1. Zeigen Sie die Giiltigkeit von dJ/dt = J div(v) und der in Lemma (1.1)
angegebenen Zusammenhdnge. Verwenden sie dazu die Definition des Epsilon-Tensors
(1.45) und die materielle Zeitableitung des Deformationsgradienten (1.78).
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1.2.5 Deformations- und Verzerrungstensor

Der Deformationsgradient ist leider kein geeignetes Verzerrungsmafl. Betrachtet man die
Deformation eines Linienelements, so kann diese aufgeteilt werden in eine Starrkdrpertrans-
lation, eine Starrkorperrotation und eine Streckung, an der man eingentlich interessiert ist.
Durch die Gradientenbildung féllt die Translation zwar heraus, die Starrkérperrotation
steckt allerdings noch im Deformationsgradienten. Diese muss also abgespalten werden.
Eine wesentliche Aufgabe in der Kontinuumsmechnik ist die Beschreibung der Deforma-
tion eines Korpers, d. h. die Beschreibung der Anderung der Linge und der Orientierung
von Linienelementen des Korpers. Dies fiihrt unmittelbar auf die Frage, wie sich das innere
Produkt zweier vektoriellen Linienelemente dX;,dXs durch die Bewegung ¢, verdndert.

Abbildung 1.12: Zur Beschreibung des Deformations- und Verzerrungstensors.

Zur Klarung dieser Frage betrachte man einen Punkt X der Referenzkonfiguration
Qg sowie die orthonormalen Linienelemente dX; und dXs, siche Abbildung 1.12. Dieser
Punkt X wird durch die Bewegung ¢, auf den Punkt x € ¢,(£2y) abgebildet. Berechnet
man das innere Produkt zweier Linienelemente dX 4 und dXpg, so erhélt man aufgrund
der Orthonormalitét

(dX4,dXp) =04B - (1.84)
Die zugehorigen Linienelemente dx; und dxs errechnen sich iiber den Deformationsgradi-
enten F, zu
dX1 =F- Xm, dX2 =F- dX2 . (185)
Berechnet man hingegen das innere Produkt der transformierten Linienelemente dx; und
dxo, so erhélt man

— . . = T .
<dX1,dX2) = <F Xm,F dX2> <dX1,FCF dX2> . (186)

Damit ist C = FTF ein Ma$ fiir die Deformation des Korpers B zufolge der Bewegung ¢,.
In der Kontinuumsmechnik sind im Wesentlichen zwei Deformationstensoren gebrauchlich,
deren formale Definition im Folgenden gegeben wird.

Definition 1.3 (Green Deformationstensor). Der rechte Cauchy-Green (Green) De-
formationstensor C ist definiert durch

C(X,t) = F (X, )F(X,t) . (1.87)

Vorlesung und Ubung Fortgeschrittene Methoden der Modellbildung (Sommersemester 2017)
© ,Institut fiir Automatisierungs- und Regelungstechnik, TU Wien



1.2 Kinematik von deformierbaren Kérpern Seite 22

Er besitzt die folgenden wesentlichen Eigenschaften:

1. Wenn {X 4} ein Koordinatensystem auf € ist, dann gilt

CAB = FaAFaB . (188)

2. C ist symmetrisch und positiv semi-definit, d.h. (C - dX,dX) > 0 fiir alle dX.
Wenn die Bewegung ¢, regulér ist, dann ist F bijektiv und C ist invertierbar
und positiv definit.

Offensichtlich ist C ein Objekt, welches auf Elemente der Referenzkonfiguration €2
angewandt wird. Alternativ dazu kann auch ein Deformationstensor fiir die Momentan-
konfiguration €2 definiert werden.

Definition 1.4 (Cauchy Deformationstensor). Der Cauchy Deformationstensor c

wird durch
c(x,t) = F (X, t)F1(X,1) (1.89)

definiert, wobei X = ¢, '(x). Wenn ¢, € C* und regulir ist, dann gilt

1. die Komponentendarstellung

e (F7T>Aa<F71)Ab (1.90)

2. und c ist symmetrisch und positiv definit.

Man kann zeigen, dass jede Bewegung ¢, durch eine Starrkérperbewegung (Rotation
und Verschiebung) und eine Deformation dargestellt werden kann. Gilt C = 4, erfahren
materielle Punkte P des deformierbaren Korpers B keine relative Bewegung zueinander
und ¢, stellt damit eine reine Starrkérperbewegung dar. Offensichtlich enthélt C also
einen Starrkorperanteil. Natiirlich ist der Anteil der Starrkérperbewegung uninteressant
fiir die Beschreibung der Deformation des Koérpers. Um diesen abzuspalten, muss die
Abstandsinderung infinitesimal benachbarter Punkte betrachtet werden, d. h. (dx;,dxz) —
(dX1,dX2). Es ergibt sich mit (1.86)

<dX1,dX2> — <dX1, dX2> = <dX1, C- dX2> — <dX1, 5(X) . dX2> (1.91a)
= (X, (C — §(X)) -dXs) . (1.91b)
2E

Damit ist C(X) — d(X) ein MaSB fiir die reine Verzerrung.

Definition 1.5 (Green-Lagrange Verzerrungstensor). Der Green-Lagrange Verzer-
rungstensor £ wird durch

£(X, 1) = %(C(X,t) — 8(X)) (1.92)

definiert. Wenn ¢, € C* und regulir ist, dann gilt
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1. die Komponentendarstellung
1
Eap = 5(0,43*5%13) (1.93)

2. und £ ist symmetrisch.
Alternativ dazu kann auch ein Verzerrungstensor fiir die Momentankonfiguration €2
definiert werden.

Definition 1.6 (Euler-Almansi Verzerrungstensor). Der Euler-Almansi Verzerrungs-
tensor € wird durch

e(x,t) = %(5(){) — e(x,1)) (1.94)

definiert. Wenn ¢, € C' und regulir ist, dann gilt

1. die Komponentendarstellung
1
Eab = 5(5(112 - Cab) (195)

2. und € ist symmetrisch.

Es ist unmittelbar ersichtlich, dass die Verzerrungstensoren £ und e verschwinden, wenn
der Korper nur Starrkérperbewegungen ausfiihrt.

Beispiel 1.5. Es wird wieder der Einheitswiirfels aus Beispiel 1.1 betrachtet und
der rechte Cauchy-Green Deformationstensor und der Verzerrungstensor berechnet.
Verwendet man (1.79), so gilt fiir den rechten Cauchy-Green Tensor

1 2a1 X9 0
[C(X)] = |21 X2 1+ 4G%X22 + G§X32 CL3X3(1 + ang) (1.96)
0 ang(a + G3X2) (1 + a3X2)2

und fiir den Verzerrungstensor findet man

0 CLlXQ 0
EX)] = |m Xy 2a3X3+1/2a3X3  1/2a3X3(1 + a3 Xa)| - (1.97)
0 1/20,3X3(1—|—CL3X2) a3X2(1 —|—1/2a3X2)

1.2.6 Verzerrungsgeschwindigkeitstensor

Um Verzerrungsrate zu beschreiben, werden in der folgenden Definition die gebréuchlichen
Verzerrungsgeschwindigkeitstensoren eingefithrt. Zunéchst fithrt man dazu die materielle
Zeitableitung von Linienelementen ein. Mit der Transformationseigenschaft (1.67) und der
materiellen Zeitableitung des Deformationsgradienten (1.78) ergibt sich fiir die materielle
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Zeitableitung eines Linienelementes

d d
g dx= G F-dX=1F-dX =1 dx. (1.98)

Man betrachtet wieder die Abstandsdnderung infinitesimal benachbarter Punkte, vgl. (1.91).
Da (dX;,dX3) nicht zeitabhéngig ist, gilt

g<dx1, dxa) . (1.99)

d — ((dx1,dxg) — (dX;,dXs)) = i

dt

Die zeitliche Anderung zweier Linienelemente dx; und dxs lisst somit auf

%(dxl,dxz> < s, o) + <dx1,%d><2) (1.100a)
= (1 dxl,de> (dx1,1- dx2) (1.100b)
= (dx, 1T - dxy) + (dxq,1- dxy) (1.100c)
= (dx, (1T +1) -dxs) (1.100d)

Ta

schliefien. Damit ist der symmetrische Anteil d des Geschwindigkeitsgradienten, vgl. (1.62a),
ein Maf fiir die Deformations- bzw. Verzerrungsgeschwindigkeit.

Definition 1.7 (Verzerrungsgeschwindigkeitstensor). Der materielle Verzerrungsge-
schwindigkeitstensor D berechnet sich aus

D(X,t) = %S(X,t) = %(GradT(V(X,t)) + Grad(V(X, 1)) . (1.101)

In Koordinaten {X 4} errechnen sich die Komponenten von D zu

1/0Vy Vg

Dap==—=—+——-). 1.102
AR 2(8XB * BXA> (1.102)

Der raumliche Verzerrungsgeschwindigkeitstensor d ist definiert durch

d 1 T
d(x,t) = &e(x,t) = §(grad (v(x,t)) + grad(v(x,t))) . (1.103)
In Koordinaten {x,} errechnen sich die Komponenten von d zu
ov, Oy

dap = . 1.104
b (f%cb * 8%) ( )

1.2.7 Geometrische Linearisierung

In vielen Anwendungen sind die auftretenden Deformationen sehr klein. Man kann daher die
kinematischen Groflen der Kontiumuusmechanik durch eine geometrische oder kinematische
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Linearisierung vereinfachen. Die Grofle einer Verschiebung wird durch die Norm A =
|H|| < 1 des Verschiebungsgradienten

H(X,t) = Grad(U(X,¢)) und h(x,t) = grad(u(x,t)) (1.105)
gemessen.

Bemerkung 1.4 (Landausymbol). Eine Funktion H ist von der Ordnung O(A), falls
fiir jede positive Zahl M und A — 0

[O(A)| < MA (1.106)

gilt.

Es kann nun gezeigt werden, dass alle kinematischen Gréflien der Kontiumuusmechanik
exakt mithilfe der Verschiebungsgradienten H bzw. h darstellbar sind. Betrachtet man also
nur kleine Deformationen, dann kénnen alle kinematischen Gréflen beziiglich des Verschie-
bungsgradienten linearisiert werden. Beispielhaft betrachtet man den Verzerrungstensor
&, welcher durch das Verschiebungsfeld ausgedriickt werden kann. Mit der Definition des
Verschiebungsfeldes (1.47) folgt

F(X,t) =d(X) + H(X, 1) (1.107)
und daraus ergibt sich fiir den Green-Lagrange Verzerrungstensor die Darstellung
1 1
£ = 5(FTF ~48) = 5((6+H)T (6 +H) —4)

n (1.108)
= 5(H+HT+HTH) .

Offensichtlich gilt damit fiir den Verzerrungstensor die asymptotische Beziehung
1 T 2
S:§<H+H )+0(a?) . (1.109)

Falls in der Referenz- und Momentankonfiguration das gleiche Koordinatensystem verwen-
det wird (e, = E,), kann die Ableitung nach den materiellen Koordinaten {X,} durch
die Ableitung nach den rdumlichen Koordinaten {x,} ersetzt werden, da fiir beliebige
Feldgrofien T

T T T X T T T
0 Oxy OT 37:8( b+Ub)37_ 9 Oba(A)i (1.110)

oxyp

gilt. Damit féllt der materielle und der rdumliche Verschiebungsgradient H ~ h bzw. der
materielle und rdumliche Verzerrungstensor £ ~ € zusammen. Aus diesem Grund kann
man einen infinitesimalen Verzerrungstensor € ~ £ ~ € definieren.

0X, 0X,0x,  "ox 0X, Oxy Oz,

Definition 1.8 (Infinitesimaler Verzerrungstensor). Der infinitesimale Verzerrungs-
tensor € ist definiert durch

&(X,1) = %(Grad(U(X,t)) + Grad"(U(X, 1)) . (1.111)
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In kartesischen Koordinaten {X,} errechnen sich die Komponenten von € zu

g _1(8Ub+8Ua>
= 9\ox, " 0X,) "

(1.112)

Beispiel 1.6. Es wird wieder der Einheitswiirfel aus Beispiel 1.1 betrachtet und der
infinitesimale Verzerrungstensor berechnet. Fiir den Gradienten findet man

0 2a1X2 0
[Grad(U(X,t))]= |0 0 0 (1.113)
0 CL3X3 CL3X2

und fiir den Verzerrungstensor ergibt sich

1 CL1X2 0
[E(X )] = |a1 Xy 0 (1/2)asXs| - (1.114)
0 (1/2)asXs  azXo
Der Vergleich des Cauchy-Green Verzerrungstensors (1.97) aus Beipsiel 1.5 mit dem

infinitesimalen Verzerrungstensor (1.114) zeigt, dass € = £ gilt, wenn hohere Terme
in a1 X9, azXs und a3 X3 vernachlissigt werden.

1.2.8 Kompatibilitatsbedingungen

Fiir ein beliebiges Verschiebungsfeld u, welches eine injektive Abbildung der Referenz- auf
die Momentankonfiguration beschreibt, sind die kartesischen Komponenten des infinitesi-
malen Verzerrungstensors € eindeutig durch (1.112) gegeben. Das inverse Problem, die
Ermittelung des Verschiebungsfeldes durch Integration des Verzerrungsfeldes, gestaltet
sich schwieriger. Das Losen der Verzerrungs-Verschiebungs-Beziehungen fiir u beinhaltet
sechs unabhéngige Gleichungen fiir drei Unbekannte. D. h., das resultierende Problem
ist iiberbestimmt und es besteht die Moglichkeit, dass kein injektives Verschiebungs-
feld existiert. Existiert ein zuldssiges Verschiebungsfeld, dann nennt man das zugehorige
Verzerrungsfeld vertrdglich oder kompatibel. Es werden also notwendige und hinreichen-
de Kompatibilitdtsbedingungen benétigt, die ein Verzerrungsfeld erfiillen muss, so dass
die Existenz eines injektiven Verschiebungsfeldes garantiert ist. Zur Bestimmung der
Kompatibilitdtsbedingungen wird (1.112) partiell differenziert:

_ 1
Eab,cd = i(Ua,bcd + Ub,acd) . (1115)

Nutzt man die Symmetrie des Verzerrungstensors und Vertauschbarkeit der partiellen
Ableitungen aus, so erhilt man 3* = 81 Gleichungen der Form

87ab,cd + 87cd,ab - 87bd,ac - 67ac,bd =0. (1116)

Sie stellen die notwendigen und hinreichenden Kompatibiltidtsbedingungen in kartesischen
Koordintaten fiir die Existenz eines Verschiebungsfeldes fiir einen einfach zusammenhén-
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genden Korper dar. In einem einfach zusammenhéngenden Korper kann jede geschlossene
Kurve auf einen Punkt geschrumpft werden, ohne das sich die Kurve jemals auflerhalb
des Korpers befindet. Von den 81 Gleichungen sind aufgrund der Symmetrie des Verzer-
rungstensors nur sechs linear unabhéngig. Ausfiihrlich angeschrieben, lauten die sechs
Gleichungen [1.4]:

€122 + 22,11 — 281212 =0, (123 +&132 —&231); — 11,23 =10

€22.33 + 3322 — 282323 =0, (€231 + €213 —E31,2) o — 2231 =0 (1.117)

)

€3320 T 11,33 — 263131 =0, (8312 + 321 —€12,3) 3 — 3312 =0 .

1.3 Kinetik von deformierbaren Korpern

Im vorangegangenen Kapitel wurden einige kinematische Aspekte der Bewegung und
Deformation von Korpern diskutiert. Die Bewegung und Deformation eines Korpers fithrt
zu Spannungen innerhalb des Korpers, vgl. Kapitel 1.1.1. Diese werden im Folgenden
genauer beschrieben.

Abbildung 1.13: Zum Spannungsvektor.

Man betrachtet einen deformierbaren Korper B, der ein Gebiet ) des physikalischen
Raumes mit dem Rand 0f2 zum Zeitpunkt ¢ > 0 einnimmt. Man postuliert, dass beliebige
Kréifte auf Teile des Korpers oder auf den ganzen Korper wirken. Diese Krafte unterteilt
man in duflere Kréifte, die auf den Rand 0f) wirken, und interne Kréfte, die im Inneren 2
auftreten. Man schneidet den Korper nun so auf, dass eine infinitesimale Querschnittsflache
da € 90 einen Punkt x mit den rdumlichen Koordinaten {z,} zum Zeitpunkt ¢ beinhaltet.
An der infinitesimalen Querschnittsfliche greift eine resultierende Kraft df an. Zusétzlich
definiert man dort den Normalenvektor n bei x. Bevor die Bewegung stattfand, befand sich
der Kérper B in der Referenzkonfiguration Qg zum Zeitpunkt ¢ = 0 und nahm das Gebiet
Qo mit dem Rand 0y ein. Ebenso wie in der Momentankonfiguration, fithrt man eine
infinitesimale Querschnittsfliche dA € 00y ein, die einen Punkt X mit den materiellen
Koordinaten {X 4} zum Zeitpunkt ¢ = 0 beinhaltet. Dort greift die resultierende Kraft dF
an und man definiert auch fiir diese Konfiguration einen Normalenvektor N am Punkt X.
Fiir jedes Flachenelemente gilt dann laut Abbildung 1.13
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df
= — 1.11
t(x,t,n) T (1.118a)
dF
T(X,t,N) = — . 1.11
xuN =T (1.118b)

Hierin bezeichnet t den Cauchy Spannungsvektor, definiert auf da mit dem Normalen-
vektor n, und T den ersten Piola-Kirchhoff Spannungsvektor, definiert auf d. A mit dem
Normalenvektor N.

Satz 1.1 (Cauchy und Piola-Kirchhoff Spannungstensor). Es wird angenommen, dass
die Impulserhaltung (1.149) gilt, dass ¢, eine C' requlire Abbildung ist und dass der
Cauchy Spannungsvektor t(x,t,n) und der Piola-Kirchhoff Spannungsvektor T(X,t, N)
stetig in thren Argumenten sind. Dann existieren eindeutig definierte Tensorfelder o
(der Cauchy Spannungstensor) und P (der erste Piola-Kirchhoff Spannungstensor),
welche nur vom Ort x mit x bzw. X mit X und der Zeit t abhdngen, sodass

t(x,t,n) =o(x,t) - n (1.119a)
T(X,t,N) =P(X,t)-N (1.119b)
gilt. In kartesischen Koordinaten {xo} auf ) gilt firt
te = Tapmp - (1.120)
und in kartesischen Koordinaten {X 4} auf Qq gilt fir T
Ty = PuaNA = Jogp(F 1) 4N g . (1.121)

Die Komponentendarstellung (1.121) kann anhand der zweiten Beziehung des Lemmas
1.1 und der Transformationsvorschrift t(x,¢,n)da = T(X,¢,N)dA gewonnen werden.
Die Transformationsvorschrift ergibt sich unmittelbar aus der Definition (1.118). Eine
Konsequenz aus (1.119) ist das dritte Newtonsche Gesetz (actio gleich reactio)

t(x,t,n) = —t(x,t,—n) oder T(X,t,N)=-T(X,t,—N) . (1.122)

Um einen Spannungstensor zu erhalten, der sich nur auf die Referenzkonfiguration bezieht,
wird der zweite Piola-Kirchhoff Spannungstensor eingefiihrt.

Definition 1.9 (Zweiter Piola-Kirchhoff Spannungstensor). Der zweite Piola-Kirchhoff
Spannungstensor S ist definiert als

S=F'P=FlJoF* (1.123)
und in Koordinaten {X 4} auf Qg gilt fur S

Sap = (F Y auaPop = J(F ) 400w (F Y5y . (1.124)

Zusétzlich soll noch kurz dargestellt werden, welchen Einfluss die geometrische Linearisie-
rung auf die Spannungstensoren hat. Betrachtet man wieder infinitesimale Deformationen
fir die ||H|| < 1 gilt, so findet man fiir den Deformationsgradienten Fp, = dpq + Opa(A)
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den inversen Deformationsgradienten (F~!)g, = g, + Ope(A) und die Jacobimatrix
J =14+ O(A). Das bedeutet, dass die Spannungstensoren fiir eine infinitesimale Deforma-
tion identisch sind (S ~ P & ). Damit kann, wie zuvor bei den Verzerrungstensoren, ein
infinitesimaler Spannungstensor

o=0c(X,t) (1.125)

eingefiihrt werden.

1.4 Bilanzgleichungen

In diesem Abschnitt werden die zur Beschreibung der Stromung einer Fliissigkeit bzw.
Deformation eines Festkorpers benétigten Bilanzgleichungen (Massenerhaltung, Impul-
serhaltung, Drehimpulserhaltung, Energieerhaltung) formuliert. Dazu wird ausgehend
von der Lagrangeschen Beschreibung die differentielle sowie die Eulersche Beschreibung
abgeleitet, siehe auch [1.1, 1.2].

1.4.1 Lagrangesche und Eulersche Beschreibung

In der Kontinuumsmechanik sind zwei Formulierungen der Erhaltungsgleichungen iiblich. In
der Lagrangeschen Darstellung wird ein kérperfestes Kontrollvolumen, d. h. eine Teilmenge
Qo eines deformierbaren Korpers B, festgelegt und dessen Verhalten iiber die Zeit t
betrachtet, siehe Abbildung 1.14. Da in der Lagrangeschen Darstellung die Menge ¢, () =
Q) fest mit der Materie verbunden ist, gibt es keinen Transport von Masse liber die
Berandung 0¢,(£2g) = 92 der Menge.

Oy, (Q0)

materielle Linie C des
materiellen Punkts P

Abbildung 1.14: Zur Lagrangeschen Darstellung (geschlossenes System: Konstante Masse,
Energie kann iiber die Berandung flieBen).

Im Gegensatz dazu wird bei der Eulerschen Darstellung ein ortsfestes, konstantes
Kontrollvolumen €2, verwendet, vgl. Abbildung 1.15. Betrachtet man nun einen materiellen
Punkt P, so kann dieser iiber die Zeit durch €2, wandern und sich iiber die Berandung
0€). des Kontrollvolumens bewegen. Es erfolgt daher im Allgemeinen ein Massentransport
iiber die Berandung 02, des ortsfesten, konstantes Kontrollvolumens.
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materielle Linie C des
materiellen Punkts P

Abbildung 1.15: Zur Eulerschen Darstellung (offenes System: Konstantes Volumen, Masse
und Energie kann tiber die Berandung flieflen).

Die Lagrangesche Darstellung ist besonders gut zur Beschreibung von elastischen Kor-
pern geeignet, da hier eine Festlegung und Beschreibung der Teilmenge €2 des Korpers B
iiber die Zeit einfach moglich ist. Zur Beschreibung von Fliissigkeiten ist diese Vorgehens-
weise nicht praktikabel, da hier die Beschreibung einer Teilmenge fiir lingere Zeitspannen
t schwierig, wenn nicht unmoéglich, wird. Daher wird im Rahmen der Strémungsmechanik
meist die Eulersche Darstellung verwendet.

Eine direkte Formulierung der Bilanzgleichungen in Eulerscher Darstellung gestaltet
sich jedoch schwierig und die resultierenden Gleichungen sind nicht unmittelbar einsichtig.
Daher wird im Rahmen dieser Lehrveranstaltung ausgehend von der Lagrangeschen
Darstellung eine differentielle Darstellung abgeleitet. Auf Basis dieser differentiellen
Darstellung ist dann die Ermittlung der Eulerschen Darstellung einfach moglich.

1.4.2 Generalisierte Bilanzgleichung

Die Bilanzgleichungen fiir die Masse, den Impuls, den Drall, die Energie und auch die
Entropie koénnen in eleganter Weise als Spezialfille einer generalisierten Volumenbilanz fiir
eine beliebige Groflen W gewonnen werden. Dazu betrachtet man ein materielles Volumen
Q und untersucht fiir eine beliebige skalare, vektor- oder tensorwertige FeldgroBe f(x,t)
die zeitliche Anderung des Volumenintegrals iiber f(x,t).

Satz 1.2 (Reynoldssches Transporttheorem). Gegeben sei die reellwertige Funktion
f(x,t) € Ct als Funktion der Position x € Q und der Zeit t. Weiterhin sei Q) eine
wohldefinierte offene Teilmenge von B und 02 die Berandung von 2. Dann gilt

d d d :
a/ﬂfdu—/ﬂgfdv—}- agf(v,n)da—/ﬂ<dtf+fd1v(v)> dv . (1.126)
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Bemerkung 1.5. Zur Formulierung des Reynoldsschen Transporttheorems wurden
sowohl Volumen- als auch Flachenintegrale verwendet. Mithilfe des nachfolgenden
Divergenztheorems ist es moglich, Flachenintegrale in Volumenintegrale umzuwan-
deln.

Satz 1.3 (Divergenztheorem (Gaufischer Integralsatz)). Wenn w ein Vektorfeld
auf Q ist, dann gilt

/Qdiv(w) dv = /BQ(W, n) da, (1.127)

wobei n den Fldchennormalenvektor auf 0$) bezeichnet.

Beweis: Reynoldssches Transporttheorem. Man transformiert die Integrationsvariable
auf materielle Koordinaten {X 4}, sodass der Integrationsbereich in der Referenzkon-
figuration dargestellt wird:

dt/f d/ £((X), 1) J(X, ) dV . (1.128)

Hierfiir kann Differentation und Integration vertauscht werden, da g als Teilmenge
der Referenzkonfiguration nicht von der Zeit abhédngt:

d d d
L — [ Serye 112
dt/Q Cot)du= | G5V (1.129a)
d
_ (dtf—irfdlv( ))Jdv (1.120D)

—/( £+ f div( )) v . (1.129¢)

O]

Man betrachtet nun eine beliebige physikalische Grofie ¥(£2,¢) im Volumen 2. Dessen
zeitliche Anderung setzt sich im Allgemeinen zusammen aus drei Anteilen:

(i) Dem Fluss F(09,t) von ¥ durch die Berandung 02,
(ii) der Produktion P(£2,¢) von ¥ im Volumen 2 und
(iii) der Zufuhr Z(€2,¢) von ¥ im Volumen Q.

Es gilt dementsprechend die generalisierte Bilanzgleichung

d

a\Il(Q,t) =F(0Q,t) + P(Q,t) + Z(%1) , (1.130)
wobei der Fluss als Zufluss aus dem Volumen positiv gezahlt wird, woraus das positive
Vorzeichen resultiert. Weiter wird angenommen, dass sich die physikalische Grofie W (€, ¢),
die Produktion P(£2,t) und die Zufuhr Z(€,t) als Volumenintegrale tiber die zugehorigen
Dichten 1(x, t), p(x,t) und z(x,t) darstellen lassen. Ahnlich fordert man fiir den Fluss,
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dass sich dieser als Flachenintegral tiber die Flussdichte f(x,n, ), mit dem Einheitsnorma-
lenvektor n zur Berandung 02, angeben lasst. Es wird also fiir die Flussdichte gefordert,
dass diese auf der Flache 02 nur von deren dufleren Einheitsnormalenvektor n, nicht aber
von anderen differentialgeometrischen Eigenschaften, z. B. der Kriimmung, abhéingt. Diese
Forderung wird auch als Cauchy Postulat bezeichnet. Unter der Annahme, dass das Cauchy
Postulat erfillt ist, hdngt die Flussdichte f also nur von x, n und ¢ ab und es kann gezeigt
werden [1.1], dass sie ein lineare Funktion von n ist, d.h. es gilt f(x,n,t) = p(x,t) - n,
wobei die neuen Grofie p(x,t) ebenfalls als Flussdichte bezeichnet wird. Die Lagrangesche
Darstellung der generalisierten Bilanzgleichung lautet damit:

Definition 1.10 (Lagrangesche integrale generalisierte Bilanzgleichung). Gegeben
seien die Dichten ¥ (x,t), p(x,t), z(x,t) und ¢(x,t) definiert fir ¢t € R, x € Q.
Die Groflen 1), p, z und ¢ erfiillen die generalisierte Bilanzgleichung, falls fiir jede
wohldefinierte offene Teilmenge®” 2 C B (i) die folgenden Integrale existieren, (ii) das
Integral [, 1 dv beziiglich der Zeit ¢ differenzierbar ist und (iii)

d
—/7,bd1/:/p+zdy+/ (p,n)da (1.131)
dt Jo Q F[9)

gilt. Darin bezeichnet n den Einheitsnormalenvektor zur Berandung 02, dv das
Volumenelement auf 2 und da das Flédchenelement auf der Berandung 0f2.

“Eine offene Menge ) C B wird als wohldefiniert bezeichnet, falls deren Berandung 0f2 stiickweise
stetig differenzierbar (C*) ist.

Die integrale generalisierte Bilanzgleichung (1.131) besagt also, dass die Zu- oder Abnahme
einer Gréfie 1 in einer Teilmenge 2 des Korpers sowohl durch den Zu- oder Abfluss
iiber die Berandung 9€) der Teilmenge als auch tber die Produktion p bzw. die Zufuhr z
innerhalb der Teilmenge €2 verdndert wird, siche Abbildung 1.16. Wenn p = 0, z = 0 und

@ = 0 gelten, dann ist 1 zeitlich konstant und wird haufig als Erhaltungsgrifie bezeichnet.
Q

o0

p(x, 1)
Abbildung 1.16: Zur Definition der generalisierten Bilanzgleichung.
Um die Eulersche integrale generalisierte Bilanzgleichung zu bestimmen, wird zunéchst

eine differentielle, lokalisierte Version der generalisierten Bilanzgleichung gesucht. Es sei
jedoch darauf hingewiesen, dass zur Formulierung der lokalisierten Version der Bilanzglei-
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chungen héhere Anforderungen an die Stetigkeit bzw. die stetige Differenzierbarkeit der
beteiligten Groflen als zur Formulierung der integralen Version notwendig sind. In den
weiteren Betrachtungen wird angenommen, dass alle vorkommenden Gréflen hinreichend
oft stetig differenzierbar sind, sodass alle Operationen sinnvoll sind. Nichtsdestoweniger
gibt es Situationen, wo diese Annahme zu restriktiv ist. Ein Beispiel ist die Beschreibung
von Schockwellen (Uberschallstrémungen), bei denen Diskontinuitéiten auftreten kénnen.

Wendet man das Reynoldssche Transporttheorem (1.126) auf die linke Seite der Lagran-
geschen integralen generalisierten Bilanzgleichung (1.131) an und formt die Oberflichenin-
tegrale mit dem Divergenztheorem 1.3 um, folgt unmittelbar die differentielle, lokalisierte
Version der generalisierten Bilanzgleichung.

Definition 1.11 (Differentielle generalisierte Bilanzgleichung). Es sei 1(x,t) € C*

eine skalare stetig differenzierbare Funktion und ¢(x,t) ein stetig differenzierbares

Vektorfeld. Weiterhin sei die Funktionen p(x, t) und z(x, t) stetig, d. h. p(x,1),z(x,t) €

C°. Diese Grofen erfiillen dann und nur dann die generalisierte Bilanzgleichung, wenn
o

- Tdiv(® V) =p+z+div(e) (1.132)

gilt.

Durch Integration der differentiellen generalisierten Bilanzgleichung iiber ein ortsfestes
Kontrollvolumen €. € R? und durch Anwendung des Divergenztheorems erhilt man die
Eulersche Darstellung der generalisierten Bilanzgleichung.

Definition 1.12 (Eulersche integrale generalisierte Bilanzgleichung). Gegeben sind
die Funktionen (x,t), p(x,t),z(x,t) definiert fiir ¢ € R, x € . und ein Vektorfeld
p(x,t) von .. Die Groflen 1, p, z und ¢ erfiillen die generalisierte Bilanzgleichung,
falls fir jede wohldefinierte offene Teilmenge 2. C B (i) die folgenden Integrale
existieren, (ii) das Integral [ ) dv beziiglich der Zeit ¢ differenzierbar ist und (iii)

0
—/ 'gbdz/+/ Qb(v,n)da:/ p—|—zdu+/ (p,n)da (1.133)
ot Ja, 89 Q. 892
gilt. Darin bezeichnet n den Einheitsnormalenvektor zur Berandung 0f2., dv das
Volumenelement auf 2. und da das Fliachenelement auf der Berandung 0f2..
Anhand der generalisierten Bilanzgleichung kann nun elegant die Massen-, Impuls- und
Energieerhaltung hergeleitet werden.

1.4.3 Massenerhaltung

Eine der grundlegenden Annahmen der Kontinuumsmechnik ist die Existenz einer positiven
Masse

m(Q) =m(2) >0 (1.134)
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flir alle Zeiten t. Die differentielle Form fiir ein Massenelement dm lautet sinngeméaf
dm(X) = dm(x,t) >0 . (1.135)

Die Massendichtefunktion der Referenzkonfiguration po(X) und der Momentankonfigura-
tion p(x,t) konnen dann mit dv = JdV zu

dm dm

pxt) =", poX) =355 = p(du(X),1)J (X, 1) (1.136)

angegeben werden, sodass die Masse m durch
m= / pdv = [ podV (1.137)
Q Q0

gegeben ist. Unter der Annahme, dass Masse weder erzeugt noch vernichtet werden kann,
lasst sich die Massenerhaltung in Lagrangescher Darstellung in der Form

d

d 0
M= &/dey—o, apo—o (1.138)

darstellen. Es sei an dieser Stelle nochmals darauf hingewiesen, dass in der Lagrangeschen
Darstellung 2 eine Menge ist, welche fest mit der Materie verbunden ist, d.h. es gibt
keinen Massenfluss iiber die Berandung 0f). Die Massenerhaltung ist dquivalent zur
Lagrangeschen integralen generalisierten Bilanzgleichung (1.131), falls man 9 = p und
p =z = 0 sowie ¢ = 0 setzt. Wendet man Definition 1.11 auf (1.138) an, so erhélt man
die differentielle (lokalisierte) Version der Massenerhaltung in der Form

%p +div(pv) =0 . (1.139)

Diese Gleichung wird in der Literatur hdufig auch als Kontinuitditsgleichung bezeich-
net, siehe z.B. [1.1, 1.2]. Ein wichtiger Spezialfall ist der eines dichtebestindigen oder
inkompressiblen Materials, welches sich dadurch auszeichnet, dass dessen Massendichte
konstant ist (p = const). Die Kontinuitétsgleichung vereinfacht sich dann zu div(v) = 0.
Die differentielle Massenerhaltung ist eine partielle Differentialgleichung, die die Anderung
der Massendichte mit der rdumlichen Ableitung der Komponenten des Geschwindigkeits-
vektors verkniipft. Die symbolische Schreibweise ist fiir beliebige Koordinaten giiltig. Die
Formulierung héngt also von der Wahl der Koordinaten ab, in denen die Geschwindigkeit
dargestellt wird. In kartesischen Koordinaten {x,} lautet sie

0 0 0 0
i 871:1('0”1) + T@(Pvz) + 87:33(’07)3) =0. (1.140)

Die FEulersche integrale Darstellung der Massenerhaltung ergibt sich wiederum einfach
durch Integration von (1.139) iiber das ortsfeste Kontrollvolumen €2.. Man erhélt dann

2/ pduz—/ p(v,n)da , (1.141)
ot Ja. O

wobei der Term auf der rechten Seite den Massenstrom iiber die Berandung 0€2. des
ortsfesten Volumens 2. beschreibt.
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Bemerkung 1.6. In vielen Féllen ist es sinnvoll das Transporttheorem mithilfe der
Massenerhaltung umzuformulieren. Dazu ersetzt man f durch pf und erhélt eine neue
Form des Transporttheorems durch

d d
S ptav= [ pSt 1.142
dt/Qp v /det v (1.142)

Aufgabe 1.2. Beweisen Sie die gednderte Form des Transporttheorems (1.126).

1.4.4 Impuls und Drehimpulserhaltung

Die Impulserhaltung in der Kontinuumsmechanik ist im Wesentlichen eine Erweiterung
von Newtons zweitem Gesetz. Dieses Gesetz besagt, dass die Anderung des translatorischen
Impulses mv eines Starrkorpers der Masse m der Summe der auf den Koérper wirkenden
Krifte f und die Anderung des Drehimpulses r x (mv) eines Starrkorpers der Masse m
mit dem Ortsvektor r der Summe der auf den Korper wirkenden Momente 7 entspricht.

Der Ausgangspunkt der Herleitung der Impulserhaltung fiir deformierbare Korper ist
eine C! regulire Bewegung eines Korpers B im R3. Der translatorische Impuls zum
Zeitpunkt t ist durch

I(t):/pvdyz/ poV dV (1.143)
Q Qo

und der Drehimpuls durch

Ly, (t) = /Qr x pvdv :/Q rx pVdy, (1.144)
0

definiert. Der Drehimpuls wurde auf einen beliebig gewédhlten Punkt, mit dem Ortsvektor
xq, bezogen. Der Vektor r = x — x ist folglich der Ortsvektor vom Bezugspunkt zu einem
materiellen Punkt. Die Impulserhaltung besagt, dass die totale Zeitableitung des Impulses
gleich der resultierenden Kréfte f bzw. Momente 7 ist, d. h.

d I(t) =f(t) Db d Ly, (%) (t) (1.145)
— = . —Ly =T .

at S

gilt. Die auf eine Teilmenge des Korpers wirkenden Krafte konnen in zwei Klassen unterteilt
werden:

(i) Die erste Klasse von Kréften beschreibt Spannungskrifte, auch Oberflachenkrifte,
welche auf die Berandung der Teilmenge wirken und die Interaktion mit dem Rest
des Korpers bzw. mit seiner Umgebung beschreiben. Die Spannungskrafte kénnen
mithilfe des Cauchy Spannungsvektors t(x,t,n) bzw. des ersten Piola Kirchhoff
Spannungsvektor T(X, ¢, N) identifiziert werden, vgl. (1.119), welche die Flachen-
kraftdichte (Kraft pro verformter Einheitsfliche) auf ein Oberflichenelement da an
der Position x mit dem Normalenvektor n bzw. auf ein Oberflachenelement d.A an
der Position X mit dem Normalenvektor N beschreiben.

Vorlesung und Ubung Fortgeschrittene Methoden der Modellbildung (Sommersemester 2017)
© ,Institut fiir Automatisierungs- und Regelungstechnik, TU Wien



1.4 Bilanzgleichungen Seite 36

(ii) Die zweite Klasse von Kriften resultiert aus extern eingepragten Kréaften, soge-
nannten Volumenkriften, (z. B. Gravitation, elektrostatische oder elektrodynamische
Kréafte) und wirkt auf die Masse innerhalb der Teilmenge. Im Folgenden wird die
Massenkraftdichte (Kraft pro Einheitsmasse dm = pdv = pg dV) der dufleren Krifte
mit f;, bezeichnet.

Die resultierenden Kréfte f(¢) und Momente 7(¢) kénnen also in der Form

f(t):/pfbdu+/ tda= [ poFpdV+ [ TdA (1.146a)
Q I19) Qo Q0

T(t):/rxpfbdy—l—/ rxtda:/ r x poFpdV + rx TdA (1.146Db)
Q o0 Qo BQO

dargestellt werden. Die integrale Impulserhaltung in Lagrangescher Darstellung ist erfiillt,

o2
Abbildung 1.17: Zur Lagrangeschen Darstellung der Impulserhaltung.

falls fiir jedes €2 die Gleichung

jt/pvdy—/pfbdqu/ tda (1.147)

gilt. In der Momentankonfiguration wird dabei in jedem Punkt x der Flachennormalenvek-
tor n der Berandung 0f2 fiir die Auswertung des Vektors t(x,t,n) verwendet. Analoges
gilt fiir die Darstellung in der Referenzkonfiguration. Ersetzt man die Spannungsvektoren
n (1.146) durch (1.119), so erhalt man direkt die Lagrangesche integrale Darstellung der
Impulserhaltung

jt/pvdy—/pfbdy-l—/ o -nda (1.148a)
d
dt/rxpvdu—/rxpfbdl/—i—/ r x (o-n)da (1.148b)
Q
bzw 9
—/ ponV:/ podeV—i-/ P.NdA (1.148¢)
ot Ja, Q0 800
2/ rxponV=/ r x poFpdV + rx (P-N)dA . (1.148d)
8t Qo Qo 900
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Durch Vergleich mit der generalisierte Bilanzgleichung in der Form (1.131) mit der
translatorischen Impulserhaltung in Lagrangescher Darstellung (1.148a) erkennt man,
dass @ = pv die Impulsdichte, ¢ = o die Flussdichte und z = pf die Zufuhrdichte ist.
Die Anwendung von Definition 1.11 in Kombination mit der Massenerhaltung liefert die
differentielle (lokalisierte) Version der Impulserhaltung in der Form

d
PV = pfy + div(o) (1.149)
bzw. analog dazu

3t = poFy + Div(P) . (1.150)

Die Fulersche integrale Darstellung der translatorischen Impulserhaltung ergibt sich mit
der generalisierten Bilanzgleichung (1.132) folglich zu

2/ pvdu+/ pv(v,n)da:/ pfbdv+/ o -nda . (1.151)
ot Ja, 09, Q. 89

Die differentielle translatorische Impulserhaltung besteht aus drei partiellen Differen-
tialgleichungen, die die Komponenten des Beschleunigungsvektors mit den rdumlichen
Ableitungen des Spannungstensors und den Volumenkéften verkniipft. Die Formulierung
ist wieder fiir beliebige Koordinaten giiltig und in kartesischen Koordinaten {x,} kann sie
in der Form

87)1 81)1 8 37)1 80’11 8012 80’13
- = 1.1

(at T T oy +ax3”3) 9z " Bms | dms P (1.152a)
8112 6112 802 81)2 80'21 60’22 80'23

—_— 4+ — — = 1.152b
(at 0. T Oy axg,”‘*) 9oy T Dws T O TP (1.152b)
81)3 81)3 67)3 81)3 60'31 8032 6033

— — = 1.152

(at 90, 't oz 2”2+ax3”3) o1 " Owy T ows TP (1.152¢)

angegeben werden. Man konnte nun vermuten, dass die differentielle (lokalisierte) Version
der Drehimpulserhaltung keine unabhéngige Aussage darstellt und lediglich durch die
Berechnung von rx(1.149) direkt aus der differentiellen translatorischen Impulserhaltung
gewonnen werden kann. Es kann jedoch gezeigt werden [1.1] , dass sich eine zusétzliche
Symmetrieaussage folgern lasst:

Satz 1.4 (Differentielle Drehimpulserhaltung). Es sei angenommen, dass die Massen-
erhaltung und die translatorische Impulserhaltung erfillt sind. Die Drehimpulserhal-
tung ist dann und nur dann erfillt, wenn der Cauchy-Spannungstensor o bzw. der
zweite Piola-Kirchhoff Spannungstensor S symmetrisch ist, d. h. es gilt

oc=0', S=8T (1.153)
oder in Komponentendarstellung

Oab = Oba ; SAB = SBA - (1.154)

Der erste Piola-Kirchhoff Spannungstensor ist im Allgemeinen nicht symmetrisch. Aller-
dings impliziert die Transformationsvorschrift (1.124), dass fiir den ersten Piola-Kirchhoff

Vorlesung und Ubung Fortgeschrittene Methoden der Modellbildung (Sommersemester 2017)
© ,Institut fiir Automatisierungs- und Regelungstechnik, TU Wien



1.4 Bilanzgleichungen Seite 38

Spannungstensor
PFT = FPT | P,uFys = FyuPoa , (1.155)

gelten muss und in Koordinaten {X4} auf Qq gilt fiir S
SAB = (Fil)AaPaB = J(Fil)Aa(Ffl)Bbaab . (1.156)

Die Symmetrie der Spannungstensoren ist dabei wieder unabhéingig vom gewahlten
Koordinatensystem.

1.4.5 Energieerhaltung

Eines der Grundprinzipien der Physik ist, dass Energie weder erzeugt noch vernichtet,
sondern nur von einer Form in eine andere Form umgewandelt werden kann. Zunéachst
wird lediglich mechanische Energie betrachtet. Andere Energieformen, wie thermische,
elektrische, magnetische oder chemische werden vernachlassigt. Unter diesen Umsténden
stellt die Energiebilanz keine zusétzliche Bedingung dar. Sie ist vielmehr eine Konsequenz
der Impulserhaltung. Zur Formulierung der Energieerhaltung fiir deformierbare Kérper
betrachtet man wieder eine wohldefinierte offene Teilmenge eines Kérpers 3. Die externe
mechanische Leistung Peyt ist definiert als die Leistungszufuhr in eine Teilmenge zum
Zeitpunkt t, die durch die Kréfte (t, pfy) bzw. (T, poF}p) hervorgerufen werden:

Pext(t):/g<pfb,v> du+/m<t,v> da:/QO<p0Fb,V> vt [ (TViaA. (1157

Die kinetische Energie T der Masse innerhalb dieser Menge ist zu jedem Zeitpunkt ¢ durch

T(t)-/gép(v,v)du—/g %p(](V,V) v (1.158)

gegeben. Die Verzerrungsenergiedichte 7 ist definiert als Funktion des Green-Lagrange
Verzerrungstensors € in der Form

w(E):/()Fa(F):dF:/()gS(E):dS (1.159)

Die interne mechanische Leistung Pi,; beschreibt den Einfluss des Spannungsfeldes zum
Zeitpunkt ¢ und ist definiert als

Pinc (1) :/ o:ddv=[ S:Dav. (1.160)
Q Qo
Wird nur mechanische Energie betrachtet, so kann die Energieerhaltung in der Form

d
&T(t) + Pint(t) = Pext(t) (1161)

formuliert werden. Nunmehr kann die innere Energie eingefiithrt werden. Die innere Energie
Ein berechnet sich aus der Energiedichte e (innere Energie pro Einheitsmasse) zu

Ein(t)Z/Qpedl/:/Q poEdV . (1.162)
0
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Die Energiedichte e(x, t) ist dabei eine makroskopische Darstellung der Energie innerhalb
eines Stoffes, welche aus den molekularen Bindungen und den molekularen Aktivitdten
(z.B. Vibration der Molekiile) resultiert. Da zunéchst nur mechanische Enerige betrachet
wird, ist die interne Leistung identisch mit der Anderung der internen Energie:

d

Pint(t) = aEm(t) : (1.163)

Die Gleichung (1.161) kann mit der inneren Energie zu

d d
&T(t) + &Ein(t) = Pext(t) (1.164)
bzw. E .
—/ p(e+—<v,v>) duz/(pfb,v) dv+ [ (t,v)da (1.165)
oder

9 / pO(E+1<v,v>> = [ (B, V)av+ [ (T V)aA  (1166)
ot Qo 2 Qo Qo

angegeben werden. Der Anteil auf der linken Seite charakterisiert dabei die totale Leistung.
Sie resultiert lediglich aus externer mechanischer Energie.

Im Folgenden wird sowohl mechanische als auch thermische Energie betrachtet. Ein
Kontinuum, welches mechanische und thermische Energie besitzt, wird als thermodyna-
misches Kontinuum bezeichnet. Der thermodynamische Zustand ist bekannt, wenn alle
Groflen zur Beschreibung des Systems bekannt sind. Diese Gréflen nennt man auch ther-
modynamische Zustandsgrifien. Sie sind makroskopische Gréfen die im Allgemeinen von
der Position und der Zeit abhingen. Zum Beispiel kann der thermodynamische Zustand
eines thermoelastischen Festkorpers im sieben dimensionalen Zustandsraum mit sechs
Spannungsvariablen und der Temperatur beschrieben werden. Die Funktionen, die eine
bestimmte Zustandsvariable beschreiben, werden als Zustandsgleichungen oder Konstitu-
tivgleichungen bezeichnet. Zur Charakterisierung des thermodynamischen Zustands ist
die Beschreibung der mechanischen und thermischen Energie notwendig. Dazu wird das
Konzept der Warme Q(t) eingefithrt. Warme ist eine thermische Energieform, die zwischen
einem System und der Umgebung aufgrund eines Temperaturgradienten ausgetauscht
wird. Die thermische Leistung ist definiert als

dQ(t):/ rdv + qda:/ Rdv + QdA . (1.167)
dt Q Qo

o0 Qo

Hierin bezeichnen die skalare Funktionen ¢(x,n,t) und Q(X, N, t) den Wéarmefluss iiber
die Berandung 092 bzw. 92y mit den Normalenvektoren n bzw. N und r(x,t) bzw. R(X, t)
die Warmeproduktion pro Einheitsvolumen. Das Analogon zum Cauchy Postulat bildet
das Stoksche Wirmefluss Theorem der Thermodynamik. Es besagt, dass die skalaren
Funktionen ¢ und @ als lineare Funktionen

q(x,n,t) = —(q(x,t),n) (1.168a)
Q(X,N,t) = —(Q(X,1),N) (1.168b)
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dargestellt werden konnen. Das rdumliche Vektorfeld q(x, t) wird dabei als Cauchy Warme-
fluss und das materielle Vektorfeld Q(X, ¢) als Piola-Kirchhoff Warmefluss bezeichnet. Das
negative Vorzeichen wird benétigt, da gefordert wird, dass dem Koérper Warme zugefithrt
wird. Wird die thermische Energie mitbetrachtet, so dndert sich die innere Energie auch
zufolge der Anderung der Wirme und es gilt fiir die thermische Energieerhaltung

d d
Pin t —Q(t) = 7Ein t) . 1.1
(1) + SQ(0) = TEw(0) (1.169)
Setzt man (1.169) in (1.161) ein, so ergibt sich die Energieerhaltung
d d d
37 () + 3 Ein(t) = Q) + Pext(?) , (1.170)

die auch als erster Hauptsatz der Thermodynamik bezeichnet wird. Die Energieerhaltung
ist nun fir jede wohldefinierte offene Menge erfiillt (Lagrangesche integrale Darstellung),
falls

d 1
) a/gﬂ(e+ §<v,v>> dv = /Qp((fb,v> +r) dy+/m(<t,v) —{q,n))da  (1.171)
%/QO PO(E+ %<V,V>) dv = /QO po((Fy, V) +R) AV | (T, V) —(Q,N)dA
(1.172)

gilt. Auch fiir die Energieerhaltung soll eine differentielle, lokalisierte Version hergeleitet
werden. Verwendet man die vorangegangenen Erhaltungssétze und (1.168), so erhélt man
die differentielle, lokalisierte Version der Energieerhaltung in der Form

p%e +div(q) =0 :d + pr (1.173a)
pO%E +div(Q) =S :D + poR . (1.173b)

Bemerkung 1.7. Der Ausgangspunkt des Beweises von (1.173a) ist die Lagrangesche
integrale Darstellung (1.171) in der Form

C(lit/ﬂp(e-f—;<V,V>)dl/:/ﬂp(<fb,v>—|—r) dv + 8Q(<0-.V’n> _ (q,n>)da ) (1'174)

Mithilfe von Definition 1.126 folgt fiir die linke Seite damit unmittelbar
0 1 . 1 d 1 1 .
—tp(e+§<v,v))+d1v ple + §<v,v>)v =% ple+ =(v,v)) +p(e+§<v,v>) div(v)

0 2
(1.175)
und die rechte Seite ergibt sich zu

p{fp, v) + pr+div(e - v) — div(q) . (1.176)

Vorlesung und Ubung Fortgeschrittene Methoden der Modellbildung (Sommersemester 2017)
© ,Institut fiir Automatisierungs- und Regelungstechnik, TU Wien



1.4 Bilanzgleichungen Seite 41

Im ersten Schritt betrachtet man nun den Term div({o,v)), welcher in der Form

div(o - v) = 2 (va0ap) = Lo 90

a e 1.177
8$b 6:5,, bV aa?(, ( )

dargestellt werden kann. Man beachtet weiterhin, dass aufgrund der Drehimpulser-
haltung (1.153) der Spannungstensor o symmetrisch ist und das doppelt verjiingen-
de Produkt des schiefsymmetrischen Drehgeschwindigkeitstensors (1.62b) mit dem
symmetrischen Spannungstensor verschwindet. Es ergibt sich insgesamt mit dem
Verzerrungsgeschwindigkeitstensor (1.104) dgp

ot 5 (et = o Jow = 3 5o+ 52 Jouw = duc (1.178)
=0
und es folgt schliellich
div(e - v) =0 : d + (div(o), V) . (1.179)
Verwendet man noch
G (st =5 Got (v (1.180)

so erhélt man fiir die Energieerhaltung

de+<d + div(v)) <e+1<v v>>+ <dv V>—
Pac " \at” "7 2"V PNae” /)~

A B
p{fy, v) +pr+ o :d+ (div(o),v) —div(q) . (1.181)
B B

Aufgrund der Massenerhaltung (1.139) verschwindet der Ausdruck A. Die mit B
gekennzeichneten Terme verschwinden aufgrund der Impulserhaltung (1.149). Damit
resultiert unmittelbar die differentielle Darstellung der Energieerhaltung (1.173a).
Analog kann vorgegangen werden, um die Darstellung (1.173b) zu beweisen.

Ausgehend von (1.175) und (1.176) kann die Eulersche integrale Darstellung der Energie-
erhaltung angegeben werden.

%/Qcp<e+ %(v,v)) dl/+/896p(e+ %(v,v))(v,n) da =
/Q p((fb,v>+r)dy+/89((0'-v,n>+<q,n))da. (1.182)

@
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1.5 Materialmodelle

In den letzten beiden Abschnitten wurden die Kinematik sowie die zugehoérigen Bilanz-
gleichungen hergeleitet. Um die Bewegungsgleichungen fiir Festkorper oder Fluide zu
berechnen, fehlen noch Materialmodelle, die einen Zusammenhang zwischen der Verzer-
rung bzw. Verzerrungsgeschwindigkeit und der Spannung herstellen. Diese Materialmodelle
werden auch als Konstitutivgleichungen bezeichnet. Im Rahmen dieser Lehrveranstaltung
werden lediglich linear-elastische Festkorper behandelt. Ein Material wird als einfaches
Material bezeichnet, wenn dessen momentaner Spannungszustand nur von der lokalen
Vergangenheit der Deformation abhéngt. D.h., der Wert des Cauchy Spannungstensors an
einem materiellen Punkt kann als Funktion der Vergangenheit des Deformationsgradienten
an diesem Punkt dargestellt werden. Es zeigt sich in Experimenten, dass nahezu alle
realen Materialien als einfache Materialien modelliert werden kénnen.

1.5.1 Elastizitat

Unter einem elastischen Material versteht man ein Material, in welchem die Anderung der
Spannung an einem materiellen Punkt im Koérper zwischen zwei beliebigen Konfigurationen
unabhéngig von der Zeit und dem Pfad im Raum fiir alle moglichen Konfigurationen
ist. In einem (isothermen) elastischen Material ist damit der momentane Spannungszu-
stand an einem materiellen Punkt alleine durch die momentane Deformation an diesem
materiellen Punkt festgelegt. Der Cauchy Spannungstensor ist damit eine Funktion des
Deformationsgradienten F und es gilt

o=o0c(F,x), (1.183)

wobei die Abhéngigkeit o (-,x) von der Momentanposition x eines materiellen Punktes
andeutet, dass die Materialeigenschaften an unterschiedlichen materiellen Punkten im
Korper verschieden sein kéonnen. Ein Material mit dieser Eigenschaft wird auch als
heterogen bezeichnet. Sind die Materialeigenschaften an jedem Punkt gleich, so hingt die
Konstitutivgleichung (1.183) nicht mehr explizit von der Position ab und es gilt fiir ein
sogenanntes homogenes Material

oc=o0c(F). (1.184)
Materielle Homogenitéit wird im Folgenden vorausgesetzt.

1.5.2 Linear-elastischer Festkorper

Eine dquivalente Formulierung zu (1.184) kann mithilfe des zweiten Piola-Kirchhoff
Spannungstensors als Funktion des Green-Lagrange Verzerrungstensor £ zu

S = S(€) (1.185)
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angeben werden. Die Gestalt der Konstitutivgleichung (1.185) kann durch die Annahme
einer Verzerrungsenergiedichte 7, definiert als Funktion des Green-Lagrange Verzerrungs-
tensors, der Form

E - - Eab ~
(€)= / S(€):dE, n(&)= [ " Sudéuy (1.186)
0 0
eingeschréankt werden. Dazu wird gefordert, dass die Integration im Verzerrungsraum we-
gunabhéngig ist. Man nennt ein Material, welches diese Eingenschaft erfiillt hyperelastisch

und es folgt fiir eine orthonormale Basis

on
I
Unter der Annahme einer infinitesimalen Deformation gelten die kinematischen Linearisie-

rungen € ~ € und S = &. Fiir eine infinitesimale Deformation eines elastischen Materials
folgt aus der Konstitutivgleichung (1.185)

Sab =

(1.187)

& =a(&) (1.188)

und fir ein hyperelastisches Material definiert man analog zu (1.186) die infinitesimale
Verzerrungsenergiedichte

w(é):/:&(é):dé, w(é):/o% Tap dEgp - (1.189)

Anlog zu (1.187) folgt

or
Oah = . 1.1
Oab 8éab ( 90)

Prinzipiell sind die Konstitutivgleichungen (1.185) bzw. (1.188) fiir eine Deformation bzw.
infinitesimale Deformation eines elastischen Materials nichtlinear. Die Spannungen sind
damit nicht proportional zu den Verzerrungen. Wird jedoch angenommen, dass dieser
Zusammenhang affin ist, so kann die Konstitutivgleichung in der Form?

G=C:e, Gu = Caupedfed (1.191)

dargestellt werden, wobei die Komponenten des Steifigkeitstensors vierter Stufe C materielle
Parameter darstellen. Diese konnen von der Referenzposition X abhéngen, falls der Korper
nicht materiell homogen ist. Die Konstitutivgleichung (1.191) fiir eine infinitesimale
Deformation eines linear-elastischen Materials wird als generalisiertes Hookesches Gesetz
bezeichnet. Insgesamt beinhaltet der Tensor vierter Stufe 3* = 81 Komponenten, die
allerdings nicht von einander linear unabhéngig sind.

(i) Es wurde bereits festgestellt, dass der Spannungstensor symmetrisch ist, g, = 0pq,
um die Drehimpulserhaltung zu erfiillen. Daraus lisst sich unmittelbar ableiten,
dass die Drehimpulserhaltung erfiillt ist, wenn der Steifigkeitstensor C in den ersten
zwei Indizes symmetrisch ist, Cypeqd = Cpaeqd- Damit reduziert sich die Anzahl der
unabhéngigen Komponenten auf 6 x 3 x 3 = 54.

3Es wird zusétzlich angenommen, dass die Spannungen in der Referenzkonfiguration verschwinden. Falls
notwendig, muss eine Vorspannung & iiberlagert werden, so dass & = C : € 4+ & gilt.
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(ii) Der Steifigkeitstensor kann in einen symmetrischen und schiefsymmetrischen Anteil
aufgespalten werden

1 1
Cabcd = i(cabcd + Cabdc) + §(Cabcd - Cabdc) . (1192)

Da der Verzerrungstensor symmetrisch ist (€.q = €4¢), hat nur der symmetrische
Anteil einen Einfluss auf die Spannungen

_ 1 _ _ 1 B
Cabed€cd = §(Cabcd€cd + Copdc€cd) = §(Cabcd + Cabdc)Ecd - (1.193)

Der schiefsymmetrische Anteil ist damit beliebig. Ohne Beschrénkung der Allgemein-
heit kann dieser zu Null gesetzt und gefordert werden, dass der Steifigkeitstensor in
den letzten zwei Indizes symmetrisch ist, Cypeq = Capde. Die unabhéngigen Kompo-
nenten reduzieren sich damit auf 6 x 6 = 36.

(iii) Ist das linear-elastische Material zudem hyperelastisch, dann folgt aus (1.190)

or
aéab

= CupedEed (1.194)

und nochmaliges Differenzieren resultiert in

om

O p0E cq
Die Reihenfolge der Differentation in (1.195) ist beliebig, so dass der Steifigkeits-
tensor fiir eine infinitesimale Deformation eines linear-hyperelastischen Materials
symmetrisch sein muss (Cgpeq = Cedap) und sich die Anzahl der unabhéngigen
Komponenten schlielich zu (6 x 6 + 6)/2 = 21 reduziert. Ebenso kann gezeigt
werden, dass ein linear-elastisches Material hyperelastisch ist, falls Cypeq = Cegap gilt.
Die betrachteten Materialien werden im Folgenden als hyperelastisch angenommen.
Anzumerken ist, das die 21 unabhéngigen Komponenten weiter reduziert werden
kénnen, wenn der Korper eine inhérente Symmetrie aufweist.

= Cabed - (1.195)

Die Verzerrungsenergiedichte fiir eine linear-elastische Deformation lautet

_ 1_ _ _ 1 _
mw(e) = Pk C:e, n(e)= §Cabcdsabscd : (1.196)

Dies kann gezeigt werden, indem (1.196) nach &,¢ partiell differenziert wird:

on 1 _ 1 _
— = *Cabcdecd(sar(sbs + *Cabcdeabécrfsds
0&ps 2 2
_ 1 _ 1 _ 1 _ 1.197
= *Crscdscd + *Cabrseab = *Crscdecd + *Crsabeab ( )
2 2 2 2
= Ops -

Die Kombination von (1.191) und (1.196) lasst auf eine alternative Formulierung der
Verzerrungsenergiedichte

1
m(e)=50:€, 7(e)= 0wl (1.198)
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schlieBen. Die Konstitutivgleichung (1.191) kann invertiert werden, um eine Konstitutiv-
gleichung fiir die Verzerrungen als Funktion der Spannungen zu erhalten

E=S:0, Ecd=SuwcdTab ;s (1.199)

wobei der Nachgiebigkeitstensor vierter Stufe S eingefithrt wurde. Kombiniert man (1.198)
und (1.199), findet man die Koverzerrungsenergie fiir eine linear-elastische Deformation
als Funktion der Spannungen

1

m(e)=-6:S:0, (o) = §Sabcd6ab60d . (1.200)

N —

Wie bereits erwdhnt, kénnen die unabhéngigen Komponenten des Steifigkeitstensors
weiter reduziert werden, wenn die Symmetrie des Materials berticksichtigt wird. In die-
sem Zusammenhang bezeichnet man ein Material als ein anisotropes Material, wenn
die Materialeigenschaften an einem materiellen Punkt unterschiedlich in verschiedene
Richtungen sind. In einem isotropen Material sind hingegen die materiellen Eigenschaften
in alle Richtung identisch. Ein Tensor T n-ter Stufe bezeichnet man als isotrop, wenn
die Komponenten der Darstellung in zwei beliebigen orthonormalen Basen identisch sind.
Ohne Beweis, [1.4] , ist einen Tensor vierter Stufe dann symmetrisch und isotrop, wenn
fiir ihn die skalare Dekomposition

Cabed = Mapded + 11(0acObd + Gaddve) (1.201)

gilt. Dabei bezeichnen A und p die Laméschen Konstanten. Vereinfacht man diesen
Ausdruck, so kann (1.191) fiir ein isotropes Material in der Form

0 =2u€ + Aspur(€)d , Tap = 2uEah + Aeclap (1.202)

dargestellt werden. Die Konsitutivgleichung (1.202) gibt die Spannungskomponenten als
Funktion der Verzerrungskomponenten wieder. Oft ist es jedoch niitzlich die Verzerrungs-
komponenten als Funktion der Spannungskomponenten anzugeben. Hierfiir folgt aus
(1.202)

1 A 1 A

AN NS . Er— —
20’ 2M(3A+2M)Spur(a) » Fab = 5% T 2uB 1 20)

Anzumerken ist, dass die Laméschen Konstanten auch anhand des Elastizitdtsmoduls E
und der Querkontraktionszahl v ausgedriickt werden konnen, vgl. Kapitel 1.1.2,

E= Geebap - (1.203)

FEv E

A= =50+

EE (1.204)

Die einzelnen Komponenten lauten damit

11 = 2uE1n + A(E11 + 22+ E33) , T12 = 2012
022 = 2192 + A(E11 + €22 + €33) , 013 = 2ué13 (1.205)
033 = 2E33 + AN(E11 + €22+ E33) , 023 = 20éa3
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bzw.
_ 1_ v, _ _ B 1 _
11 = 501 — 5(022 +033), Ei2= 5012
_ 1_ v, _ _ B 1 _
€22 = 502 — E(Ull +033), Ei13= 5013 (1.206)
_ 1_ v, _ _ B 1 _
€33 = 033 — E(Ull +022), €= 5023 .

Fiir Stahl gilt beispielweise E ~ 2.1-10°N/mm?, v ~ 0.3, A ~ 1.2-10° N/mm? und
p =~ 8.1-10* N/mm?.

1.6 Folgerungen fiir eine linear-elastische Deformation

Fiir eine linear-elastische Deformation lassen sich folgende Folgerungen treffen.

1.6.1 Arbeitssatz

Es soll noch der Abeitssatz fiir eine infinitesimale Verzerrung dargestellt werden. Die Ver-
zerrungsenergiedichte fiir eine linear-elastische Deformation ist durch (1.198) gegeben. Die
Verzerrungsenergie in einem Korper, der das Gebiet )¢ einnimmt, lautet dementsprechend

/ r(E)dy = * / G s AV (1.207)
Qo 2 Joo

Man beachte weiterhin, dass aufgrund der Drehimpulserhaltung (1.153) der Spannungs-
tensor o symmetrisch ist und das doppelt verjiingende Produkt des schiefsymmetrischen
Drehgeschwindigkeitstensors (1.62b) mit dem symmetrischen Spannungstensor verschwin-
det. Es ergibt sich folglich mit dem infinitesimalen Verzerrungstensor (1.112)

_ _ 170U, 0U, 1_ /o0, 0U, _ O0Uy
__ 170U, 1 ) _ 5., 2% 1.2
Tabab = Tabyy (axb * axa> 2U“b<aXa axb> TIHX, (1.208)
=0
Anhand der Identitat (Produktregel)
_ oUy o ,_ 0T ap
T~ (GaUs) — g 1.2
Lrra 8Xb(0abU ) aXbU (1.209)
bzw.
o : Grad(U) = Div(e - U) — (Div(e), U) (1.210)
findet man mit dem Divergenztheorem (1.3)
/ @)V = [ &:CradUaV= [ (5 -N,UYdA— [ (Div(3),U)dV. (1.211)
Qo Qo Qo Qo

Mit der Impulserhaltung (1.150) fiir den Gleichgewichtszustand (V = 0) und der Definition
des Spannungsvektors (1.119a) erhélt man schlieffilich die Beziehung
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/ w(é)dVZ/ (poFp, UYdV + [ (T, U)dA . (1.212)
Qo Qo Q0

Die rechte Seite von (1.212) représentiert die verrichtete Arbeit durch externe Krifte
wahrend einer linear-elastischen Deformation. Der Arbeitssatz besagt, dass im Gleichge-
wichtszustand fiir infinitesimale Verzerrungen die in einem Korper gespeicherte Verzer-
rungsenergie gleich der durch externe Kréafte verrichteten Arbeit ist.

1.6.2 Betti-Rayleigh Beziehungen

Betrachtet werden zwei Gleichgewichtszustinde eines linear-elastischen Korpers. Die
verrichtete Arbeit Wys der externen Krifte T und (ngb)(l) des ersten Gleichgewichts-
zustands und der Verschiebung U®) des zweiten Gleichgewichtszustands lautet:

2Wio = / <(P0Fb)(1)»U(2)> dy +

<T(1>,U(2>> dA . (1.213)
QO 890

Mit den im vorherigen Kapitel getroffenen Uberlegungen gilt dann auch
2Wig = / g g?qy (1.214)
Qo
bzw. mit (1.191)
2Wia :/ eM.c:e@ay. (1.215)
Qo

Da der Steifigkeitstensor C symmetrisch ist, ist die verrichtete Arbeit Wio des ersten
Kriftepaars (T™M), (pgF3)™) und der Verschiebung U gleich der verrichteten Arbeit
Way des zweiten Kriftepaars (T, (pgFy)?) und der Verschiebung U, Es gilt somit

[ {ooF) .0 av +
Qo 0Qo

=/ <(P0Fb)(2),U(1)>dV+/BQO<T(2),U(1)>dA.

Qo

T(l)’ U®\Vaa
< > (1.216a)

Ebenso ist die Verzerrungsenergie des Spannungsfeldes des ersten Gleichgewichtszustands
und des Verzerrungsfeldes des zweiten Gleichgewichtszustands gleich der Verzerrungenergie
des Spannungsfeldes des zweiten Gleichgewichtszustands und des Verzerrungsfeldes des
ersten Gleichgewichtszustands

LI sw.g@qp-L [ 2. s04qy . (1.216D)
2 Ja, 2 Ja,
Damit gilt natiirlich auch
1/ o . @ dV:/ <(p0Fb)(2),U(1)>dV+/ (T, UM)dA.  (1.2160)
2 QQ Qo 89O

Die Gleichungen (1.216) werden als Betti-Rayleigh (Reziprok-)Beziehungen bezeichnet.
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Beispiel 1.7. Betrachtet wird ein einseitig eingespannter Balken unter zwei unter-
schiedlichen Gleichgewichtszustdnden. Im ersten Fall wirkt am Punkt B eine vertikal
Lastkraft F(!) und die zugehérige vertikale Verschiebung sei U, Im zweiten Fall
wirkt am Punkt A eine vertikal Lastkraft F(?) und die zugehérige vertikale Verschie-
bung sei U?). Die Betti-Rayleigh Beziehungen besagen nun, dass FOU® = p@yM)
gilt.

1.7 Energieprinzipien und Variationsmethoden

Prinzipiell konnen die Bewegungsgleichungen eines Festkorpers mithilfe der Impulsbilanz
und der Konstitutivgleichungen abgeleitet werden. Dazu muss ein Teilgebiet des Korpers
Q) isoliert werden und die statischen und dynamischen Kréafte und Momente bilanziert
werden. Fiir einfache Festkorper ist diese Vorgehensweise einfach durchzufiithren - fiir
komplizierte Festkorper stoit man jedoch schnell an die Grenzen dieses Verfahrens. Es
ist dabei oft wesentlich einfacher die Bewegungsgleichungen anhand der in einem Korper
gespeicherten Energie zu bestimmen. Zudem erlaubt ein energiebasiertes Verfahren eine
einfache finit-dimensionale Approximation der resultierenden Bewegungsgleichungen. Zur
Beschreibung der gespeicherten Energie wird die virtuelle Verschiebung und das Prinzip
der virtuellen Arbeit eingefiihrt.

1.7.1 Virtuelle Verschiebung

Betrachtet wird ein Kérper B zu einem Zeitpunkt ¢. Die Punkte X € 5 mit dem Positi-
onsvektor X und x € ) mit dem Positionsvektor x charakterisieren die Position eines ma-
teriellen Punktes P € B in der Referenzkonfiguration 29 und der Momentankonfiguration
Q. Die Uberlegungen werden fiir ein materielles Verschiebungsfeld U = U(X, t) angefiihrt.
Sie lassen sich eins zu eins auf rdumliche Koordinaten iibertragen. Das Verschiebungsfeld
U eines materiellen Punktes zeigt von der Referenzposition X zur Momentanposition x,
vgl. Abbildung 1.18.

Abbildung 1.18: Zur virtuellen Verschiebung.

Es wird ein neues, beliebiges Vektorfeld W am Punkt x eingefiihrt, mithilfe dessen eine
virtuelle, deformierte Konfiguration in einer Umgebung von U beschrieben werden kann.
Die virtuelle Konfiguration kann anhand des modifizierten Verschiebungsfelds

U=U+9gW, (1.217)
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mit dem skalaren Parameter 7, charakterisiert werden. Die Differenz zwischen zwei
benachbarten Verschiebungsfeldern U, hier U und U, nennt man erste Variation des
Verschiebungsfelds U und man schreibt*

SU=U-U=9yW . (1.218)

Die Variation von U ist dabei beliebig klein (7 — 0). In der Mechanik wird 6U als virtuelle
Verschiebung bezeichnet.

Bemerkung 1.8. Die erste Variation kann als Gateaux Differential interpretiert wer-
den.

Definition 1.13 (Gateaux Differential). Die erste Variation einer skalaren, vek-
tortiellen oder tensoriellen Gréfle T(U) am Punkt U in Richtung 6U, auch als
Gateaux Differential von T(U) beziiglich U am Punkt U bezeichnet, ist in der
Form

ST(U; 6U) = tim 0 EMU) =TU) _ 0 1y 515 (1.219)
n—0 n 877 n=0

definiert.

Es kann gezeigt werden, dass die Reihenfolge der Variation und Differentiation bzw.
Integration vertauscht werden kann:

(1) 6(Grad(U)) = Grad(sU)
2) 6 [, Udd = J;,6UdU |,

wobei U ein Gebiet beliebiger Dimension bezeichnet. Damit kdnnen die erste Variation
des Deformationsgradienten und des Green-Lagrange Tensors berechnet werden.
Mit der Definition des Deformationsgradienten (1.68) findet man die Variation des
Deformationsgradienten

= Grad(6U) . (1.220)

)
6F = —F(U +néU
On( néU) o

. = ;n(F + nGrad(6U))
/]’]:

Fiir die erste Variation 0€ des Green-Lagrange Tensors (1.92) gilt

5E = %(5FTF + FTaF) = %((FTGrad@U))T + FTGT&d@U)) (1.221)

= sym (FTGrad(6U)) ,

wobei die Notation sym(-) andeutet, dass der symmetrische Anteil des Tensors
verwendet wird.

4Die Verwendung des §-Symbols fiir die erste Variation einer Grofe ist iiblich in der Literatur, weshalb
die Notation iibernommen wurde. Das §-Symbol darf allerdings nicht mit dem Kornecker-Delta 4
verwechselt werden.
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1.7.2 Anfangs-Randwertaufgabe der Kontinuumsmechanik

Eine der fundamentalen Bilanzgleichungen ist die Euler-Cauchy Gleichung (1.149) (diffe-
rentielle Version der Impulserhaltung). Ersetzt man die Geschwindigkeit in (1.150) durch
die Verschiebung anhand von (1.53), so erhélt man

poU = poFy + Div(P) . (1.222)

Im Folgenden werden nun Rand- und Anfangsbedingungen fiir die Bewegung vorgegeben,
die bendétigt werden, um die eindeutige Losbarkeit der partiellen Differentialgleichung
(1.222) zu gewahrleisten. Es wird dazu angenommen, dass die Berandung 0 in zwei
disjunkte Anteile aufgeteilt werden kann:

0y =00y UOQr mit 90y NOQp = {} . (1.223)
Man unterscheidet zwischen zwei Klassen von Randbedingungen:

(1) Dirichtlet (wesentliche oder geometrische) Randbedingungen, die mit der Verschie-
bung U korrespondieren und

(2) Neumann (natirliche, Kraft-) Randbedingungen, die physikalisch mit der Oberfla-
chenspannung T in Verbindung gesetzt werden kénnen.

Man schreibt fiir die Randbedingungen
UX,t)=U auf 00y und T(X,t)=P -N=T auf 9Qr, (1.224)

wobei U und T die Vorgaben auf den jeweiligen Brandungen 99y und Q7 sind. Zusétzlich
zu den Randbedingen miissen noch Anfangsbedingen spezifiziert werden. Die Anfangsbe-
dingungen der Verschiebung und Verschiebungsgeschwindigkeit zu einem Zeitpunkt ¢ = 0
werden in der Form

UX,t=0)=Uy(X) und UX,t=0)=TUyX) (1.225)

vorgegeben, wobei Ug(X) und Uy(X) wieder die Vorgaben auf Qy bezeichnet. Um Kom-
patibilitdt der Randbedingungen mit den Anfangsbedingungen zu gewéhrleisten, fordert
man zusitzlich auf 0Q

UX,t=0)=UpX) und UX,t=0)=UyX). (1.226)

Zusammenfassend kann die Impulserhaltung als Anfangs-Randwertaufgabe zu
poU = poFy + Div(P) auf
UX,t)=U auf 9y, T(X,t)=P-N=T auf 9Qr (1.227)
UX,t=0)=UyX), UX,t=0)=UyX) auf Q

formuliert werden.
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1.7.3 Prinzip der virtuellen Arbeit

Um das Prinzip der virtuellen Arbeit herzuleiten, betrachtet man die Anfangs-Randwert-
aufgabe (1.227). Multipliziert man (1.222) mit der virtuellen Verschiebung dU und inte-
griert iiber das Gebiet g, so folgt

/Q (=000 + poF, + Div(P),5U) ) dV = 0. (1.228)

Anhand der Identitat (Produktregel)

OPur .. 0 doU,

bzw.
(Div(P),0U) = Div(P - §U) — P : Grad(6U) (1.230)

findet man mit dem Divergenztheorem (1.3)

/ (Div(P), 5U) dV — / (P-N,6U)dA— [ P:Grad(§U)dV . (1.231)
Qo oQr Qo

Insgesamt also mit den Randbedingungen nach (1.227)

/ ((-~poU + poFy, 6U) — P : Grad(50) ) dV + / (P-N,6U)dA=0. (L232)
QQ 8QT

Diese Formulierung wird als Schwache Form der Anfangs-Randwertaufgabe (1.227) be-
zeichnet. Die Spannungsrandbedingungen sind teil dieser Formulierung - daher der Name
natiirliche Randbedingungen.

Ein deformierbarer Korper ist im Gleichgewicht, wenn die extern eingepragten und
internen resultierenden Kréaften identisch sind. Die virtuelle Arbeit der extern eingepragten
Kréfte durch die virtuelle Verschiebung wird als externe virtuelle Arbeit §Wext bezeichnet.
Die Arbeit, resultierend aus den inneren Kraften durch die virtuelle Verschiebung, wird
hingegen als interne wvirtuelle Arbeit 6[i,; bezeichnet. Die externe virtuelle Arbeit -
verrichtet aufgrund einer virtuellen Verschiebung §U - ist dann gegeben durch

Wert = / (0oF3,6U)dV + [ (P -N,sU)dA (1.233)
Qo OQr
und die interne virtuelle Arbeit 6;, ist definiert als
SMine = / S:6€dV = [ P:Grad(6U)dV . (1.234)
Qo Qo

Dabei wurde die Symmetrieeigenschaft des zweiten Piola-Kirchhoff Spannungstensors
(1.155), die Transformationsvorschrift (1.123) und die erste Variation des Green-Lagrange
Tensors (1.221) verwendet, um die Identitét

S:0€ =PTF 1 : sym(FTGrad(dU)) = P : Grad(§U) (1.235)
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zu erhalten. Die kinetische Energie T laut (1.158) kann mithilfe des Verschiebungsfeldes
(1.53) ausgedriickt werden

[ %pO<U,U> av. (1.236)

Bilden der Gateaux Ableitung liefert die virtuelle kinetische Energie

0

5T = (%T(U + 775U) ’n:o o ( / fp0<U + 960, U + 776U> dv) » (1.237a)
_ (/QO %p0<(5U, U+ n5U> + 5po<U + 560, 5U> dV) » (1.237b)
bzw.
0T = [ po(U,60)dv . (1.238)

Qo

Beispiel 1.8 (Virtuelle Energie eines Stabes). Betrachtet wird die axiale Dehnung
eines isotropen, elastischen Stabes in 1-Richtung, vgl. Abbildung 1.19. Der Einfluss
der Gravitation wird vernachlédssigt. Fiir das Gebiet und die Berandung gilt € :
X1 €(0,L) und 09 : X7 =0, L. Der Stab ist einseitig bei X; = 0 fest eingespannt
und am Stabende bei X1 = L wirkt eine Einzelkraft f(t¢) und eine Linienlast ¢(X7,t)
in 1-Richtung. Er weist die Lange L und eine Querschnittsfliche A(X;) auf. In
diesem einfachen Fall verschwinden alle Spannungen mit Ausnahme von &1; und
das Materialgesetz (1.202) reduziert sich zu o1; = E&1;. Es wird eine infinitesimale
Deformation angenommen und die Verschiebung ist gegeben als

Ur(X,8) = UX1,t), Us(X,t)=0, Us(X,t)=0, (1.239)

wobei U die axiale Verschiebung an einem Punkt auf der 1-Achse des Stabes ist. Die
einzige, nicht verschwindende Verzerrung ist damit

_ oU
€11 = T)Q . (1240)
Die virtuelle interne und externe Arbeit lautet
L
Wers = f(£)SU (L, 1) + / q(Xl,t)éU(Xl,t) X, (1.241a)
5|_|mt / / 0'115611 d.AXm / / 0'11 d.AXm (1.241b)
oU 06U
= FA(X dX 1.241
= [" A gy 0% axi (1.241¢)
wobei
oU
N11 :/ 0'11 d.A EA(Xl) (1242)
A 0X4
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der Betrag der Axialkraft ist. Der Term E.A(X;) wird als Axialsteifigkeit bezeichnet.
Die virtuelle kinetische Energie lautet mit dV = A(X7) dX;

5T = /0 Y (X1 AU (X0, )60 (X1, ) d X, | (1.243)

X, U

— L

AN

Abbildung 1.19: Einseitig eingespannter Stab.

Beispiel 1.9 (Virtuelle Energie eines Euler-Bernoulli Balkens). Betrachtet wird die
Biegung eines gelenkig gelagerten Euler-Bernoulli Balkens, vgl. Abbildung 1.20. Der
Einfluss der Gravitation wird vernachléssigt. Fiir das Gebiet und die Berandung
gilt Qo : X7 € (0,L) und 999 : X; = 0,L. Er weist die Linge L und eine Quer-
schnittsfliche A(X) auf. Auf den Balken wirkt eine Flichenlast ¢(X1,t). Es wird
eine infinitesimale Deformation angenommen und die Verschiebung ist gegeben als

Ul (X7 t) = _X3 ow

Us(X,t) =0, Us(X,t)=W(Xy,t), (1.244)
aX;

wobei W (X71,t) die Querverschiebung an einem Punkt auf der 1-Achse des Balkens
sind. Ferner wird der lineare Zusammenhang 717 = E&1; vorausgesetzt. Die einzige,
nicht verschwindende Verzerrungen ist

PwW
g1 = —X3——5 1.24
€11 3 8X12 ( 5)
und die interne und externe virtuelle Arbeit lautet mit dV = dAdX;
L
Wert = / o(X1, )W (X1, £) dX, (1.246a)
0

L
6l = / / 5116611 dAdX; = / / a2 qaax,  (1.246b)
0 Ja 8X

L O*W 0%6W
—/0 EIQQ(Xl)aXQ oxXZ dXy , (1.246¢)

wobei

L O2W 02w

Foxz A = —FIn(X1) g5y (1.247)

7’112/ 511X3dA=—E/ X
A A
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der Betrag des Biegemoments um die 2-Achse mit dem Fliachentragheitsmoment
Too(X1) = / X2dA (1.248)
A

ist. Die virtuelle kinetische Energie lautet

6T = /OL po(X1)AX )W (X, )W (X1, t)dX; . (1.249)

L

q(X1,1)

Ennssnnnniill [

—— X\, U

Y X5, W

2!

Abbildung 1.20: Gelenkig gelagerter Balken.
Aufgabe 1.3. Geben Sie die virtuelle interne Arbeit und kinetische Energie fiir einen
Timoshenko Balken mit dem Verschiebungsfeld
Ui(X,t) = U(X1) + X39(X1,t) , Ua(X,t) =0, Us(X,t)=W(X1,t) (1.250)

an. Dabei bezeichnen v und w die Axial- und Querverschiebung in der Mittelebene
und ¢ die Rotation des Balkenquerschnitts um die 2-Achse.

1.7.4 Hamilton-Prinzip

In der Variationsrechnung stellt man sich die Frage, wie ein Wirkungsintegral

t
J(U) = / F(,0,0) dr (1.251)
to

minimiert werden kann. Dabei ist ¢ty die Anfangszeit und ¢; die Endzeit des Integrati-
onsintervalls ¢ € [to, t1]. Fiir eine gegebene Verschiebung U ist der Ausdruck F(t, U, U)
nur von der Zeit t abhéngig und es kann iiber ¢ integriert werden. Der Wert von J héngt
jedoch von der Trajektorie U(t) ab, weshalb das Funktional J(U) von U, nicht aber von
der Zeit t abhangt.

Bemerkung 1.9. Eine formale Definition eines Funktionals wiirde umfangreiche Kennt-
nisse der Funktionalanalysis voraussetzen. Zusammenfassend kann man jedoch sagen,
dass eine stetige Abbildung zwischen normierten Vektorrdumen stetiger Operator
heif3t. Ist der Bildraum der Skalarkoérper, sagt man Funktional anstatt Operator. Man
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spricht von einem linearen Funktional (es gilt Additivitdt und Homogenitéit) wenn
J(ClU + CQV) = ClJ(U) + CQJ(V) (1252)

gilt. Hierbei bezeichnen ¢ und co zwei Konstanten und U und V zwei Variablen. Das
innere Produkt ist dementsprechend ein Funktional.

Um die Wirkung (1.251) zu minimieren, muss die erste Variation des Funktionals (1.251)
berechnet werden. Sie kann als Richtungsableitung (Gateaux Ableitung) bestimmt werden,
vgl. Definition 1.13. Bezeichnet (1.251) ein Funktional auf dem Zeitintervall ¢ € [to, 1], so
schreibt man fiir die erste Variation

53U 5U) = 23U 4 pou)

t1 9 . .
- / —F(t, U* + U, U* + néU)) dt
to

877 n=0 877 n=0
(1.253a)
b by oF OF
_ ﬁa:/[5U+ijp 1.253b
to to 8U 8U ( )

Die notwendigen Bedingungen erster Ordnung fiir ein lokales Minimum eines Funktionals
lassen sich nun wie folgt formulieren.

Satz 1.5 (Notwendige Bedingungen erster Ordnung). Angenommen U* € U ist ein
(lokales) Minimum des Funktionals J, welches in einer Teilmenge U eines normierten
linearen Vektorraums (U, |-||) definiert ist. Dann gilt

§J(U*6U) =0 (1.254)

fuir alle zuldssigen Richtungen §U an der Stelle U*. Man nennt dabei eine Richtung
0U € U,6U # 0 an der Stelle U* zuldssig, wenn

(a) 6J(U*;6U) existiert und
(b) U*+ndU € U fiir alle n € (—¢,e) und hinreichend kleines € > 0 gilt.
Bedingung (b) impliziert, dass U* im Inneren von U zu liegen kommdt.
Da U* ein Minimum ist, muss wegen Satz 1.5
t1
0J(U*;0U) = oFdt =0 (1.255)
to

gelten. Fithrt man fiir den zweiten Summanden in (1.253b) eine partielle Integration durch,
so erhélt man

bt [ OF oF . throgF d [/ OF OF t

5U+.&ﬂw:/[-(>kuw+[wq —0. (1.256

/to {8U ou to LOU dt\oU ou to ( )
=0

Alle zuléssigen Variationen §U miissen die homogenen geometrischen Randbedingungen

dU(X,tp) = 0 und dU(X,t;) = O erfiillen, vgl. Satz 1.5. Wahlt man nun fir ein festes
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T
i = 1,...,n die Variation dU = {6U1 5Un} so, dass oU; = 0 fiir j # ¢ und
OU;(to) = 0U;(t1) = 0 gilt, dann ergibt sich

HIOF  d [ OF
— — | —)|0U;dt =0. 1.257

Lemma 1.2 (Fundamentallemma der Variationsrechnung). Angenommen g(t) ist
eine stickweise stetige Funktion auf dem Intervall [to,t1] und es gilt
t1
g(t)oU;(t)dt =0 (1.258)
to
fiir alle stickweise stetigen Funktionen 6U;(t) im Intervall [to,t1], dann folgt fast
tberall (abgesehen von einer abzdihlbaren Menge von Punkten) g(t) =0, t € [to, t1].

Mit dem Fundamentallemma der Variationsrechnung folgen unmittelbar die Euler-Lagrange

Gleichungen
OF d / oF
— <> =0. (1.259)

Das (Lagrange-)Hamilton-Prinzip (Prinzip der stationdren Wirkung) basiert auf der
Annahme, dass ein dynamisches System anhand der kinetischen und potentiellen Energie
charakterisiert werden kann. Es besagt, dass ein dynamisches System sich in der Form
bewegt, dass seine Wirkung minimiert wird, d. h.

t
sLdt =0 (1.260)

to

gilt. Der Integrand in (1.260) kann als virtuelle Lagrange Funktion der Form

5L =6T — oW (1.261)

aufgefasst werden. Dabei ist 0T die virtuelle kinetische Energie (1.238) und 6W = 0l —
dWext die Differenz der virtuellen internen und externen Energie nach (1.233) und (1.234),
die auch als wvirtuelle totale potentielle Energie bezeichnet wird. Es kann nun gezeigt
werden, dass das Hamilton-Prinzip (1.260) auf die Anfangs-Randwertaufgabe (1.227)
fithrt. Setzt man in das Hamilton-Prinzip (1.260) die Lagrange Funktion (1.261) ein,
erhalt man

t1 t1

sLdt — / (6T — 6Tt + SWert) dt = 0 . (1.262)
to to

Die erste Variation der Lagrange Funktion lautet mit der virtuellen kinetischen Energie

(1.238) bzw. der internen und externen virtuellen Arbeit (1.234) und (1.233)

5L = / (poU,50)dV — [ P : Grad(sU)dV
o o (1.263)

+/ <p0Fb,5U>dV+/ (P N,5U)dA .
Qo 8QT
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Anhand der Identitdt (Produktregel)

86Ua . 0 a})aA
Purge = g (Paadla) = 530Us (1.264)
bzw.
P : Grad(§U) = Div(P - 6U) — (Div(P), 6U) (1.265)

findet man mit dem Divergenztheorem (1.3)
P : Grad(6U)dV = (P-N,éU)dA - | (Div(P),sU)dV . (1.266)
Qo 87 Qo
Ebenso kann die virtuelle kinetische Energie (1.243) partiell integriert werden

t t . .
15Tdt:/ [/1<P0U,5U)dt} v
Qo

to to

_ /Q 0 H<P0U,5U>]: — / t1<pol"J,5U> dt} ay .

to

(1.267)

Da fiir eine zuldssige Variation U (X, tg) = dU(X, ¢1) = 0 gilt, verschwinden die Randter-
me. Insgesamt lautet die integrale Darstellung damit

0= /t: [/ﬂo ((~poT7 + Div(P) + poFy, 6U) ) dv} dt . (1.268)

Die Anwendung des Fundamentallemmas der Variationsrechnung 1.2 liefert die Anfangs-
Randwertaufgabe (1.227).

Beispiel 1.10 (Bewegungsgleichung eines Stabes). Fiir den Stab aus Beispiel (1.8) soll
nunmehr die Bewegungsgleichung hergeleitet werden. Um die Notation zu vereinfachen
wird X; = X gesetzt. Partielle Integration der virtuellen internen Arbeit (1.241c)
ergibt

L oU 96U
M= | FAX) - ——dX 1.2
5T ing /0 AX) S S d (1.269)
ou 1% o oU

Ebenso kann die virtuelle kinetische Energie (1.243) partiell integriert werden

t1 L t1 . .
5T dt = / [ 0 AUST dt} ax
0

fo L (1.270)
. t1 t1 ..
= / HpoAUaU} — | poAUSU dt} dx
0 to to
und, da fiir eine zuléssige Variation 0U (X1, t0) = 6U(X1,t1) = 0 gilt, folgt
t1 t1 L .
STdt = — / / po(X)AX)T (X, 08U (X, ) dX | dt . (1.271)
to to 0
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Insgesamt findet man durch Anwendung des Hamilton-Prinzips (1.260) die integrale
Darstellung

t:1 sLdt = /tjl {/OL {—po(X)A(X)U(X, £+ £< (EA(X);?;) + (X, t)} SU(X, ) dX

- [EA(X)S)U(W(X, t)]OL + f(t)0U (L, t)} dt=0.

(1.272)

Anwendung des Fundamentallemmas der Variationsrechnung liefert die Bewegungs-
gleichungen in der Starken Form

, 0 ou .
po(X)AX)U(X,t) = 8X<EA(X)8X> +q(X,t) fuir X €(0,L) (1.273)
mit den Bedingungen
oUu , _
EA(X)a—XéU(X,t) =0 fir X=0

(1.274)
<_EA(X)§§, 4 f(t))éU(X,t) —0 fir X—1L.

Die Bedingungen (1.274) kénnen prinzipiell auf zwei Arten erfiillt werden. Entweder
gilt fiir die Axialkraft

ou N
oder fiir die Verschiebung
UX,t)=0 fir X=1L. (1.276)

Da ein einseitig eingespannter Stab betrachtet wird und auf dessen freies Ende eine
Einzelkraft f(t) wirkt, lauten die geometrischen und natiirlichen Randbedingungen

UX,t)=0 fir X=0

U (1.277)
Die partielle Differentialgleichung (1.273) ist von der Ordnung zwei und wird auch als
(lineare) Wellengleichung bezeichnet. Andere elastische Strukturen, wie etwa ein Tor-
sionstab oder eine Saite, konnen ebenfalls mithilfe einer strukurell gleichen partiellen
Differentialgleichung zweiter Ordnung beschrieben werden. Der einzige Unterschied
liegt in der Art der Verschiebung, Anregung bzw. in den Parametern. Fiir einen
Torsionsstab muss die Verschiebung u durch den Drehwinkel ¢, die Axialkraft f durch
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ein Moment 7 und die Axialsteifigkeit FA(X) durch die Torsionsteifigkeit pJ(X)
ersetzt werden, wobei p den Schubmodul und J(X) das polare Flachentrégheitsmo-
ment bezeichnet. Fiir eine Saite muss die Verschiebung w durch die Querauslenkung
w, die Axialkraft f durch ein Querkraft und die Axialsteifigkeit FA(X) durch die
Transversalsteifigkeit T'(X) ersetzt werden.

Beispiel 1.11 (Bewegungsgleichung eines Euler-Bernoulli Balkens). Betrachtet wird
der Euler-Bernoulli Balken aus Beispiel 1.9, fiir welchen die Bewegungsgleichung
hergeleitet werden sollen. Es gilt wieder X; = X. Partielle Integration der virtuellen
internen Arbeit (1.246¢) ergibt

L O*W 925w
oM = = [ El(X) g 5w

2W asW 9 02W L
0

ax (1.278a)

0X?2

> (EIQQ(X)(?ZWN SWdX . (1.278b)

Insgesamt findet man durch Anwendung des Hamilton-Prinzips (1.260) die integrale
Darstellung

/tt { /0 - [—pO(X)A(X)W(X, P ;;; <E122(X)?;?;> v q(X,t)] SW dX

W W 82w g
0

(1.279)

und mit dem Fundamentallemma der Variationsrechnung die Bewegungsgleichung in
der Starken Form

P XAV (X.1) + o <E122<X> ow

0X?

X2 ) =q(X,t) fir X e (0,L). (1.280)

Zusétzlich gilt fiir die Randbedingungen entweder (querkraftfrei)

0 W ..
Q33 = X <E122(X)8X2> =0 fir X=0,L (1.281)
oder
W(X,t)=0 fir X=0,L (1.282)
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bzw. entweder (momentenfrei)

*W .
r = ~EIn(X) 5 =0 fir X =0,L (1.283)
oder
oW o

Fiir den gelenkig gelagerten Balken muss (1.282) und (1.283) erfiillt sein. Die parti-
elle Differentialgleichung (1.280) wird auch als biharmonische Differentialgleichung
bezeichnet.

Aufgabe 1.4. Bestimmen Sie die Bewegungsgleichungen und Randbedingungen fiir
einen Timoshenko Balken mit dem Verschiebungsfeld (1.250).

Seite 60

1.7.5 Freie Schwingung und Eigenwertproblem

Unter einer freien Schwingung versteht man die Schwingung einer elastischen Struktur ohne
Einwirkung einer externen Kraft, die nur durch von Null verschiedene Anfangsbedingungen
hervorgerufen werden. Anhand von zwei Beispielen soll das Eigenwertproblem einer

elastischen Struktur verdeutlicht werden.

Beispiel 1.12 (Freie Schwingung und Eigenwertproblem eines beidseitig eingespannten
Stabes). Im Folgenden wird die Losung der Differentialgleichung (1.273) fiir f(¢t) =0
und ¢(X,t) = 0, einen konstanten Querschnitt .4 und eine konstante Massendichte pg
gesucht. Es wird dazu angenommen, dass der Stab an beiden Enden eingespannt ist. Im
Speziellen wird eine Losung betrachtet, fiir welche der Stab eine synchrone Bewegung
durchfithrt, die dadurch charakterisiert ist, dass das Verhéltnis der Verschiebungen
an zwei unterschiedlichen Punkten konstant ist. Die Losung von (1.273) ist dann
separierbar in der Ortsvariablen X und der Zeit ¢, so dass diese in der Form

U(X,t) = a(t)p(X) (1.285)

gegeben ist, wobei ¢(X) nur von der Ortsvariablen X und «(t) nur von der Zeit ¢
abhéngt. Setzt man den sogenannten Separationsansatz (1.285) in (1.273) ein, so
folgt unter den getroffenen Annahmen

poAd(X)a(t) = a(t)EAg;g fir X € (0,L) (1.286a)
at)p(0) =0 und «a(t)p(L)=0. (1.286b)
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Dividiert man (1.286a) durch ppa(t)¢(X) und fiithrt die Wellengeschindigkeit ¢? =
E/po ein, findet man

1 0%¢

Die linke Seite hdngt nunmehr nur noch von der Zeit und die rechte Seite vom Ort
ab. Die Ortsvariable und die Zeit sind jetzt unabhéngige Variablen und (1.287) kann
nur erfiillt sein, wenn die beiden Seiten konstant sind. Daher fithrt man eine positive
Konstante w ein und setzt die linke Seite von (1.287) gleich —w?, womit man eine
gewohnliche Differentialgleichung zweiter Ordnung der Form

a(t) + w?a(t) =0 (1.288)

erhélt. Die Differentialgleichung (1.288) ist ungedampft und weist damit rein konju-
giert komplexe Eigenwerte bei s1 o = +iw auf. Die Fundamentallésung der Differenti-
algleichung (1.288) lautet

a(t) = Acos(wt) + Bsin(wt) , (1.289)

wobei A und B unbekannte Konstanten sind. Setzt man nun die rechte Seite von
(1.287) gleich —w? und eliminiert «(¢) in den Randbedingungen von (1.286), so ergibt
sich mit 8% = w?/c?

¢ | o )
25 +B2(X) =0 fir X €(0,L) (1.290a)

0X?2
$(0)=0 und ¢(L)=0. (1.290b)
Die Gleichungen (1.290) reprasentieren das Figenwertproblem fiir einen einseitig

eingespannten Stab und die Fundamentallésung des Eigenwertproblems (1.290) ist
mit den unbekannten Konstanten a und b gegeben durch

#(X) =acos(BX) + bsin(SX) . (1.291)

Die Randbedingung ¢(0) = 0 wird fir a = 0 eingehalten und die Randbedingung
¢(L) = 0 kann nur nichttrivial erfiillt werden, wenn die sogenannte charakteristische
Gleichung

sin(BL) = 0 (1.292)

erfillt ist. Mit der Bedingung jm = L, j = 1,2,... lasst anhand der charakteristi-
schen Gleichung auf
ﬂj:%, j=1,2,... (1.293)
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schliefen und fir den Imaginérteil w der Eigenwerte s ergibt sich
ji=12,.... (1.294)

Die Frequenzen w; werden als Eigenfrequenzen und die zugehorigen Funktionen

$i(X) = b; sin(‘TX)7 j=1,2,..., (1.295)

als Eigenfunktionen oder Eigenmoden bezeichnet. Man kann sich leicht davon iiber-
zeugen, dass die Eigenfunktionen orthogonal zu einander sind und

/L ¢i(X)¢;(X)dX = {Lj = fonst. f?r Z:J (1.296)
0 0 fir i#j

gilt. Die Amplitude L; ist von den Koeffizienten b; abhéangig und fiir eine Normierung
der Eigenfunktionen (L; = 1) muss folglich

L
/ PFX)dX =1, j=12,... (1.297)
0
festgelegt werden, womit man die orthonormalen Eigenfunktionen

6:(X) = \/gsin(ng) =12 (1.298)

erhilt. Die Losung kann nun als Superposition aller Eigenfunktionen angegeben
werden

= 3 Qs 3 Cosw sin(w gsin ]—W
_jz::l i(H)oj ]Z::l (A; t) + By sin( t))\/; (LX>. (1.299)

Um die Konstanten A; und B; zu berechnen, miissen die Anfangsbedingungen
U(X,t=0)=Uy(X) und U(X,t = 0) = Up(X) beriicksichtigt werden. Eingesetzt in
die Losung (1.299) ergibt sich

X) =Y A;6;(X), Up(X)=> w;Bj¢;(X) . (1.300)
j=1 j=1

Bildet man das innere Produkt von (1.300) mit ¢;(X), so erhélt man aufgrund der
Orthogonalitéit der Eigenfunktionen die Koeffizienten

L 1 rL.
Aj:/o Un(X);(X) dX Bj:wj/o Uo(X);(X)dX , j=1,2,... .
(1.301)

Fiir unterschiedliche Randbedingungen ergeben sich unterschiedliche charakteristische
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Gleichung, Eigenfrequenzen und Eigenfunktionen. Eine Zusammenstellung der unterschied-
lichen Moglichkeiten ist in Tabelle 1.1 gegeben. Fiir ein eingespanntes Ende eines Stabes
gilt U(X,t) =0, X =0, L und fiir ein freies Ende 0U(X,t)/0X =0, X =0, L.

Randbedingungen bei  Eigenfrequenzen Eigenfunktionen
X=0-X=1L
eingespannt—eingespannt wj = % ¢;j(X) =sin(FX )
frei—frei w; = % $;(X) = cos ]TWX)
frei—eingespannt wj = m;é)m ¢j(X) = Sin<(2j;L1)ﬂX)
eingespannt—{frei wj = (2 ;Ll)m $;(X) = COS<(2j2_L1)7TX )

Tabelle 1.1: Eigenfrequenzen und Eigenfunktionen eines Stabes.

Beispiel 1.13 (Freie Schwingung und Eigenwertproblem eines Euler-Bernoulli Bal-
kens). Man betrachtet zunéchst einen gelenkig gelagerten Euler-Bernoulli Balken mit
konstantem Flachentriagheitsmoment Iso und konstantem Querschnitt A der Form

&W—HWunyw fir X € (0,L) (1.302)
X1 ,t) = ur , .
mit den Randbedingungen
PW .
W(X,t) =0 s W =0 fur XZO,L N (1303)

wobei die Abkiirzung k* = w?pg.A/(EI3) eingefithrt wurde. Der Separationsansatz
W(X,t) = a(t)p(X) (1.304)

fiihrt auf die Zeitdifferentialgleichungen

a(t) + w?a(t) =0 (1.305)
und das Eigenwertproblem
o 4 . ¢ N
(1.306)

Die Fundamentallésung des Eigenwertproblems lautet

d(X) = a1 sin(kX) + ag cos(kX) + a3 sinh(kX) + a4 cosh(kX) (1.307)
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und mit den Randbedingungen findet man

0 1
0 -1
sin(kL) cos(kL) sinh(kL) cosh(kL)| |as
—sin(kL) —cos(kL) sinh(kL) cosh

A

0 1
0 1
(1.308)

o O O O

Nichttriviale Losungen von (1.308) ergeben sich, wenn die Determinante verschwindet,
d.h.

det(A) = sin(kL) sinh(kL) =0 (1.309)

gilt. Offensichtlich ist die charakteristische Gleichung (1.309) fir k;L = jm, j =
1,2,... erfillt. Der Fall j = 0 stellt eine Starrkdrperbewegung dar, die im Folgenden
nicht betrachtet wird. Die Eigenfrequenz lauten somit

FEl

. N2 22 .

(A/'— ; _1 2 DY 1; 1()
J («] ) P()A[47 J ) 4y ) ( 3 )

und fiir die Eigenfunktionen findet man mit a;; = konst., as; = agj = a4; = 0 und
einer entsprechenden Normierung

H(X) = \/zsm(jgx) . (1.311)

Die Losung kann wie zuvor in Beispiel 1.12 durch Superposition aller Eigenfunktionen
formuliert werden.

Es soll noch kurz eine weitere Lagerung betrachtet werden. Fiir einen einseitig
eingespannten Euler-Bernoulli Balken mit konstantem Flachentragheitsmoment I
und konstantem Querschnitt A lautet die Bewegungsgleichung

W dex N
o~ KW(X. 1) =0 fir X €(0,L) (1.312)
und die Randbedingungen

15

wX, ) =0, 22 -0 fir X=0
0X

52 FE (1.313)
S =0, =0 fir X=1L.

0X? 0X
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Die Einbeziehung der Randbedingungen in die Fundamentallésung (1.307) lasst auf
die charakteristische Gleichung

1+ cos(kL)cosh(kL) =0 (1.314)

schlieBen. Die charakteristische Gleichung (1.314) ist nicht analytisch losbar. Die
numerische Losung lautet k1L = 1.875, kol = 4.694, ksl = 7.855,... und die
Eigenfrequenzen sind in der Form

Ely .
wj = (k;L)%/ =1,2,.... 1.315
J (j ) ,00-/4[4, J s ( )

Wie im vorangegangen Beispiel gezeigt wurde, ergeben sich fiir unterschiedliche Randbedin-
gungen unterschiedliche charakteristische Gleichung, Eigenfrequenzen und Eigenfunktionen.
Eine Zusammenstellung der unterschiedlichen Moéglichkeiten ist in Tabelle 1.2 gegeben.
Fiir ein eingespanntes Ende eines Balkens gilt W(X,t) =0, ow(X,t)/0X =0, X =0, L,
fiir ein freies Ende 0?°W(X,t)/0X? = 0, OW?3(X,t)/0X? = 0, X = 0,L und fiir ein
gelenkig gelagertes Ende W (X, t) =0, OW?(X,t)/0X? =0, X =0, L.

gegeben.

Randbedingungen bei Charakteristische Gleichung
X=0-X=1L wj:(kjL)Q,/pfﬁM j=1,2,...
gelenkig—gelenkig sin(k; L)
eingespannt—frei 1+ cos(k;L) cosh(k;L)
frei-gelenkig tan(k;L) — tanh(k;L)
eingespannt—eingespannt sin(k; L) cosh(k;L)
frei—frei 1 — cos(k;L) cosh(k;L)

Tabelle 1.2: Charakteristische Gleichung und Eigenfrequenzen des Euler-Bernoulli Balkens.

1.7.6 Finit-dimensionale Approximation elastischer Strukturen

Die Bewegungsgleichungen elastischer Strukturen stellen partielle Differentialgleichungen
dar. Fiir eine dynamische Simulation miissen diese finit-dimensional approximiert werden.
Eine sehr elegante Approximationsmethode ist die Ritz-Methode.

Ritz-Methode

Die Ritz-Methode basiert auf der Variationsformulierung. Dabei wird ein Lésungsansatz
als Linearkombination von, dem Problem angepassten, Ansatzfunktionen vorgegeben. Man
approximiert U(X,t) € R™ in der Schwachen Form (1.262) anhand eines Ansatzes der
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Form
$01(X) (o (t), 1(X))
UX, 1)~ U(X,t) = o+ : : (1.316)
bon (X) <O’,n(t), ¢n (X)>
é0(X) ¢y (X)
mit den Vektoren aJT(t) = [ajl ajn], ¢o(t) und (]_');-F(t) = [¢j1 (ﬁjn}, Jj =

1,...,N. Diese beinhalten die Koeffizienten oj;(t) und Ansatzfunktionen ¢;;(X), i =
0,1,...,n, 7 =0,1,..., N. Ferner beschreibt in Gleichung (1.316) ¢y(X) die partikulére
Losung und ¢y, (X) den homogenen Anteil der Losung. Durch die Einfithrung des Ansatzes
(1.316) wurde die Ortscharakteristik festgelegt, womit nur noch die Koeffizienten «;
variiert werden kénnen. Die erste Variation der Verschiebung lautet damit

(6 (), 91(X))
SUX,t) ~ 0U(X, t) = : . (1.317)
(daun(t), &, (X))
on(X)

Ziel ist es, die Koeffizienten der Linearkombination (1.316) so zu berechnen, dass die
Wirkung

t1 Y t1
/ 5L(1, 0, 0) dr = / 5Lt 0t ..., Oy a1, . . ., i) dE = O (1.318)
to to

mit der Approximation (1.316) minimiert wird. Damit die Ritz-Methode eine konvergente
Approximation liefert miissen folgende Anforderungen erfiillt sein [1.5]:

i) Die Ansatzfunktionen ¢;; miissen stetig und vollstindig® sein.
j
(ii) Die Ansatzfunktionen ¢;y,, 7 =0,1,..., N miissen linear unabhéngig sein.

(iii) Die Ansatzfunktionen ¢;,, j = 1,2,..., N miissen die homogenen geometrischen
Randbedingungen erfiillen.

(iv) Die Ansatzfunktionen ¢g;, i = 0,1, ...,n miissen die geometrischen Randbedingungen
erfiillen.

Mithilfe der Ansatzfunktionen ¢g; kann die stationidre Losung dargestellt werden. Oft ist
es einfach moglich, diese direkt analytisch aus der Starken Form (1.227) zu bestimmen. Fiir
die Ansatzfunktionen ¢;, kénnen entweder Eigenfunktionen einer vereinfachten partiellen
Differentialgleichung (z. B. durch Annahme eines konstanten Querschnitts) oder allgemeine
Polynome angesetzt werden.

5Eine Menge von Ansatzfunktionen {¢s;} wird als vollstandig bezeichnet, wenn es moglich ist, die
analytische Losung der Differentialgleichung mithilfe der Ansatzfunktionen darzustellen.
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Beispiel 1.14 (Ritz-Methode fiir einen einseitig eingespannten Stab). Die Ritz-Methode
soll fiir den einseitig eingespannten Stab aus Beispiel 1.8 bzw. 1.10 angewendet werden.
Das Hamilton-Prinzip fithrt auf die Schwache Form

t L .
/ { / (pO(X)A(X)U(X, NoU(X, 1) +EA(X)8U85U> dx
to (/0 0X 0X (1.319)
— f(HSU(L, 1)} dt =0
Wird ein Ansatz der Form
. N
U(X, 1) = U(X,t) = ¢o(X) + Y a;(t)¢;(X) (1.320)
j=1
gewdhlt, so lautet dessen erste Variation
A N
SU(X,t) = 0U (X, t) =Y da;(t)e;(X) . (1.321)

Das Einsetzten von (1.320) und (1.321) in (1.319) fihrt auf

1 L N N
/ { | {040 (Zdjmm) (Zaaxt)@-m)] dx
. 2 2
"‘/0 BA(X (3¢0 +Z 3(;5]) (;(gal(t)gfé)] dx (1.322)
N
— )Y doi(t)gi(L) }dt = 0
=1

bzw.

| IV N oL
= [0 || 32 [ (r0(X0AC)6(X)05(X)) X |ais
=1 7j=1 Dij
-~ [ 09: 09,
+ X ] (Bac055 5% ) o fase) (1,329
K;;
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Die Anwendung des Fundamentallemmas der Variationsrechnung liefert die gewthnli-
che Differentialgleichung

Dé(t) + Ka(t) = £(t) (1.324)

mit den Freiheitsgraden ot (t) = [al e N], der konstanten Massenmatrix D, der
konstanten Steifigkeitsmatrix K und dem Vektor f(¢). Werden die Ansatzfunktionen
¢; orthogonal gewéhlt, so ist die konstante Massenmatrix D diagonal, vgl. (1.296).
Damit die Ansatzfunktion ¢o(X) die geometrische Randbedingung U (X = 0,t) =0
erfiillt, kann z. B. ¢o(X) = 0 gewéhlt werden. Fiur die restlichen Ansatzfunktionen ist
ein Polynomansatz der Form

6;(X) = ()L()] , % _ i(f)j_l Cj=12....N (1.325)

sinnvoll. Dieser erfiillt die (homogene) geometrische Randbedingung U(X = 0,t¢) = 0.

Vorlesung und Ubung Fortgeschrittene Methoden der Modellbildung (Sommersemester 2017)
© ,Institut fiir Automatisierungs- und Regelungstechnik, TU Wien



1.8 Einfache Beispiele zur Elastostatik von geraden Stdben Seite 69

1.8 Einfache Beispiele zur Elastostatik von geraden Staben

Im vorliegenden Abschnitt werden einige besonders einfache statisch belastete gerade
Linientragwerke (gerade Stabe) untersucht. Es wird dabei stets von linear elastischen
Festkorperkontinua ausgegangen. So nicht anders angeben, ist das Material homogen und
isotrop mit den Materialparametern Elastizitdtsmodul F und Querkontraktionszahl v
und es werden nur kleine Verschiebungen wu; zugelassen. Folglich kann mit linearisier-
ten Verschiebungs-Verzerrungs-Beziehungen gerechnet werden und eine Unterscheidung
zwischen Referenzlage und verformter Lage kann entfallen.

Verschiebungs-
randbedingungen
A
Verschiebungen Belastung J;
Uj
A A
Verschiebungs- Gleichgewichts-
Verzerrungs- bedineuneen
Beziehungen sung
4 Konstitutiv-
Verzerrungen gesetz Kraftrand-
< » Spannungen o;; > .
Eij bedingungen
Kompatibilitits- Differential- Differential-
bedingungen operator operator
¥ Differential-
_ 0 Wolbfunktion | gleichung | Spannungs-
- © funktion

Abbildung 1.21: Tonti-Diagramm fiir ein elastostatisches kontinuumsmechanisches
Problem.

Zur Losung derartiger kontinuumsmechanischer Problemstellungen sind eine Reihe von
Gleichungen und Beziehungen notig, wobei die meisten von ihnen bereits im Verlauf
dieses Kapitels vorgestellt wurden. Der Ubersichtlichkeit halber sind einige wichtige
Zusammenhénge nochmals in Abbildung 1.21 in Form eines sogenannten Tonti-Diagramms
dargestellt.

1.8.1 SchnittgroBen eines Stabes

Ein gerader entlang der Achse x; ausgerichteter Stab befinde sich im statischen Gleich-
gewicht. Wird der Stab nun in einer beliebigen Ebene x1 = Z; = const. auseinanderge-
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schnitten, so verbleiben die beiden entstehenden Stabhélften jeweils fiir sich im statischen
Gleichgewicht, wenn, wie in Abbildung 1.22 gezeigt, an den beiden entstehenden Schnit-
tufern mit dem Querschnitt A (das muss kein einfach zusammenhéngendes Gebiet sein)
geeignete Krifte und Momente aufgebracht werden. Diese Kréfte und Momente werden
Schnittgréfien genannt und sind die Resultierenden der Spannungsvektoren im geschnit-
tenen Querschnitt. Man betrachte zunéchst das positive Schnittufer (Schnittufer I in
Abbildung 1.22). An einem infinitesimalen Fldchenelement d.A dieses Querschnitts wirkt
die Kraft dF = [011, 012, 013) TdA. Integration iiber die Querschnittsfliche liefert

Schnittufer 1

Schnittufer 11

Abbildung 1.22: Schnittgroflen eines Stabes.

I o11
F=|p :/ o1 | dA | (1.326)
A
F; 013

Die Kraft F; wird auch Normalkraft genannt. F» und F3 werden als Querkrafte bezeichnet.
Beziiglich des Punktes [Z1, Z2, 73] iibt die in dA wirkende Kraft dF das Moment dM =

[0, z9 — T9, x5 — :Eg]T x dF aus. Integration tiber die Querschnittsfliche liefert

M, (x2 — Z2)o13 — (23 — Z3)012
M = MQ = / (3?3 — .7_33)011 dA . (1.327)
M3 —(x2 — Z2)on1

M ist ein Torsionsmoment. Mo und Mj3 sind Biegemomente. Man beachte, dass die Werte
von M grundsétzlich von der Wahl des jeweiligen Bezugspunktes (hier (z1,z2,23) =
(Z1,Z2,%3)) abhéngen. Wie spéter noch gezeigt wird, werden die Biegemomente hiufig
auf den Schwerpunkt des Querschnitts bezogen.
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Die Schnittgrolen zweier zusammengehoriger Schnittufer miissen im Gleichgewicht
stehen. Daher sind an einem negativen Schnittufer (Schnittufer II in Abbildung 1.22) die
Schnittgréflen mit negativem Vorzeichen definiert.

1.8.2 Zug/Druckbelastung eines geraden Stabes

Ein gerader entlang der Achse 1 ausgerichteter Stab mit einem beliebigen homogenen
Querschnitt A sei an seinen Enden x1 = 0 und z; = [ gleichférmig mit der Normalspan-
nung o belastet (vgl. Abbildung 1.23). Dariiber hinaus treten keine Einspannungen oder
Belastungen auf.

Abbildung 1.23: Stab mit Zug/Druck-Belastung.

In diesem Fall kann leicht gezeigt werden, dass fiir die Spannungen
oij = 061051 (1.328)

gilt. Da sie konstant sind, erfiillen sie natiirlich die Gleichgewichtsbedingungen (1.152).
Aus dem Hookschen Gesetz (1.191) folgt fiir die Verzerrungen

o
€ij = E((l +1v)d;101; — vdij) - (1.329)
Da auch sie konstant sind, sind die Kompatibilitdtsbedingungen (1.117) automatisch

erfullt.
Fiir die Verzerrungsenergiedichte gemafl (1.198) folgt

1 102
i = 1.
e 20'11511 °F ( 330)

und fiir die Verzerrungsenergie geméaf (1.207) erhélt man

1 N2

1 1
I'Iint = 7TAl = §N€11l = 56%1EV4Z = §ﬂl o (1331)
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Hierbei ist
N = F1 = / Ulld.A =cA= 611E.A (1.332)
A
die resultierende Zugkraft und E.A die Zugsteifigkeit des Stabes.

Integration der Verschiebungs-Verzerrungs-Beziehungen (1.112) fiir die Félle ¢ = j mit
ei; geméB (1.329) liefert zunéchst

g g g
uy = Ex1+fl(m27x3) y U2 = _VEx2+f2(xlax3) y U3 = _VEx3+f3(x17x2) (1333)

mit den noch zu bestimmenden Funktionen f;. Fiir sie folgt aus den Verschiebungs-
Verzerrungs-Beziehungen (1.112) fiir die Félle ¢ # j mit ¢;; gemaf (1.329)

Ofi(x,23) _ Ofa(w1,73)

i = s = fa(x3) (1.334a)
8f1(8:;23, 23) _ _af3g;ll’ ") _ fy(aa) (1.334D)
an(;;; z3) = —8f3§;;2, z2) = fo(z1) . (1.334c¢)

Integration liefert
fi(wa, x3) = 22 fa(w3) + fr(x3) ,  folz1,73) = —w1 fa(23) + fe(x3) (1.335a)
fi(xo, x3) = w3 fs5(x2) + fo(x2) ,  f3(x1,22) = —w1f5(x2) + fro(x2) (1.335b)
fa(w1,23) = 23 fe(w1) + fri(z1) ,  f3(z1,22) = —z2fe(71) + fr2(z1) (1.335¢)
Daraus folgt, dass
fi(@2,23) = eniwoxs + c1272 + 1323 + 10 (1.336a)
fo(@1,23) = capmrz3 + c121 + 233 + c20 (1.336b)
fa(@1,22) = cg3w122 + c3121 + 3202 + €30 (1.336c¢)

gilt, wobei die Konstanten c¢;p und ¢;; noch zu bestimmen sind. Nach Einsetzen von (1.336)
in (1.334) zeigt sich, dass die Konstanten ¢;; eine schiefsymmetrische Matrix bilden, d. h.
¢ij = —cji. In dieser Matrix kénnen folglich drei Eintrége frei gewéhlt werden. Auch die
Konstanten c¢;gp konnen frei gewédhlt werden. Insgesamt bleiben also sechs frei wéahlbare
Parameter iibrig und fiir die Verschiebungen folgt

g

Uy = Exl + c1222 + €c13x3 + C10 (1.337&)
g

Ug = —VE$2 — €121 + C23%3 + Co (1337b)

Uz = —V%l‘g — 1321 — C23%2 + C30 - (1337C)

Die sechs frei wiahlbaren Parameter beschreiben genau die Freiheitsgrade einer Starrkor-
perbewegung, welche natiirlich keine Auswirkung auf die Spannungen und Verzerrungen
des Bauteils haben. Aus praktischer Sicht sind diese Freiheitsgrade ebenfalls nicht weiter
von Relevanz, da meist eine entsprechende Einspannung fiir deren Sperrung sorgt.

Vorlesung und Ubung Fortgeschrittene Methoden der Modellbildung (Sommersemester 2017)
© ,Institut fiir Automatisierungs- und Regelungstechnik, TU Wien



1.8 Einfache Beispiele zur Elastostatik von geraden Stdben Seite 73

Transformation des Spannungstensors

Aus dem Spannungstensor (1.328) folgt, dass die gewdhlten Koordinatenachsen gerade
Hauptachsen des Spannungstensors sind. Man kann sich nun die Frage stellen, ob in dem
Stab auch Schubspannungen wirken. Um dies zu beantworten, fiihrt man ein gedrehtes
Koordinatensystem mit den Koordinaten z1, o und 3 ein. Dabei wird zuerst um den
Winkel @2 um die Achse x5 gedreht und dann um den Winkel 3 um die bereits gedrehte
Achse z3 (vgl. die in [1.6] beschriebenen Euler-Winkel). Die Drehmatrix zur Transformation
von den neuen in die urspriinglichen Koordinaten lautet daher

[ cos(p2) 0 sin(ps)] [cos(ps) —sin(ps) 0
R = 0 1 0 sin(ps)  cos(ps) 0O
| —sin(p2) 0 cos(p2) 0 0 1

L (1.338)
cos(ip2) cos(p3)  —cos(p2)sin(ps) sin(ps)

= sin(¢3) cos(p3) 0
| —sin(pa) cos(p3)  sin(p2)sin(ps)  cos(pa)

Die Komponenten R;; von R entsprechen den Richtungskosinus zwischen den Koordina-
tenachsen z; und Z;. Fiir die Komponenten j,; des transformierten Spannungstensors o
gilt daher

ok = RipRj1045 (1.339)
und man erhalt
c=RToR
cos?(i2) cos? (3) — cos?(i2) sin(p3) cos(ps)  sin(p2) cos(p2) cos(p3)
= 0 | — cos?(p2) sin(ip3) cos(i3) cos?(ip2) sin?(y3) — sin(ip2) cos(2) sin(ys3)
sin(pz) cos(pz2) cos(p3)  —sin(pz) cos(wz)sin(p3) sin? ()
(1.340)

Abgesehen vom trivialen Spezialfall cos(p2) = 0 treten also fiir beliebige Winkel 9
und @3 von Null verschiedene Schubspannungskomponenten auf. Offensichtlich ist o /2
der maximal mogliche Absolutwert einer Schubspannungskomponente. Er tritt z. B. bei
w9 = /4 und @3 = 0 auf. Die maximale Schubspannung tritt also in einer Schnittebene
auf, die zur Koordinatenachse 1 um den Winkel 7/4 geneigt ist.

Dieses Ergebnis lasst sich verallgemeinern: Es seien die Koordinatenachsen x1, x2 und
x3 Hauptachsen des Spannungstensors o, d. h.

op 0 O
og=10 oo 0 (1.341)
0 0 g3

mit den zugehorigen Hauptnormalspannungen o;. Man kann zeigen, dass die extremalen
Schubspannungen in Schnittebenen, welche um 7/4 gegen jeweils zwei Hauptachsen geneigt
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sind, auftreten und die Werte

1
7_7@:5‘(71'_0]" mit k;&z;&] (1.342)

haben [1.7]. An diesen Schnittebenen treten aufierdem die Normalspannungen
_ 1 . C
o = §(gi +0j) mit k#1i+#j (1.343)

auf.

Aus der Transformationsvorschrift & = RToR folgt noch, dass der hydrostatische
Spannungsanteil (beschrieben durch den Kugeltensor von o) keinen Einfluss auf die
Schubspannungen hat.

Materialversagen

Abschlieflend soll geklart werden, wann, d. h. bei welchen Spannungszustdnden, im unter-
suchten Stab Materialversagen durch plastische Verformung einsetzt. Eine mathematische
Funktion f:R®+— R zur Beantwortung dieser Frage muss also jenen Bereich des sechs-
dimensionalen Spannungsraums definieren, in dem das Material rein elastisch verformt
wird. Dieser Bereich sei durch f < 0 charakterisiert. Die Berandung dieses Bereiches
stellt eine durch f = 0 definierte Hyperfliche des Spannungsraums dar und wird oft
als Fliefifliche bezeichnet. Dementsprechend wird f = 0 als Flieffbedingung bezeichnet.
Die Funktion f benoétigt als Eingangsgrofie den Spannungstensor und muss invariant
gegeniiber Drehungen des Koordinatensystems sein. Fiir isotrope Werkstoffe (das sind
jene, deren Materialeigenschaften unabhéngig von der Orientierung sind) gilt aufgrund
der Transformationsmoglichkeiten des Spannungstensors, dass die Funktion f nur von ma-
ximal drei skalaren Grofien abhéngen darf, welche bereits den Beanspruchungszustand des
Materials eineindeutig definieren. Das sind z. B. die drei (oft als Invarianten bezeichneten)
Koeffizienten des charakteristischen Polynoms von o, wobei der Koeffizient der héchsten
Potenz auf 1 zu normieren ist. Alternativ kénnen die drei Hauptnormalspannungen o;
(vgl. (1.341)) verwendet werden, welche ja gerade die Losungen des charakteristischen
Polynoms von o, also dessen Eigenwerte sind. Der durch die Hauptnormalspannungen o;
aufgespannte Raum wird auch Hauptspannungsraum genannt. Er l4sst eine anschauliche
geometrische Interpretation der Flielflache zu. Man beachte noch, dass der Fall f > 0
physikalisch nicht sinnvoll ist, da die zugehorigen Spannungszustéinde nicht erreicht werden
konnen.

Zu der grundsétzlich materialabhéngigen Form und Lage der durch f = 0 definierten
FlieBfliche gibt es verschiedene Hypothesen, sogenannte Anstrengungshypothesen, die
basierend auf Experimenten abgesichert wurden. Zwei solcher Hypothesen werden im
Folgenden diskutiert, weitere sind z. B. in [1.8, 1.9] beschrieben.

Fiir duktile Werkstoffe wird héufig die sogenannte Gestaltinderungsenergiehypothese
nach von Mises verwendet. In diesem Fall kann die Funktion f in der Form
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f= é((all — 092) + (022 — 033) + (033 — 011)2>
+ (012)* + (023)* + (031)* — % (1.344)

1 2 2 2 ‘752/

= 6((01 —02)° 4 (09 — 03)° + (03 — 01) ) ==

mit der materialabhédngigen Fliegrenze oy geschrieben werden. Die Fliefigrenze oy
ist gerade jener Spannungswert bei dem im einachsigen Spannungszustand das jeweilige
Material zu flielen beginnt. Er wird meist experimentell, z. B. durch Zugversuche, ermittelt.
Entsprechend (1.344) lasst sich die Vergleichsspannung

oCc =

1 (1.345)
\/2((011 —0922)%2 + (022 — 033)% + (033 — 011)?) + 3((012)? + (023)% + (031)?)

berechnen und direkt mit oy vergleichen. Im Fall o < oy liegt eine rein elastische
Verformung vor, im Fall o¢ = oy tritt Flielen ein. Dies entspricht der héufig verwen-
deten Vorgangsweise, dass ein allgemeiner (mehrachsiger) Spannungszustand auf einen
dquivalenten einachsigen umgelegt und mit einem dafiir geltenden Grenzwert verglichen
wird.

Gemaéf (1.344) beschreibt die FlieBbedingung f = 0 in der Anstrengunghypothese nach
von Mises im Hauptspannungsraum einen Kreiszylinder dessen Achse mit der Linie der
hydrostatischen Spannungszustinde o1 = 09 = o3 zusammenfillt. Er hat offensichtlich
den Radius oy+/2/3 und ist in Abbildung 1.24 mit durchgezogenen Linien skizziert.

Bei der Anstrengungshypothese nach Tresca geht man davon aus, dass Flieflen genau dann
eintritt, wenn die maximale Schubspannung den Grenzwert oy /2 erreicht. D. h.

f =max{|o; — 09|, |o2 — 03], |03 — 01|} — OV
X (1.346)
= 5(lo1 = 02| + o2 — a3 + |oz —01]) — oy .

In diesem Fall beschreibt die Fliebedingung f = 0 ein Prisma dessen Querschnitt ein
regelmifiges Sechseck mit Umkreisradius oy +/2/3 ist. Seine Mittelachse fillt wieder mit
der Linie der hydrostatischen Spannungszustinde o1 = o9 = o3 zusammen (vgl. strichlierte
Linien in Abbildung 1.24).

1.8.3 Reine Torsion eines geraden Stabes

Ein gerader parallel zur Achse z; ausgerichteter Stab mit einem beliebigen homogenen
Querschnitt A sei an seinen Enden 1 = 0 und z1 = [ mit dem Torsionsmoment M, = My
belastet (vgl. Abbildung 1.25). Dabei erfolge die Krafteinleitung in den Endquerschnitten
genau so, dass die Verschiebungen uy und ug bei 1 = 0 verschwinden und bei x1 = [ einer
reinen Drehung des Querschnitts um den Punkt (Z2,Z3) entsprechen. Dariiber hinaus
treten keine Einspannungen oder Belastungen auf. Allfdllige Verschiebungen in Richtung
x1 werden ungehindert zugelassen.
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o1 =09 =0
Uy\/%/ 1 2 3
e Tresca

von Mises

von Mises

Tresca

\ 4

g1

I // oy V2

e Fliebeginn bei einachsigem Spannungszustand
© FlieBbeginn bei reiner Scherung

Abbildung 1.24: Fliefgrenzen im Hauptspannungsraum, a) allgemeiner Fall, b) fir ebenen
Spannungszustand (o3 = 0).

Vorlesung und Ubung Fortgeschrittene Methoden der Modellbildung (Sommersemester 2017)
© ,Institut fiir Automatisierungs- und Regelungstechnik, TU Wien



1.8 Einfache Beispiele zur Elastostatik von geraden Stdben Seite 77

my

Abbildung 1.25: Stab mit Torsionsbelastung.

Das Torsionsmoment ergibt sich in jedem beliebigen Normalquerschnitt A des Stabes
in der Form

MT = /AO'13(.’E2 — i’g) — 0'12(173 - i’g)d.A (1347)

(vgl. (1.327)). Da der Stab frei von Querkréiften sein soll, gilt natiirlich
0= / odA, 0= / o13d A | (1.348)
A A

Folglich ist M7 geméf (1.347) unabhéngig von der Lage des Drehpunktes (Z2, Z3).

Im Folgenden wird eine urspriinglich von Saint Venant vorgeschlagene Methode zur
Berechnung von Verformungen und Spannungen in einem unter reiner Torsionsbelastung
stehenden geraden Stab mit beliebigem Querschnitt skizziert (vgl. [1.9, 1.10]). Zu Saint
Venants zentralen Annahmen zéhlen:

o Die Form der Stabquerschnitte (nicht deren Lage) ist im unbelasteten und im
belasteten Zustand unabhéngig von x.

o Die Verschiebungen in der Querschnittsfliche (d.h. us und ug) ergeben sich aus
einer reinen Drehung des Querschnitts.

e Die Verschiebungen u; kénnen zu einer Verwolbung der Querschnitte fithren. Sie
wird ungehindert zugelassen, d.h. o173 = 0.

Der Querschnitt bei 1 sei um den Winkel a(x1) gegeniiber seiner unbelasteten Ausgangs-
lage verdreht. Es ergeben sich damit die Anséatze

U2 = —Oé(l’l)(xg - .Cf‘g) s us = a(xl)(xQ — iZ‘Q) (1.349)
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und aus den Verschiebungs-Verzerrungs-Beziehungen (1.112) folgt
€99 = £33 = €93 = 0. (1.350)
Aus dem Hookschen Gesetz (1.191) und der Annahme o;3; = 0 folgen

e =0 (1.351a)
011 = 0990 =033 =093 =0 . (1.351b)

Die sogenannte Verwindung da/dz; des Stabes entspricht dessen Drehwinkeldnderung
pro Langeneinheit. Die Erfahrung, dass eine ungehinderte Verwo6lbung der Querschnitte
proportional zu dieser Verwindung ist, legt den Ansatz

do

= dil‘lsp(x% .Tg) + c1o (1352)

uy
nahe, wobei p(z2,x3) die noch zu bestimmende stetige Wolbfunktion ist. Wegen (1.351a)
muss dann d?a/dz? = 0 gelten und gemif der Annahme, dass die Verschiebungen us und
ug bei x1 = 0 verschwinden, folgt daraus

a(zy) = o'z (1.353)

mit der noch zu bestimmenden Konstanten o = da/dz;. Fiir die verbleibenden im
Allgemeinen von Null verschiedenen Komponenten des Verzerrungs- und Spannungstensors
erhélt man

e,

€12 = % (8;’; — T3+ 53) (1.3543)
o [ Op _

f13= (83:3 +x2 — 332) (1.354b)

012 = 2Ge1p = GO/(aSO —x3+ fg) (1.354c)
8952

o013 = 2Ge3 = GC/(a&’D + x99 — :CQ) . (1.354d)
T3

Da die Verzerrungen aus einem zuléssigen Ansatz fiir die Verschiebungen berechnet wurden,
erfiillen sie trivial die Kompatibilitdtsbedingungen (1.117). Die Gleichgewichtsbedingungen
(vgl. (1.152)) in Richtung von x2 und z3 sind trivial erfillt. Mit o;; = 0 folgt aus der
Gleichgewichtsbedingung in Richtung von x;

doyp  Oo13

— 4+ —==0. 1.355
3%2 8:(}3 ( )
D.h. ¢ muss der Laplace-Gleichung
Py 0%
Z X Alp)=0 1.356

geniigen. Da bei reiner Torsion, abgesehen von den Endquerschnitten, alle Oberflichen des
Stabes frei von Oberflachenkriften sind, kdnnten nun Randbedingungen formuliert und
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(1.356) gelost werden. Als praktisch héufig einfacher hat es sich erwiesen, die von Prandtl

vorgeschlagene Torsionsfunktion Ga/1)(x2, 23) zu bestimmen und sie als Spannungsfunktion

zu verwenden, um daraus die noch unbekannten Schubspannungen in der Form
9 ) 0Y

012 = GO/* 013 = —Go

— 1.
8.%'3 ’ 6%’2 ( 357)

zu berechnen. Mit dieser Wahl ist die Gleichgewichtsbedingung (1.355) identisch erfiillt.
Es verbleibt die Frage, wie ¥(z2,x3) zu wihlen ist, damit die Kompatibilitdtsbedingungen
(1.117) erfiillt werden. Letzteres kann bereits dadurch gewéhrleistet werden, dass ¢ den
Identitaten o 9 o0 9
¥ - ® -

oY _ = _ , 1.358

8:1)3 8:1:2 T2t T2 ( )
welche direkt aus der Gleichsetzung von (1.354¢) und (1.354d) mit (1.357) folgen, geniigt,

da ja mit jeder giiltigen Funktion ¢ die Ansétze die Kompatibilitdtsbedingungen automa-
tisch erfiillen. Nach Differentiation und Elimination von ¢ erhilt man aus (1.358)

Ay)=-2. (1.359)

D.h. ¢ muss der Poisson-Gleichung geniigen. Der Spannungsvektor an der Mantelfldche
des Stabes (Rand 0.A von A) muss geméf den Annahmen verschwinden, d. h. es muss

0 o012 o013/]0
0= g12 0 0 9 (1360)
013 0 0 ns

gelten, wobei n = [0, na, TL3]T der Einheitsnormalvektor auf die Mantelflache ist. Einsetzen
von (1.357) liefert

L — (1.361)

Daraus folgt, dass der Gradient [0y /0x1,0v¢/0xa, O /0x3]T = V(3b) parallel zu n so-
wie normal auf den Tangentialvektor [0, —n3,n2]T von d.A steht. Folglich ist ¢ entlang
von jedem zusammenhédngenden Teil von 0.A konstant. Beschreibt A ein einfach zusam-
menhéngendes Gebiet (Vollquerschnitt), so kann ohne Beschrankung der Allgemeinheit
Y|oa = 0 gesetzt werden. Gleichung (1.361) ist daher eine zur Losung von (1.359) benétigte
Randbedingung.

Mit (1.348), (1.354c) und (1.354d) erhélt man fiir das Torsionsmoment gemafl (1.347)

MT = Go// (&P + 2o — (fg)l‘g - (890 — X3 — Cf3>1‘3d./4 . (1.362)
A\ O3 Oxo

Analog erhélt man mit (1.357), (1.359) und dem GaufBischen bzw. Greenschen Integralsatz
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fur das Torsionsmoment

My =—Go' [ 200+ 0 pidd = Go! / I LN
A Oxa Ox3 A Oz Oxs
= Go/(—j{ 1/}[0 X9 mg} nds + 2/ wd.A> (1.363)
0A A

— Go (éAw(xgde  radug) + 2/A¢dA> _ Ga’/A(w)T(w)dA ,

wobei s die Bogenlédnge entlang der Kontur 0.4 ist. Bei der Auswertung obiger Konturin-
tegrale ist die Orientierung von s stets so zu wéahlen, dass das Gebiet des Querschnitts in
Richtung steigender Werte von s links der Kontur liegt (mathematisch positive Orientie-
rung).

Sowohl die Erfahrung als auch die Gleichungen (1.354c), (1.354d), (1.356), (1.359),
(1.362) und (1.363) legen nahe, dass My proportional zu G’ ist. Man bezeichnet die
ausschliefilich vom Querschnitt abhédngige Proportionalitdtskonstante

Jr = / <890 + 29 — x2)$2 — <880 — I3 — :E3>.T3d./4
A\Ox3 AR
= — gixg + glwgdA
A 02 3 (1.364)

:_7{ w0 x3}nds+2/wd,4

0A A

:j{ (xr3drg — xodrs) —1-2/ YdA = / (Vi)' (V)dA
0A A A

als Drillwiderstand und GJp als Drillsteifigkeit. Es gilt also der Zusammenhang

My = GJrpa . (1.365)

Aus (1.359) und (1.361) folgt, dass ¥ unabhéngig von der Lage des Punktes (Z2, Z3) ist.
Folglich muss dies auch fiir 0;;, €;;, My und Jr gelten.
Fiir die Verzerrungsenergiedichte gemafl (1.198) folgt

1
= ﬁ(U%Z + o73) (1.366)

und fiir die Verzerrungsenergie geméaf (1.207) erhélt man mit (1.357)

s

Myt = | / rdA = SGa / (Vo) (V) dA = ~Gral . (1.367)
A 2 A 2

Beispiel 1.15. Als Beispiel soll nun ein mit dem Torsionsmoment Mg belasteter
gerader Stab mit homogenem elliptischem Hohlquerschnitt untersucht werden. Der
Querschnitt werde durch die Konturen

2 2 2 2
Ty | I3 _ ) L3 _
) + 2 1=0, 2,2 + h2.2 1=0 (1.368)

mit 0 < ¢ < 1 begrenzt, d. h. die begrenzenden Ellipsen besitzen die Halbachsen a
und b bzw. ac und bec. Das Material besitze den Schubmodul G. Gesucht sind der
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Drillwiderstand Jp des Querschnitts, die Verwindung o/, die Spannungen o152 und
013 und die Wolbfunktion .

Ein naheliegender Ansatz fiir die Torsionsfunktion, der zumindest die Randbedin-
gungen identisch erfillt, ist nun

2 2
_ %P2, 13
¢k<a2+b2— ) (1.369)
mit der noch zu bestimmenden Konstanten k. Damit er (1.359) gentigt, muss
a’b?
k=——5 1.370
a? +v? ( )
gesetzt werden. Am dufleren Rand gilt
»=0, (1.371)
am inneren Rand
2y 0V 1.372
= (1 — . .
p=(-A5 (1372
Fiir den Drillwiderstand erhélt man geméfl (1.364)
a’b? 4
und fiir die Verwindung
MT(CL2 + b2)
' = . 1.374
Ga’t3(1 — M) ( )
Aus (1.357) lassen sich noch die Spannungen
2x3 M 2xo My
- _ _ = __—- 1.375
12 ab*(1 —ch)m’ 13 adb(l — ch)w ( )

berechnen. Fiir die Amplitude der Schubspannung gilt daher

Q‘MT’ xT x
2 2 _ 2 3
\/ 01y + 015 = b1 — ey | ot + b (1.376)

Sie steigt also in jede radiale Richtung linear an und ist monoton steigend mit |xs]
und |z3|. Thr Maximum muss folglich am Rand des Querschnitts auftreten. Fiir a > b
z.B. treten die extremalen Schubspannungen an den Stellen (z2,z3) = (0, £b) auf

und haben dort den Wert
2Mr

ab?(1 —ct)m (1377)

:F
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Aus der Integration von (1.358) folgt die Woélbfunktion

-

= e (%23 — Ta3) — Tawa + Taws . (1.378)

¥

Hierbei wurde die frei wahlbare Integrationskonstante gerade so gesetzt, dass ¢ am
Drehpunkt (Z2,z3) verschwindet. Offensichtlich sind die Linien konstanter Quer-
schnittsverwolbung hier Hyperbeln. Aus (1.349), (1.352) und (1.378) erkennt man,
dass die Wahl von (Z2, Z3) mit Starrkérperdrehungen mit dem Winkel o/Z5 um die
Achse o und dem Winkel o/Z3 um die Achse x3 verbunden ist.

Fiir (Z2,23) = (0,0) nimmt ¢ an den Stellen (z2,23) = (*a/V2,4b//2) die
Extremwerte +,,4,; mit
b2 — a?| ab
a2 +b2 2
an. Fiir a = 2b, ¢ = 0 und (z2,z3) = (0,0) ist ¢ in Abbildung 1.26 dargestellt. Man
beachte, dass ¢ unabhéngig von c ist.

(1.379)

Pmax =

x3

—%Pmazx
Abbildung 1.26: Wélbfunktion fiir einen Stab mit elliptischem Querschnitt.

Aus den Ergebnissen fiir den elliptischen Hohlquerschnitt lassen sich sofort die
entsprechenden Groflen fiir die folgenden Spezialfille berechnen: Fiir ¢ = 0 erhélt man
die Ergebnisse eines elliptischen Vollquerschnitts, fiir a = b jene eines kreisférmigen
Hohlquerschnitts und fiir ¢ = 0 und a = b jene eines kreisformigen Vollquerschnitts.
Offensichtlich verschwindet ¢ identisch fiir alle kreisformigen Querschnitte, d. h. diese
Querschnitte erfahren durch Torsion keine Verwolbung.

Ahnlich dem obigen Beispiel lassen sich fiir viele Querschnitte die GréSen Jp, ¢ und
¢ bestimmen [1.8, 1.9], fertige tabellierte Ergebnisse finden sich z. B. in [1.11, 1.12]. Fiir
weitere allgemeine Querschnitte kann natiirlich auch die Differentialgleichung (1.359)
numerisch gelést werden.

1.8.4 Reine Biegung eines geraden Stabes

Ein gerader entlang der Achse z1 ausgerichteter Stab mit einem beliebigen homogenen
Querschnitt A sei an seinen Enden 1 = 0 und z1 = [ mit den im Gleichgewicht stehenden
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Biegemomenten My = —[0, My, M3]T bzw. M = [0, My, M3]T (vgl. Abbildung 1.27)
belastet. Dariiber hinaus treten keine Einspannungen oder Belastungen auf.

Abbildung 1.27: Stab mit reiner Biegebelastung.

Offensichtlich ist die Biegebelastung in jedem zu z; normal liegenden Querschnitt des
Stabes gleich. Folglich muss sich auch jeder dieser Querschnitte des Stabes gleich verformen,
d. h. sowohl der Verzerrungs- als auch der Spannungszustand muss unabhéngig von z; sein.
Da einer allfdlligen Querkontraktion dabei keine dufleren Belastungen oder Einspannungen
entgegengesetzt werden, kann diese ungehindert erfolgen. Aus Symmetriegriinden muss ein
urspriinglich ebener und normal zu x1 stehender Querschnitt auch durch die Biegebelastung
eben bleiben und normal zur verformten Balkenlédngsachse stehen (vgl. Abbildung 1.28).
Es ist daher naheliegend, die Gesamtverformung des Stabes aus den Verschiebungen u;
der durch die Koordinaten x5 = 0 und x3 = 0 definierten Stabachse und zuséatzlicher
Relativverschiebungen ; zu berechnen, d. h.

T3

A

M3

Abbildung 1.28: Bei reiner Biegebelastung bleiben Stabquerschnitte eben und normal zur
Stabachse.
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U; = ﬂz(:nl) + u; . (1.380)

(vgl. Abbildung 1.29). Die Verschiebungen u; der Stabachse kénnen natiirlich nur von z

T3

x1

T2

Abbildung 1.29: Verschiebung und Deformation eines Stabquerschnitts bei reiner
Biegebelastung.

abhéngen. Anders bei den Relativverschiebungen ;, hier miissen die zu Querkontraktionen
fithrenden Verschiebungen e und @3 von z; unabhéngig sein, d.h. @e = ua(ze,x3)
und @3 = us(we, x3). Die verbleibende Verschiebung @; muss nun gerade solche Werte
annehmen, dass die Querschnitte eben und normal zur verformten Stabachse bleiben, d. h.
17 beschreibt eine reine Drehung in der Form
Ous ous
U] = —To=—— — T3 . 1.381

L 2 al' 1 3 856 1 ( )
Hierbei sind —0u3/0z1 und dug/dz; (in linearer Naherung) die Drehwinkel um die Achsen
r9 und z3.

Fir die Langsverzerrung erhalt man aus obigem Ansatz

_ouy 0%y B 0%us

— — 1.382
1 ory 2 8:13% 3 81‘% ( )

Die Ausdriicke kg = 9%tip/023 und k3 = 0%u3/0x? entsprechen (in guter Niherung) den
Krimmungen der deformierten Stabachse. Sie miissen geméifl den Annahmen, genauso
wie €11, unabhingig von z; sein. Daraus folgen die Ansétze

_ ) _ R3
UQ(:El) = ?$% + co121 + ¢ U3(l‘1) = ?33% + c3121 + C30 (1383&)

Vorlesung und Ubung Fortgeschrittene Methoden der Modellbildung (Sommersemester 2017)
© ,Institut fiir Automatisierungs- und Regelungstechnik, TU Wien



1.8 Einfache Beispiele zur Elastostatik von geraden Stdben Seite 85

und weiter
U1 (:Cl) = 1121 + C10 (1.383b)

mit den noch zu bestimmenden Konstanten ko, c21, c20, K3, €31, €30, c11 und cjg. Fiir die
Léangsverzerrung gilt damit (vgl. [1.9, 1.10])
€11 = C11 — K2X9 — K33 (1.384)
und die Querschubverzerrungen
ciz2=¢13=0 (1.385)

verschwinden identisch.
Aus dem Hookschen Gesetz (1.191) folgt daher auch

o12=013=0. (1.386)

Geméf den Annahmen sollen keine Normalspannungen in Richtung von x2 und x3 wirken,
d.h. 099 = 033 = 0. Mit dem Hookschen Gesetz (1.191) folgt daher aus (1.384)

o11 = E(c11 — koo — K3w3) (1.387)

sowie
€99 =— £33 — —V(Cll — RoX9 — Hgl’g) . (1388)

Damit alle lokalen Gleichgewichtsbedingungen (1.152) erfiillt sind, muss noch

8023 80’23
= o 1.
s D25 0 (1.389)

gelten. Da aber die Schubspannungen am Rand 9.4 des Querschnitts verschwinden miissen,
folgt
023 =10 (1.390)

und gemif dem Hookschen Gesetz
€923 = 0. (1.391)

In dem nur durch Biegemomente belasteten Stab verschwinden also alle Spannungen aufler
o11 (einachsiger Spannungszustand) und alle Schubverzerrungen.

Unter Beriicksichtigung von (1.383a) kénnen nun (1.388) und (1.391) integriert werden.
Dies fiihrt auf die bislang unbekannten Verschiebungen

_ K

tg(xe,x3) = —z/(cnxg — ?Q(x% — x%) — m3x2x3> — 2373 (1.392a)
. K3, 2 2

ug(xe, x3) = —V(cnscg — ?(333 —x5) — K2x2$3) + o312 (1.392Db)

mit der neuen Integrationskonstante co3. Da das Verschiebungsfeld damit bereits berechnet
ist, sind die Kompatibilitdtsbedingungen (1.117) offensichtlich erfiillt. Zusammengefasst
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erhélt man fiir die Verschiebungen

uy = Uy (z1) + (21, x2, 3)

(1.393a)
= 1171 + C10 — K2Z1%2 — C21T2 — K3X1T3 — C31X3
up = uz(w1) + Uz(x2, 3)
Ko Ko (1.393b)
= ?x% + o121 + €99 — V(CHLEQ — E(m% - a:%) - I<,33521)3> — 9373
uz = ug(w1) + Uz(w2, r3)
K3 K3 (1.393c¢)
= ?l‘% + c3121 + €30 — V(Cnl‘;g — ?(I‘g — l'g) — KQI‘QZL‘g) + c23%2 .

Die Konstanten c1g, c29, €30, c21, c31 und co3 beschreiben die sechs Starrkorperfreiheits-
grade und sind zunéchst nicht weiter von Interesse. Die iibrigen Konstanten cq1, ko und
k3 beschreiben den Verformungszustand des Stabes und koénnen z.B. aus den integra-
len Gleichgewichtsbedingungen berechnet werden. Wie es sein muss, treten nur diese
Konstanten in den von Null verschiedenen Spannungs- und Verzerrungskomponenten in
(1.384), (1.387) und (1.388) auf. Aus den Bedingungen, dass die resultierende Normalkraft
verschwinden muss und dass das Schnittmoment in jedem Normalquerschnitt mit M
iibereinstimmen muss, folgen die Bestimmungsgleichungen

0= / O‘11d./4 == E(CH.A - /62/ l’QdA - /‘63/ :L‘3d./4> (1.394&)
A A A
Mg :/ l’gdlldA—E(Cn/ xgdA—KZQ/ 1‘2$3d¢4—/€3/ 1‘%(1.4) (1.394b)
A A A A
Mg = —/ x20'11d¢4 = —E(Cu/ xgdA— /ﬁ;g/ x%d.A— Iig/ .’/CQ.ng.A) (1.394C)
A A A A

fiir c11, k2 und k3. Legt man den Koordinatenursprung in den Schwerpunkt der Quer-
schnittsfliche A, so verschwinden die Flichenmomente 1. Ordnung, d.h. [ 22dA = 0 und
Jar3dA=0. Aus (1.394) folgt dann

1 MjIp3 + Mzla 1 Mal3z3 + M3l

C11 I K2 E 1—22]—33 _ 1—223 ) R3 E 122I33 _ 1223 ’ ( )
wobei fiir die Flachenmomente 2. Ordnung die Abkiirzungen
Ty = / 2dA, I = / 22dA,  Ipy— / Zaz3d A (1.396)
A A A

verwendet wurden. Man nennt oo und I33 auch Flachentragheitsmomente und Io3 Deviati-
onsmoment. Sie besitzen Tensoreigenschaften, d. h. es kann stets ein gegeniiber den Achsen
o und x3 gedrehtes Hauptachsensystem gefunden werden, in dem das Deviationsmoment
verschwindet. Bei symmetrischen Querschnitten ist jede Symmetrieachse automatisch eine
Hauptachse.

Anhand von (1.383a) sei nochmals betont, dass k2 und k3 die Kriimmungen der Sta-
bachse in Richtung x2 und x3 sind. Die Beziehungen zwischen ks, k3, M2 und M3 lassen
sich auch kompakt in Matrixnotation zusammenfassen:
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—Mo> _p Io  Ir3| |K3 k3| 1 1 Is3  —Is3| |—DM>
M3 Iy I33| kol ’ K2 EIplsz — I35 | —Ips I Ms |
—_———
(1.397)

Die Biegemomente und Kriimmungen sind also iiber die sogenannten Biegesteifigkeiten
FEls, Fl33 und E I3 verkniipft. Sie sind in der Matrix J g zusammengefasst. Offensichtlich
verursacht Ms im Allgemeinen sowohl eine Krimmung ko in Richtung von z9 als auch kg
in Richtung von 3. Gleiches gilt fiir M3. Wenn das Deviationsmoment I3 verschwindet,
ruft Ms nur eine Kriimmung 3 in Richtung von x3 hervor und M3 nur eine Kriimmung
ko in Richtung von zs.

Einsetzen von (1.395) in (1.387) liefert

_ MaIps 4+ M3slz Maol3z + M3lag

T T3 . 1.398
Ipol33 — 12, 2 Iolss — I3, ’ ( )

011 =

Diese Gleichung spannt im Raum zs-x3-011 eine Ebene auf. Entlang der Linie

k2 Molag + Msls
T3 = ——xI9 =

— "1y, 1.399
K3 MoIss + Mslos ( )

die auch neutrale Faser genannt wird, verschwindet o11. An jedem Punkt des Querschnitts
ist 011 proportional zum Normalabstand zur neutralen Faser. Extremwerte von o1 treten
daher an den Oberflichenpunkten mit dem gréfiten Normalabstand zur neutralen Faser
auf. Diese Aussagen fiir 011 gelten analog fiir €11, €92 und e33 (vgl. (1.384), (1.387) und
(1.388)).
Fiir die Verzerrungsenergiedichte erhilt man geméf (1.198)
1 1

™= 7011€11 =

5 2Es§1 (1.400)

und fiir die Verzerrungsenergie folgt gemaf (1.207)

1
Ming :l/ WdA:l—E/ (koy + K3x3)2dA
. o (1.401)
! K| 1 L [-My -
=15 |x KQ}JBLJ =I5 [-Mp M]3 [Mgl .

1.8.5 Biegung und Torsion eines geraden Stabes durch Einzelkraft am
Stabende

Ein gerader entlang der Achse 1 ausgerichteter Stab mit einem beliebigen homogenen
Querschnitt A sei an seinem Ende z1 = [ im Punkt (22, 23) = (Z2, &3) mit der Einzelkraft
F = [0, Fy, F3]" belastet (vgl. Abbildung 1.30). Am Ende z; = 0 werden Momente und
Krifte gerade so aufgebracht, dass sich der Stab im statischen Gleichgewicht befindet.
Etwaige Starrkorperfreiheitsgrade sind so zu wéhlen, dass die bei z; = 0 aufgebrachten
Momente und Kréfte keine Arbeit verrichten (Einspannstelle). Dariiber hinaus treten keine
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Einspannungen oder Belastungen auf. Das Koordinatensystem liegt im Flachenschwerpunkt
des Querschnitts bei 1 = 0.

Abbildung 1.30: Stab mit Biege- und Torsionsbelastung.

Es ist zu erwarten, dass diese Belastungssituation zu einer Biegung und Torsion des
Stabes fihren. Aus den in den Abschnitten 1.8.3 und 1.8.4 gewonnen Erkenntnissen kann
daher darauf geschlossen werden, dass sich die Gesamtverformung des Stabes wieder aus
Verschiebungen der durch die Koordinaten x3 = 0 und x3 = 0 definierten Stabachse und
zusétzlicher Relativverschiebungen des Querschnitts zusammensetzt. Da einer allfilligen
Querkontraktion keine &ufieren Belastungen oder Einspannungen entgegengesetzt werden,
kann diese wieder ungehindert erfolgen.

Fiir die in einem Stabquerschnitt 1 = const. wirkende resultierende Schnittkraft F
und das resultierende Schnittmoment M (mit dem Bezugspunkt (Z2,z3) = (0,0)) gilt (am
positiven Schnittufer) aus Gleichgewichtsgriinden

0 M,y ToF3 — I3k
F= FQ y M = M2 = —(l — $1)F3 . (1402)
Fg M3 (l — $1)F2

Anders als bei reiner Biegung (vgl. Abschnitt 1.8.4), wo die Biegemomente entlang der
Stabachse konstant sind und wo aus Symmetriegriinden die Balkenquerschnitte auch unter
Belastung eben bleiben, hangen hier die Biegemomente linear von x; ab und es kann eine
Verwolbung des Querschnitts auch zufolge der Biegebelastung auftreten.

Basierend auf den Ergebnissen von Abschnitt 1.8.4 (siehe (1.395) und (1.396)) ist zu
erwarten, dass sich die lokalen Kriimmungen der Stabachse in der Form

_ 1 Myl 4+ Mzl 1 Mol + M3l
E  Iyl33 — 1223 ’ E  Iyl33 — 1223

%] R3 = (1.403)
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einstellen. Da eine allféllige Torsionsverformung der Querschnitte keinen Beitrag zur
Spannung o1; leistet (vgl. Abschnitt 1.8.3) und geméfl den Annahmen wiederum oo =
o33 = 0 gilt, folgt aus (1.384), (1.387) und (1.388)

011 = E(l — 1‘1)(1‘2]472 + $3k3) (1.4043,)
€11 = (l — .%'1)(.%'2]{2 + $3k3> (1.404b)
€99 = €33 = —V(l — xl)(xng + $3k3) (1.4040)

mit den Abkiirzungen
1 F3lo3 — Faly 1 Fylag — F3ls3

fy = L , _ 1 1.405
T F Iyl — A E Iyl — 13 ( )
Aus der Gleichgewichtsbedingung (vgl. (1.152)) in Richtung von z; folgt
d 0
— E($2/€2 + l’gl{ig) + go1z + bt} =0. (1406)

0:1:2 a$3

Aufgrund der formalen Ahnlichkeit zu (1.355) erscheint es sinnvoll, die Spannungen oo
und o3 dhnlich zu dem Fall reiner Torsion (vgl. Abschnitt 1.8.3) durch Ableitung aus
einer Spannungsfunktion zu berechnen. Da im vorliegenden Fall die Stabquerschnitte einer
gleichzeitigen Torsions- und Biegebelastung ausgesetzt sind, sollen zwei Spannungsfunktio-
nen verwendet werden, wovon eine, namlich Ga/t (x4, x3), die Torsionsbelastung und die
zweite, ndmlich Gx(ze, z3), die Biegebelastung abbilden soll. Fiir den Verdrehwinkel «
gelte wieder o/ = da/dz; und do//dz; = 0. Ein Ansatz, der automatisch (1.406) erfiillt,
ist daher

, O 73 O Ox 3

Der Ansatz nimmt vorweg, dass die Schubspannungen o19 und 13 von x1 unabhéingig
sind. Dies erscheint plausibel, da ihre Resultierenden

012 = Ga

FQ = / O'12d.A (1.4088,)
A
Fy = / o13d A (1.408b)
A
.fQFg — .ngQ = /A(L'20'13 — x3012d¢4 (1.408C)

ebenfalls diese Eigenschaft aufweisen.
Aus den noch tbrigen Gleichgewichtsbedingungen (vgl. (1.152)) in Richtung von z»
und z3 und dem Hookschen Gesetz (1.191) folgt vollig analog zu Abschnitt 1.8.4, dass
093 — 0 s €923 = 0. (1.409)

Aus (1.404c¢), (1.407), (1.409), dem Hookschen Gesetz und den Kompatibilitédtsbedingungen
(1.117) folgt

1,0(Ay) 19(Ax)
50 Oy > Oy vks =0 (1.410a)
1,0(Ay) | 19(Ax) _
50 e > 04 +vky =0. (1.410D)
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Offensichtlich werden diese Bedingungen erfiillt, wenn ¢ und x den Gleichungen

A(Y) = -2 (1.411a)
A(x) = 2v(z2ks — x3k2) + co (1.411b)

mit der noch zu bestimmenden Integrationskonstante cg, gentigen (vgl. auch (1.359)). Um
co zu bestimmen, geht man zunachst vom unbelasteten Fall F5, = F3 = 0 aus. Dann gilt
o/ = 0 und geméaf (1.405) auch kg = k3 = 0. Damit dann auch 015 = 013 = 0 erfiillt ist,
muss
=20 (1.412)

gelten. Man tberzeugt sich leicht, dass die tibrigen Kompatibilitdtsbedingungen (1.117)
automatisch erfiillt sind.

Um ¢ und x aus (1.411) berechnen zu kénnen, werden noch Randbedingungen benétigt.
Sie folgen aus der Bedingung, dass der Spannungsvektor an der Mantelfliche des Stabes
(Rand 0A von A) geméfl den Annahmen verschwinden muss, d. h.

o11 o012 o13||0
0 = 1012 O O no (1413)
013 0 0 ns

wobei n = [0, n2,n3]T wieder der Einheitsnormalvektor auf die Mantelfliche ist. Offen-
sichtlich ist (1.413) erfiillt, wenn % und x am Rand d.A den Bedingungen

o
Sy = 5tng =0 (1.414a)
Ry P = (0 < oy ) (1.414D)

8_333 2 81’2

gentigen (vgl. auch (1.361)). Folglich ist ¢ wieder entlang von jedem zusammenhéngenden
Teil von 0.A konstant. Aus (1.411), (1.412) und (1.414) lassen sich also die unbekannten
Funktionen v und x unabhéngig voneinander berechnen. Man beachte, dass Zo und Z3
keinen Einfluss auf ¢ und x haben.

Durch Einsetzen von (1.407) in (1.408c¢) folgt mit dem Drillwiderstand Jr geméaf (1.364)
die Definitionsgleichung

0 0 1
ToFy — T3Fy = / —G(%QX + .%'3X) + *E.%'ng(xgkg — kaQ)d.A + GO/JT , (1.415)
A 69@ 8%3 2
welche zur Berechnung der derzeit noch unbekannten Verwindung o’ herangezogen werden
kann. D.h. nur o/ und daraus abgeleitete Grofen (z. B. 012 und o13) hdngen von 5 und
Z3 ab. Damit sind alle Spannungen berechnet. Aus (1.407) folgen mit dem Hookschen

Gesetz (1.191) noch die Verzerrungen

1,0y 10x 73
=—-—a— 4+ = 1 ko—= 1.41
e12 20& 8.7}3 + 26$3 +( + V) 2 2 ( 6&)
1,0y 10y x3
= ——d—— — X L (1+v)Bks=3 1.41
€13 2" 9y 20y + (1 +v)Eks 5 (1.416b)

so dass nun auch alle Verzerrungen bekannt sind.
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Bemerkung 1.10. Es stellt sich die Frage unter welchen Umsténden o verschwindet,
also der Stab keine Verwindung erfihrt. Geméaf (1.415) ist dies der Fall, wenn der
Kraftangriffspunkt (Z2,Z3) gerade so liegt, dass
ngg — i‘gFQ = / —G(xgax + $33><> + 1E"Tgaﬁi))(xgkg — LI?QkQ)d.A (1.417)
A Oxs Ox3 2

erfillt ist. In diesem Fall geht die Wirklinie der Lastkraft F durch den sogenannten
Schubmittelpunkt, dessen Koordinaten nur vom Querschnitt A und der Querkontrak-
tionszahl v abhéngen und hier mit (&9, £3) bezeichnet werden sollen. Um &9 und 23
zu bestimmen, berechnet man x fir den Fall F5 # 0 und F3 = 0 und ein zweites Mal
fiir den Fall F, = 0 und F3 # 0. Aus (1.417) erhélt man im ersten Fall 23 = Z3 und
im zweiten Fall o = Zo.

Bei symmetrischen Querschnitten liegt der Schubmittelpunkt (29, #3) immer auf
der Symmetrieachse. Er stimmt im Allgemeinen nicht mit dem Flichenschwerpunkt
(0,0) tiberein und kann auch auflerhalb des Querschnitts A liegen.

Durch Integration des Verzerrungsfeldes €;; sollen nun die Verschiebungen w; berechnet
werden. Dies wird besonders einfach, wenn zuvor die Spannungsfunktionen Ga/vy (2, z3)
und Gx(z2,x3) mithilfe der Beziehungen

Op O e dp O _

Oxg  Oxs T dzs | Oz 2 I (1.418a)
on _ Ox 2 2 on _ Ox 2, .2

8352 = 81;3 =+ kQ(fI}'Z =4F V:Z?3) , 8{133 = ax2 aF k3(V562 aF .'1:3) (1418b)

in Wolbfunktionen ¢(xa, x3) (vgl. (1.358)) und n(x2, r3) umgerechnet werden. In (1.418a)
wurde wieder angenommen, dass die Torsionsbelastung zu einer Rotation der Stabquer-
schnitte um den Punkt (z2,z3) fihrt. Durch Einsetzen von (1.418) in (1.407) erhdlt man

Jp _ on

o192 = GO/(% — X3+ 333) + Gaim2 + GV]{?Q(.I'% — m%) (1419&)
Oy _ on

013 = GO/<8$3 + xro — 5(32) + Gaifxg + Gl/kg(ﬂf% - CC%) . (1419b)

Da mit den Funktionen ¢ und y bereits alle Gleichgewichts-, Kompatibilitdts- und Span-
nungsrandbedingungen erfiillt wurden, geniigen die gemé&fl (1.418) berechneten Ansétze
o(x9, x3) und n(xe, r3) automatisch diesen Bedingungen.

Aufgabe 1.5. Schreiben Sie die Gleichgewichts-, Kompatibilitdts- und Spannungsrand-
bedingungen unter Verwendung von ¢(z2, z3) und n(x2, x3) an.

Mit dem Hookschen Gesetz (1.191) erhidlt man aus (1.419) die Verzerrungen ej2 und
e13. Die iibrigen Verzerrungskomponenten sind in (1.404b), (1.404c) und (1.409) gegeben.
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Integration dieser Verzerrungen liefert

72 v 3 v a3
uy < T = (woko + w3ks3) + 52| 5 — ¥ |R2 T 5T 3 2] (1.420a)

+ o/ p(xa, x3) + n(x2, 23) + C12272 + C1373 + 10

x2 — a2 1 T
u =v(l —x 3 2ko — momsk +x2<l>k
2 ( 1)( 5 2 273 3) 5 3 2 (1.420D)
— o/z1(x3 — T3) — c1271 + ca33 + 20
2 2
us =v(l —x ks — xoxske | + a7 — — L |k
3 ( 1)( 5 3 223 2) 5711 3 3 (1.420¢)

/ —_
+ o'z (g — Z2) — c1371 — 232 + 30

mit den noch zu bestimmenden Konstanten c12, ¢13, cog und ¢;g. Diese sechs frei wiahlbaren
Parameter beschreiben wieder genau die sechs Starrkorperfreiheitsgrade und kénnen
ermittelt werden, indem z.B. an der Stelle z; = 0 bestimmte Einspannbedingungen
vorgegeben werden. Im vorliegenden Fall wurde eingangs festgelegt, dass die bei z; = 0
aufgebrachten Momente und Kréfte keine Arbeit verrichten sollen — daraus lassen sich
im Allgemeinen die obigen Konstanten bestimmen, denn geméaf dem Arbeitssatz (1.212)
muss dann die gesamte Verzerrungsenergie des Stabes durch die Lastkraft F eingebracht
worden sein. Wie diese Berechnung der Konstanten konkret geschehen kann wird am Ende
von Beispiel 1.16 gezeigt.

Da die bei 1 = 0 aufgebrachten Momente und Kréfte keine Arbeit verrichten sollen,
miissen die Beziehungen T = 2 und z3 = &3 gelten, d. h. die Rotation der Querschnitte
zufolge der Torsionsbelastung erfolgt um den Schubmittelpunkt (&2, #3). Um dies zu
zeigen, verwendet man den Betti-Rayleighschen Reziprozitatssatz (siehe Abschnitt 1.6.2):
Wenn eine im Schubmittelpunkt (2, #3) angreifende Einzelkraft F = [0, Fy, F3]T zu keiner
Verwindung o’ des Stabes fithrt (vgl. Bemerkung 1.10), so darf umgekehrt eine (reine)
Torsionsbelastung, die natiirlich eine Verwindung o’ bewirkt, keine Verschiebungen us
und ug im Schubmittelpunkt (£, £3) hervorrufen.

Ahnlich wie in (1.380) lassen sich die Verschiebungen u; gemif (1.420) wieder in die
nur von x; abhingigen Verschiebungen u; der Stabachse und die Relativverschiebungen
u; aufteilen. Daraus ergibt sich

U; = ﬂz(wl) +ﬁi($1,$2,l‘3) (1.421)
mit
’[Ll = C10 (1422&)
1
Uy = 5%% (3;)1 — l) ko — c1921 + ¢ (1.422b)
1
uz = 51:% (9;1 - l> ks — c1321 + c30 - (1.422c)

Alle iibrigen Summanden in (1.420) sind den Relativverschiebungen ;(x1, z2,x3) zuzu-
ordnen. Man beachte, dass anders als bei reiner Biegung (vgl. Abschnitt 1.8.4) hier die
Relativverschiebungen 4; im Allgemeinen auch von z; abhéngen.
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Fiir die Verzerrungsenergiedichte erhdlt man geméaf (1.198)

1

1
T=Sonen + 012612 + 013613 = ﬁa% + %(0%2 + 013) (1.423)
und fiir die Verzerrungsenergie folgt gemafl (1.207)
l
Ming = / / rdAdx, = mt + I'Ilnt (1.424)
0JA

mit der Verzerrungenergie

mt 2E/ / UlldAdl’l _/ l—l’l / k?gl’g-l-k‘gl‘g) dAdx,
I3 I ] (1.425a)

_ E[kg AR l:j = E[Fg Fy|J5! Ez

zufolge der Normalspannungen und der Verzerrungsenergie

1 l
I'I;S;lt = %/0 /,40%2 + cr%:;d.Ad:cl

= %Gl (a’2JT = /A ((VX)T(VX +20/'Vp) + (1 + v)% (k325 + k3x3)  (1.425b)

+2(1+v)[~ksa3 kaad](Vx+ a’v¢))dA>

zufolge der Schubspannungen. Da die Schubspannungen nicht von x; abhéngen, gilt
dies natiirlich auch fiir die auf die Stablinge bezogene Schubverzerrungenergiedichte
[40%+075dA/(2G). Nach erfolgter Berechnung von ¢ und  fiir den jeweiligen Querschnitt
lisst sich MY, auch als Bilinearform von F, F3 und dem effektiven Torsionsmoment
(:f:g — i’g)Fg — (.fg — :%3)F2 schreiben.

Beispiel 1.16. Als Beispiel soll nun ein gerader Stab mit Lange | und kreisringférmigem
Querschnitt untersucht werden. An der Stelle (21, x2,z3) = (I, Z2,0) soll die Einzellast
F = [0,0, F3]T angreifen. Der kreisringférmige Querschnitt werde durch die Radien
rq und 1; = cr, mit 0 < ¢ < 1 begrenzt. Das Material besitze den Schubmodul G.
Gesucht sind die Spannungen o1;, die Verschiebungen u; und die Verzerrungsenergie
rlint-

Aus Beispiel 1.15 folgt

1
Y= 5(7’2 — x3 — z3) (1.426a)
P = —T3T2 + Ta3 (1.426b)
Jp = g(r;* . (1.426c)
Aus (1.396) folgt
T
Iy = I33 = Z(r;* -}y, In=0, (1.427)
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und aus (1.405)

1 F
ko =0, @:—EE?;. (1.428)

GeméfB (1.411b), (1.412) und (1.414b) ist nun die Differentialgleichung

A(x) = 2vagks (1.429)
mit den Randbedingungen
Ix Ix
87:53”2 — 8—562713 = —(1 + v)a3ksns (1.430)

zu l6sen. Diese Gleichung ist besonders einfach in Polarkoordinaten zu l6sen und man
erhélt (ohne eine beliebig wihlbare Integrationskonstante)

34 2v 14 2v 14+v
X:k‘3< 1 x2<r2—|—ri2— >—|— xo(23 + 23) — 3 w%) (1.431)

4
Aus dieser Losung kann durch Integration von (1.418b) direkt die Wolbfunktion

2,2
ai

r
2 2
x5 + 23

2,2
Tal's

— 2
3 ”x§> (1.432)

1
n= Zk3$3 <—(3+2y) <r§+rf+ ) + (1 4 2v)a3 +

ﬂc% + x%
(ohne eine beliebig wéhlbare Integrationskonstante) bestimmt werden.
Gemaf Bemerkung 1.10 gilt fiir den Kreisringquerschnitt, dass der Schubmittelpunkt

an der Stelle (22, 23) = (Z2,x3) = (0,0) liegt, d. h. das Integral in (1.415) verschwindet
und es folgt geméfl dieser Gleichung fiir die Verwindung

/ j2F3
= . 1.433
=G (1.433)
Mithilfe von (1.404a) und (1.407) kénnen nun die Spannungen
011 = E(l — 1‘1)333]?3 (1.434&)
Gra—a' + hama (34201204 (1420 (1.434b)
o12 = - - e .
12 3 2 342 (x% i x§)2
/ 1 2 4 .2 2 2y 73 — 13 2
o13 =G| axa+ —ks| (B+20)| —(rg +77) + (15377) 75— T 23
4 (25 + 3)
(1.434c)

+(1— 2y)x§>>

ausgerechnet werden. Wie es sein muss, héngen o012 und o33 nicht von x; ab. Die
Spannungen o5 und 13 enthalten zundchst den bekannten Anteil zufolge der Torsi-
onsbelastung. Der iibrige Anteil von o9 ist sowohl beziiglich x5 als auch beziiglich
x3 schiefsymmetrisch. Der tibrige Anteil von o3 ist sowohl beziiglich x5 als auch
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beziiglich 3 symmetrisch. Aufgrund dieser Symmtrieeigenschaften vereinfacht sich
die nachfolgende Berechnung der Verzerrungsenergie zufolge der Schubspannungen.
Geméf (1.425) erhélt man

3 Fj
N 3
N — 1.4
int 6 EIQQ ( 35&)
1 (#3F?  F}
Ny, = -1 22 3 > 1.435b
int = 3 (GJT T ksGA (1.435b)
mit der Schubsteifigkeit kgG.A und dem sogenannten Schubfaktor
1 2 1 212
kg = 6Q+v)(1+c) (1.436)

(14 2)2(8v2 + 14v + 7) + 4c?(4v? + 10v + 5)

(vgl. [1.13]). Er beriicksichtigt den Einfluss der Schubspannungsverteilung auf die
Verzerrungsenergie. Schubfaktoren fiir weitere Querschnitte sind z. B. in [1.14, 1.15]
gegeben. Im Integral (1.425b) sind die Beitrige eines Torsionsmoments und einer
im Schubmittelpunkt wirkenden Querkraft zu den Schubspannungen o2 und o3
orthogonal zueinander. Folglich entkoppelt die Schubverzerrungsenergie in einen
Anteil der alleine auf Torsion zuriickzufithren ist und einen weiteren Anteil der alleine
auf eine im Schubmittelpunkt wirkende Querkraft zuriickzufiihren ist.
Fiir die Verschiebungen folgt aus (1.420)

2 2.2
x 3+ 2v oY
= (ll‘l — 21>l‘3k3 — 1 <7“Z + 7“? + 2 :_lx2>x3k3

2+ 23 (1.437a)
1
+ Z(l‘% + 3)x3ks + c1222 + c133 + c1g
ug = —v(l — z1)z213ks — &/ 123 — C1221 + C23T3 + C2p (1.437b)
14 1 Il
ug = — (1 — 1) (22 — 22)k +5B2<—l)k‘
5= 20— o)~ h)ks + 2ot (2 1)k .

/
+ a'x1x9 — C13T1 — C23T2 + C30 .

Um die verbleibenden Konstanten cis, 13, c23 und ¢;g zu bestimmen, wird nun ange-
nommen, dass im Querschnitt z; = 0 die Verschiebungen w; im Mittel verschwinden,
und es wird ausgeniitzt, dass die dort aufgebrachten Krafte und Momente keine
Arbeit verrichten sollen. Aus der Bedingung [, u;d.A = 0 folgt zunichst

cio =0 (1.438)

Es handelt sich bei 1 = 0 um ein negatives Schnittufer, weshalb die zu Null zu
setzende Arbeit der d&ufleren Kréfte an dieser Stelle aus dem Spannungsvektor und
den Verschiebungen wie folgt berechnet werden kann
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IFy [ Fy 1 ,
— [ (ouw)| _dA=E3( 3 “EI . 1.4
0 2/A(01U )}961:0 A 5 <kSGA+C13> + 5 El220i cos (1.439)

Da diese Identitdt unabhéngig von Z2 und damit unabhingig von o’ gelten soll, folgt

F3

- __"° =0. 1.44
c13 ksGA ' co3 =10 (1.440)

Das gleiche Resultat erhdlt man aus der dem Arbeitssatz (1.212) entspringenden
Forderung nach Gleichheit der von der &uleren Belastung F3 verrichteten Arbeit und
der im Stab gespeicherten Forméanderungsenergie (Verzerrungsenergie) Miy. Formal
lautet diese Forderung

1 B Fo1 1
28 )=0220) = § Ly T p 0021~ e) — glbens
- , (1.441)
M ZF3+11<’~F+F3)
=1k = — - o .
"6 Ely | 2 2T ksGA

Da die noch unbekannte Konstante c12 keinen Einfluss auf die Verzerrungsenergie und
auf die Arbeit der dufleren Belastungen hat, kann sie aus obigen Bedingungen nicht
berechnet werden. Eine naheliegende Forderung zur Bestimmung von cyqo ist, dass
die Stabachse an der Einspannstelle 1 = 0 mit der Achse x5 einen rechten Winkel
einschlieflen soll, d. h.

Oug

dmy =—a2=0. (1.442)
0z (x1,22,23)=(0,0,0)

Die Wahl c12 = 0 fiihrt auf uz|(y, 2,)=(0,0) = 0; die verformte Stabachse liegt also in
der Ebene xo = 0.

Durch Spezialisierung obiger Ergebnisse fiir den Fall ¢ = 0 erhélt man sofort
die Ausdriicke fiir den geraden Stab mit kreisférmigem Vollquerschnitt. Fiir den
Schubfaktor gilt dann (vgl. [1.14])

6(1+v)?

ST L w7

(1.443)

1.9 Lineare Theorien zum Verformungsverhalten von geraden
Staben

In diesem Abschnitt soll das dynamische Verformungsverhalten von geraden Stdben unter-
sucht werden. In Abschnitt 1.8 wurden einfache Bespiele zur Elastostatik gerader Stébe
unter Beriicksichtigung der drei-dimensionalen kontinuumsmechanischen Zusammenhénge
gelost. Einfacher lassen sich Stabprobleme l6sen, wenn das Stabvolumen alternativ durch
eine repréasentative ein-dimensionale Struktur beschrieben wird. In den meisten Féllen
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stellt dies zwar nur eine Naherungslosung dar, diese ist im Ingenieurwesen jedoch héufig
hinreichend genau. Ein Stab kann daher als ein-dimensionales Kontinuum interpretiert
werden. Der Einfachheit halber sollen die hier betrachteten Stédbe entlang der Achse x;
ausgerichtet sein und die Flachenschwerpunkte der Stabquerschnitte sollen sich an der
Position (z2,z3) = (0,0) befinden.

Zur Beschreibung des Stabes wird die durch die Flachenschwerpunkte der Stabquer-
schnitte definierte Stabachse — eine ein-dimensionale Mannigfaltigkeit im R3 — herange-
zogen. Ausgehend von der Stabachse werden Ansétze fiir die Verschiebungen gemacht;
die verschiedenen Stabtheorien unterscheiden sich in der Komplexitéat dieser Ansétze.
Natiirlich sollen die so gefundenen Losungen fiir die Spannungen, Verformungen, Ver-
zerrungsenergien, etc. zumindest in hinreichend genauer Ndherung mit jenen Losungen
iibereinstimmen, die durch Beriicksichtigung der vollen drei-dimensionalen kontinuumsme-
chanischen Zusammenhénge gefunden werden. Aufgrund der im Abschnitt 1.8 beobachteten
Verdrehungen und Verwélbungen von Stabquerschnitten ist klar, dass zu einer korrekten
Beschreibung der Stabverformung bei allgemeinen Belastungen nicht alleine die Ver-
schiebungen @; = %;(¥1) = Uil(z,,04)=(0,0) der Stabachse geniigen. Es miissen daher in
manchen Belastungsféllen weitere (den Punkten der Stabachse zugeordnete) aggregierte
Verformungsparameter des Querschnitts verwendet werden.

Kontinua, in denen allen materiellen Punkten neben ihren drei Verschiebungsfreiheitsgra-
den weitere drei Rotationsfreiheitsgrade zugeordnet werden, nennt man Cosserat-Kontinua
[1.16, 1.17]. Fir die im folgenden betrachteten Stabtheorien reichen diese drei zusétzlichen
als Rotationen interpretierten Freiheitsgrade der Punkte der Stabachse.

Wird das dynamische Verhalten eines Kontinuums untersucht, so sind die Zeitverlaufe
der auftretenden Feldgrofen (Verschiebungen, Verzerrungen, Spannungen, etc.) zu berech-
nen. Analog weisen bei der Untersuchung des dynamischen Verformungsverhaltens von
geraden Staben die den Punkten der Stabachse zugeordneten Verschiebungs- und Rotati-
onsfreiheitsgrade eine Zeitabhéngigkeit auf. Damit tritt neben der Ortskoordinate x; die
Zeit t als unabhéngige Variable auf, und es ist im Allgemeinen ein verteilt-parametrisches
Problem zu 16sen. Fir eine kompaktere Schreibweise werden im Folgenden generell die
Abkiirzungen

o(-) : o) _ -
oz — ) =(-) (1.444)
verwendet.

In den nachfolgenden Herleitungen wird oft davon ausgegangen, dass der Stabquerschnitt
und seine Materialeigenschaften unabhéngig von 1 sind. Ist dies nicht der Fall, so konnen
die in diesem Abschnitt angefithrten Beziehungen meist trotzdem verwendet werden — sie
stellen dann eine im Ingenieurwesen meist hinreichend genaue Néaherung dar.

1.9.1 Dynamisches Verhalten von Zug/Druck-Staben

Anhand der Ergebnisse aus Abschnitt 1.8.2 ldsst sich leicht nachvollziehen, dass gerade
Stébe, die nur eine Zug- oder Druckbelastung erfahren mit dem Verschiebungsansatz

up = ui(t,z1) , uy = —viy (t,x1)T2 , ug = —vit) (t, x1)3 (1.445)
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beschrieben werden kénnen. Hierbei ist uq (1), also die Langsverschiebung des Stabes, ein
aggregierter Verformungsparameter, der zur vollstindigen Beschreibung des Zug/Druck-
Stabes geniigt. Die Beziehungen (1.445) gelten, wenn der Koordinatenursprung in den
Flachenschwerpunkt des Stabquerschnitts A gelegt wurde und Starrkorperverschiebungen
nur in Richtung der Achse x1 zugelassen werden. Diese Einschrankungen vereinfachen die
Untersuchung des dynamischen Falls, da damit keine resultierenden Beschleunigungskréfte
quer zur Stabachse wirken kénnen.
Natiirlich gilt
€11 = ﬂ’l(t,xl) 5 (1446)

geméafl dem Hookschen Gesetz (1.191)
o1 =enkE =u\(t,n)FE (1.447)
und fiir die Zugkraft (vgl. (1.332))
N =enEA=1u)(t,z1)EA . (1.448)

Analog zu (1.331) folgt die Verzerrungsenergie je Léangeneinheit in der Form

1 N(t, .1'1)2

!
L 2 EA

1
ine (1, 21) = Su(t,21) BA = (1.449)

A 4
A

Abbildung 1.31: Infinitesimales Element eines Zug/Druck-Stabes.

Zur Herleitung der Bewegungsgleichung betrachte man das in Abbildung 1.31 dargestellte
infinitesimale Stabelement. Hierbei sei p(t,x1) eine in Richtung z; wirkende Streckenlast.
Die Beschleunigung 1 (¢, 1) verursacht im betrachteten Stabelement die resultierende
Kraft

—da, /,4 piin (t,21)dA = —da1 pAiin (¢, 21) (1.450)

wobei p die Massendichte beschreibt. Die integrale Impulsbilanz fiir das betrachtete
Stabelement liefert daher

N'(t,z1) = —p(t, z1) + pAus(t, 1) . (1.451)
Mit (1.448) lasst sich dies auch in Form

(@) (t,21)EA) = —p(t,x1) + pAuy(t, z1) (1.452)
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schreiben, so dass nur noch (¢, z1) als unbekannte Grofle vorkommt. Um diese Gleichung
zu 16sen, werden noch geeignete Anfangsbedingungen fiir w1 (¢, z1) und w1 (¢, 1) sowie
(zwei) Randbedingungen an den Stabenden x; = 0 und z; = [ benétigt. Ublicherweise
tritt an jedem der beiden Rander jeweils eine Randbedingung auf, die sich als algebraische
Gleichung der Form

bo(@1(t,0), N(£,0)) =0,  by(ai(t,1), N(t,1) =0 (1.453)

ausdriicken ldsst. Grundsétzlich ist es aber auch méglich, iiber Randbedingungen Gréfien
am Rand x7 = 0 mit Groéflen am Rand x1 = [ in Beziehung zu setzen, wie dies z. B. zur
Beschreibung eines periodisch fortgesetzten Stabes notwendig ist.

Zwei Beispiele fiir mogliche Randbedingungen an der Stelle 1 = 0 (negatives Schnittufer)
sind in Tabelle 1.3 zusammengefasst. Die Konstanten k; bis k3 sind entsprechend zu wihlen.
Die Konstante ko > 0 stellt eine Langsfedersteifigkeit dar; fiir k» = 0 ergibt sich ein in
Richtung ;1 frei verschieblicher Rand. Analog zu Tabelle 1.3 lassen sich Randbedingungen
fiir ein positives Schnittufer formulieren. Man beachte, dass es nicht moglich ist, an einem
Rand gleichzeitig u; und N beliebig vorzugeben.

Randbedingung Bild Gleichung
T3 7
Feste Einspannung £l bo = u1(t,0) — ky
ki

T3 ,
Elastisch Z _
verschiebliches Ende Ls’cl %—/\/]\{{\/\/—- bo = N(t,0) — ka1 (t,0) — kg3
2

Tabelle 1.3: Mogliche Randbedingungen am Rand x1 = 0 eines Zug/Druck-Stabes.

Wirken auf einen Zug/Druck-Stab im Bereich x; € (0,1) zusétzliche konzentrierte Kréfte
(in Richtung z1), so ist das Rechengebiet an den Angriffspunkten dieser konzentrierten
Lasten aufzutrennen und das Problem durch entsprechende Rand- bzw. Ubergangsbedin-
gungen zu erganzen.

Nachdem der Verlauf von u; (¢, z1) berechnet wurde, kann mit (1.448) N ausgerechnet
werden. Auerdem koénnen mit (1.445) alle lokalen Verschiebungen u; und mit (1.447) die
von Null verschiedene lokale Spannung o117 ausgrechnet werden. Mit diesen Gleichungen
ist es also moglich, ausgehend von u; (der aggregierten, der Stabachse zugeordneten,
kinematischen Grofe) alle interessierenden Grofien im drei-dimensionalen Kontinuum des
Stabes zumindest ndherungsweise zu bestimmen. Fiir einen mit einem konstanten Zugkraft
belasteten Stab (N(¢,x1) = const.,, ) stimmt die so gefundene Losung exakt mit jener
iiberein, die unter Beriicksichtigung der vollen drei-dimensionalen kontinuumsmechanischen
Zusammenhiinge in Abschnitt 1.8.2 gefunden wird. Diese exakte Ubereinstimmung wird
nicht mehr erzielt, wenn die Belastungssituation des Stabes eine sich Gber x1 &ndernde
Zugkraft N (t,z1) hervorruft oder wenn an einer Einspannstelle die Verschiebungen ug und
ug zufolge der Querkontraktion behindert werden. Trotzdem stellt das hier beschriebene
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Rechenverfahren auch in diesen Féllen eine im Ingenieurwesen héufig hinreichend genaue
Naherungslosung dar.

Aufgabe 1.6. Herleitung der Gleichungen eines Zug/Druck-Stabes mit dem
Hamilton-Prinzip

Leiten Sie (1.452) mit Hilfe des Hamilton-Prinzips (vgl. (1.260)) her. Im Bereich
x1 € [0,1] sei der Stab mit einer in Richtung x; wirkenden Streckenlast p(t,z1)
beaufschlagt. Gehen Sie z. B. von einer festen Einspannung am Rand z; = 0 und
einem freien Rand bei 21 = [ aus.

1.9.2 Dynamisches Verhalten von Torsions-Staben

Es soll das dynamische Verhalten eines Torsions-Stabes, dessen Verdrehachse mit der
Stabachse (z2,z3) = (0,0) zusammenfallt, untersucht werden. Anhand der Ergebnisse
aus Abschnitt 1.8.3 ldsst sich leicht nachvollziehen, dass gerade Stébe, die nur eine
Torsionsbelastung erfahren mit dem Verschiebungsansatz

up = O/(t,xﬂ(p(%g,%g) y ug = —Oé(t,x1)l‘3 s uz = oz(t,a:l)xg (1.454)

beschrieben werden kénnen. Hierbei ist (¢, x1), also der Verdrehwinkel des Stabquer-
schnitts, ein aggregierter Verformungsparameter, der zur vollstindigen Beschreibung des
Torsions-Stabes geniigt. Starrkérperrotationen um die Achsen zo und x3, Zentrifugalbe-
schleunigungen zufolge der Rotation um die Achse x; sowie Starrkérperverschiebungen
werden aufler Acht gelassen. Ferner wird davon ausgegangen, dass radiale Beschleunigungen,
d. h. Zentrifugalbeschleunigungen, sowie axiale Beschleunigungen iy = &' (t, z1)¢(x2, x3)
vernachléssigbar klein sind bzw. nur verschwindende resultierende Kréfte und Momente
hervorrufen. Diese Annahmen vereinfachen die Untersuchung des dynamischen Falls, da
damit nur solche resultierenden Beschleunigungskrifte auftreten, die den Querschnitt in
Rotation versetzen.
GeméB (1.365) gilt fiir das Torsionsmoment

MT(t,fL'l) = GJTOd/(t, 331) y (1.455)
wobei der Drillwiderstand Jr in (1.364) definiert ist. Analog zu (1.367) folgt die Verzer-
rungsenergie je Langeneinheit in der Form
1 MT (t, :E1)2
2 GJr

Zur Herleitung der Bewegungsgleichung betrachte man das in Abbildung 1.32 dargestellte
infinitesimale Stabelement. Hierbei sei mp(t,z1) eine dulere Last in Form eines iiber
die Stabldnge verteilten Moments um die Achse z;. Die Winkelbeschleunigung é(t, z1)
verursacht im betrachteten Stabelement das resultierende Moment

—da; /Ap(@ug — x3ii9)d A = —dz1pilt, z1) /A(CII% +23)dA (1.457)

1
Ming (¢, 71) = §(a,(t,$1))2GJT = (1.456)

S ——
=1Ip =1z + I33

wobei der Ausdruck Ip auch polares Flachentragheitsmoment genannt wird. Die integrale
Impulsbilanz fiir das betrachtete Stabelement liefert daher

Vorlesung und Ubung Fortgeschrittene Methoden der Modellbildung (Sommersemester 2017)
© ,Institut fiir Automatisierungs- und Regelungstechnik, TU Wien



1.9 Lineare Theorien zum Verformungsverhalten von geraden Stédben Seite 101

d.%’l
Mrp(t, x1) Mr(t,z1 + dz1)
<— P> —>> —>
7(t,z1)dzy 1

Abbildung 1.32: Infinitesimales Element eines Torsions-Stabes.

Mp(t,z1) = —mr(t, z1) + plpé(t, z71) . (1.458)
Mit (1.455) lasst sich dies auch in Form

(O/(t, ﬂ?l)GJT)/ = —mT(t, xl) + pfpd(t, 331) (1.459)

schreiben, so dass nur noch «(¢,z1) als unbekannte Grofle vorkommt. Man beachte
die strukturelle Ahnlichkeit zu (1.452). Um (1.459) zu l6sen, werden wieder geeignete
Anfangsbedingungen fiir a(t,z1) und &(¢,x;) sowie (zwei) Randbedingungen an den
Stabenden z; = 0 und x; = [ bendtigt, die sich z. B. in der Form

bo((0), M (0)) =0,  bi(a(l), Mp(l)) =0 (1.460)

ausdriicken lésst. Zwei Beispiele fiir mogliche Randbedingungen an der Stelle 1 = 0
(negatives Schnittufer) sind in Tabelle 1.4 zusammengefasst. Die Konstanten k; bis k3
sind entsprechend zu wéhlen. Die Konstante ko > 0 stellt eine Drehfedersteifigkeit dar;
fiir k3 = 0 ergibt sich ein um die Achse x; frei drehbarer Rand. Analog zu Tabelle 1.4
lassen sich Randbedingungen fiir ein positives Schnittufer formulieren. Man beachte, dass
es nicht moglich ist, an einem Rand gleichzeitig o und Mp beliebig vorzugeben.

Randbedingung Bild Gleichung
3 T
Feste Einspannung Z bo = a(0) — k1
—
z1
ki
x3
Elastisch 7 ko T . B B
verdrehbares Ende “= _x;l bo = Mr(0) = k2 (0) = ks
777,

Tabelle 1.4: Mogliche Randbedingungen am Rand x; = 0 eines Torsions-Stabes.

Wirken auf einen Torsions-Stab im Bereich x; € (0,1) zusétzliche konzentrierte Torsi-
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onsmomente, so ist das Rechengebiet an den Angriffspunkten dieser konzentrierten Lasten
aufzutrennen und das Problem durch entsprechende Rand- bzw. Ubergangsbedingungen
Zu erganzen.

Nachdem der Verlauf von «(t, z1) berechnet wurde, kann mit (1.455) My ausgerechnet
werden. AuBerdem koénnen mit (1.454) alle lokalen Verschiebungen w; und mit (1.354c)
und (1.354d) oder mit (1.357) die von Null verschiedenen lokalen Spannungen o2 und o3
ausgrechnet werden. Mit diesen Gleichungen ist es also moglich, ausgehend von « (der ag-
gregierten, der Stabachse zugeordneten, kinematischen Grofe) alle interessierenden Grofien
im drei-dimensionalen Kontinuum des Stabes zumindest ndherungsweise zu bestimmen.
Fiir einen mit einem konstanten Torsionsmoment belasteten Stab (My (¢, x1) = const.s, )
stimmt die so gefundene Losung exakt mit jener tiberein, die unter Beriicksichtigung der
vollen drei-dimensionalen kontinuumsmechanischen Zusammenhénge in Abschnitt 1.8.3
gefunden wird. Diese exakte Ubereinstimmung wird nicht mehr erzielt, wenn die Belas-
tungssituation des Stabes ein sich iiber z; &nderndes Torsionsmoment Mrp(t, z1) hervorruft
oder wenn an einer Einspannstelle die Verschiebungen w; zufolge der Querschnittsverwol-
bung behindert werden. Trotzdem stellt das hier beschriebene Rechenverfahren auch in
diesen Féllen eine im Ingenieurwesen héufig hinreichend genaue Ndherungslésung dar.

Aufgabe 1.7. Herleitung der Gleichungen eines Torsions-Stabes mit dem
Hamilton-Prinzip

Leiten Sie (1.459) mit Hilfe des Hamilton-Prinzips (vgl. (1.260)) her. Im Bereich
x1 € [0,1] sei der Stab mit einem verteilten Drehmoment m(¢, x1) beaufschlagt. Gehen
Sie z. B. von einer festen Einspannung am Rand x; = 0 und einem freien Rand bei

z1 = [ aus.

1.9.3 Theorie eines schubweichen Balkens bei ebener stationdrer Biegung

Stdbe deren Achse durch eine Belastung eine Kriimmungsdnderung erfahrt, werden oft
als Balken bezeichnet. Daher sind Teile der in diesem und den nachfolgenden Abschnit-
ten beschriebenen Zusammenhénge auch unter dem Begriff Balkentheorie bekannt. Die
Betrachtungen beschridnken sich auf die ebene Biegung eines geraden Stabes (keine Zug/-
Druckbelastung, keine Torsion). Die Abschnitte 1.9.3 bis 1.9.5 sind zunéachst auf stationére
Betrachtungen beschrankt, d. h. es kann mit diesen Theorien nur das stationdre Verhalten
von Balken berechnet werden. Moglichkeiten zur Modellierung des dynamischen Verhaltens
von Balken werden in Abschnitt 1.9.6 skizziert.

Der Flachenschwerpunkt des Stabquerschnitts A soll mit dem Schubmittelpunkt ident
sein und an der Position (z2,23) = (0,0) liegen. Die durch die Schwerpunkte der Stabquer-
schnitte gebildete Balkenachse féllt also mit der Achse z; zusammen. Der Stab soll die
Lénge | aufweisen und sich iiber den Bereich 1 € [0, (] erstrecken. Der Einfachheit halber
soll die Biegeverformung in der Ebene x9 = 0 stattfinden, d. h. us = 0. Diese Annahme ist
z. B. unter folgenden Bedingungen gerechtfertigt:

e I53 =0, d.h. z9 und z3 sind Hauptachsen.

o In jedem Balkenquerschnitt ist das resultierende Schnittmoment M (x;) in Richtung
x9 und die resultierende Schnittkraft QQ(z1) in Richtung x5 ausgerichtet.
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Folglich gilt (vgl. (1.402)) Fy = F» =0, F3 = Q(x1), My = M3 = 0 und My = M(z1).

Bemerkung 1.11. Spezialisiert man die Ergebnisse von Abschnitt 1.8.5 fiir diesen Fall,
so ergeben sich gemaf (1.420) bis (1.422) die Verschiebungen

up = x3(225(‘22t _ ﬂé(xﬁ) + Q(x1)0(x2, z3) (1.461a)
. M(Cﬂl)
U9 = —VIT2T3 E122 (1.461}))
2 2

_ .1'2 - .7,‘3 M(xl)

ug = us(x1) +v 1.461c

3 = us(z1) 5 Ely ( )
mit 1 e
_ of L1 3

_ = bl — 1.461
U3($1) 2$1( 3 l) EIQQ C13%1 ( 6 d)

und der Funktion

1 2
0 (2, 3) = <Vx3 (“33 - x§> + ”(xQ’x?’)) s (1.461e)

C Elyp\ 2 3 ks  ksGA

Die Konstante c13 kann als Verdrehwinkel um die Achse o interpretiert werden,
denn es gilt u5(0) = —cy3. In Beispiel 1.16 wurde das Ergebnis

c :_Q($1)
BT T khsGA

(1.461f)

berechnet.

Basierend auf den in Bemerkung 1.11 gemachten Beobachtungen, kann nun folgender
Ansatz fir die Verschiebungen eines schubweichen Balkens bei ebener Biegung gemacht
werden:

Die Punkte eines Querschnitts, der im unbelasteten Zustand eben war, erfahren durch
die Belastung eine Verschiebung ug(x1) in Richtung 3, eine Verdrehung um den Winkel
B(z1) um die Achse xg, eine zusitzliche lokale Verschiebung #; in Richtung x; zufolge der
von der lokalen Querkraft abhéngigen Verwolbung des Querschnitts sowie zusétzliche lokale
Verschiebungen @2 und @3 in Richtung zs bzw. x3 zufolge der vom lokalen Biegemoment
abhéngigen Querkontraktion des Querschnitts. Es gilt also

ur = z3B(21) + U1 (21, 22, 3) (1.462a)
ug = ﬂ2($1,$2,l’3) (1462b)
U3 = ﬂg(SEl) + ﬂg(:ﬁl, x9, 1/‘3) (14620)
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mit den zusétzlichen lokalen Verschiebungen

'l]l = Q(:L’l)e(xg,xg) (1.462(21)
M
fig = —UTors Ez? (1.462¢)
2 2
~ xy — x5 M (1)
= 1.462f
T TEly (1.462f)

und der Funktion

1 v x2 n(z2, z3) 3
6 = —— | zag| B — 22 ’ — . 1.462

Der Schubfaktor kg hidngt bei homogenen Querschnitten nur von der Form des Querschnitts
A und von der Querkontraktionszahl v ab (vgl. (1.436) fiir den Kreisringquerschnitt in
Beispiel 1.16). Aus (1.396), (1.411b), (1.414b) und (1.418b) folgt daher, dass die Funktion
0(x2,x3) nur von A, F und v abhingt. Aus einem Vergleich von (1.461a) und (1.462a)

folgt
Bn) = D i)

d.h. der Verdrehwinkel 3(x1) setzt sich aus einem Anteil —u4(x;) zufolge der (kleinen)
Verdrehung der Balkenachse und einem Anteil Q(z1)/(ksG.A) zufolge der lokalen Schub-
belastung zusammen.

Gemeinsam mit den SchnittgroBen Q(x1) und M (x1) geniigen die Freiheitsgrade us (1)
und SB(z1) zur vollstandigen Beschreibung der Verformung des Balkens. Die Sinnhaftigkeit
der Identifikation von lokalen Verschiebungen #; als Anteile an den Gesamtverschiebungen
u; wird sich spéter noch deutlicher zeigen. Man beachte, dass (neben den iiblichen
Abhéngigkeiten von A, E und v) @; nur von Q(z1), 42 nur von M (x;) und usz ebenfalls
nur von M (z1) abhéngt. D.h. die lokalen Verschiebungen @; hdngen nur von lokalen
Schnittgrofen ab.

Ahnliches gilt fiir die Spannungen. Aus (1.404a) und (1.419) erhilt man

(1.463)

o1 = mgM(wl) ot
I
Q) 1w
e 2(1 + v) Iy k3 Oz (1.464b)
= _M<lﬂ 2_ 2 )
e 2(1 + V)I22 ks Ox3 v V(a:3 x2) o (1.464c)

Unter Beriicksichtigung von (1.396), (1.411b), (1.414b) und (1.418b) folgt, dass (neben
den iiblichen Abhéngigkeiten von A, E und v) 11 nur von M (x1), 012 nur von @Q(x1) und
013 ebenfalls nur von Q(z1) abhéngt. D.h. die (nicht verschwindenden) Spannungen o7y;
héngen nur von lokalen Schnittgréfien ab.

Die Biegesteifigkeit des Balkens betragt geméfl (1.397) EI5z. Die Schubsteifigkeit betragt
gemaf (1.425b) bzw. (1.435b) ksGA. Fir die Verzerrungsenergie je Langeneinheit erhélt
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o daber (M(21))? | (Qa1)?
M I T1
n: = . 1.4
int (71) 9Fly | 2keGA (1.465)
—_—
=N = N3k
1 dxq

A\

»!
>

<

x3

\ 4

Z2 I

Abbildung 1.33: Infinitesimales Element eines Biegestabes.

Nun ist es noch nétig, die zu den dynamischen Groflen M (x1) und Q(z1) energetisch
konjugierten kinematischen GroBen M (z1)/(EIz2) und Q(x1)/(ksG.A) durch die Freiheits-
grade uz(x1) und S(z1) auszudriicken. Zwei GroBen bilden ein energetisch konjugiertes
Paar, wenn ihr Produkt eine Energie oder Energiedichte beschreibt (vgl. [1.18]). Um diese
Groflen zu bestimmen, betrachte man das in Abbildung 1.33 dargestellte infinitesimale
Stabelement der Lange dx, auf welches neben den iiblichen Schnittgréfien die in Richtung
x3 wirkende Streckenlast ¢(z1)dz; und das um die Achse x9 wirkende verteilte Moment
m(x1)dz, wirken. Aus den Gleichgewichtsbedingungen folgt

Q' (z1) = —q(z1),  M'(z1) = Q(z1) — m(z1) . (1.466)

Es wird angenommen, dass die Streckenlast ¢(z1) und das verteilte Moment m(z1)
gerade so in das infinitesimale Stabelement eingebracht werden, dass ausgehend vom
unbelasteten Ausgangszustand ¢(x1) die Arbeit g(z1)ug(z1)dz1/2 und m(z1) die Arbeit
m(x1)B(z1)dz1 /2 am Stabelement verrichten. Uber das Schnittufer z; wird die Arbeit

~ % ()], dA = —%(M(xl)ﬁ(xl) + Q(ar)is(21) (1.467a)
A

in das Stabelement eingebracht. Am Schnittufer z; 4+ dx; wird die Arbeit

;/A(Jliui)‘xﬁ-dxldfl: %(M(afl+d$1),8<371+d$1>+Q($1+d$1)ﬁ3(1’1-‘rdxl)) (1.467b)
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eingebracht. Diese einfachen Zusammenhénge ergeben sich, da

1
. / orgiid A =0 (1.468)
2 Ja

Damit wird auch klar, dass die Interpretation der gewéhlten Freiheitsgrade §(z1) und
us(x1) als (aggregierter) Verdrehwinkel bzw. als (aggregierte) Verschiebung sinnvoll ist.

Auf eine allgemeine Herleitung der Beziehungen (1.467) und (1.468) wird hier verzich-
tet.

Aufgabe 1.8. Zeigen Sie, dass (1.467) und (1.468) fiir den in Beispiel 1.16 untersuchten
Stab mit kreisringformigem Querschnitt bei ebener Biegung ohne Torsion (o = 0)
erfiillt sind.

Die Anwendung des Arbeitssatzes (1.212) auf das betrachtete infinitesimale Stabelement
liefert

1 B 1
My (21)day = 561(931)“3@1)61961 + §m($1)5(~’61)dx1

1

= 5 (M(z1)B(21) + Qz1)us(21)) (1.469)

+ %(M(wl + dl’l)ﬁ(fﬂl + da:l) + Q(SE1 + dxl)ﬂg(ﬂfl + dl’l)) ,

d. h. die netto eingebrachte Arbeit entspricht der im Stabelement gespeicherten Verzer-
rungsenergie. Nach einem Grenziibergang dx; — 0 und Verwendung von (1.466) vereinfacht
sich (1.469) zu

1 _
Mine (1) = 5 (M (21)8'(21) + Q(21)(B(w1) + U3(21))) (1.470)
und aus einem Vergleich mit (1.465) folgen die gesuchten Zusammenhénge

M(xl)

Fly B (x1) (1.471a)
]?S(gil = Blay) + d(x1) - (1.471b)

Letztere Bezichung folgt auch direkt aus (1.463). Mit (1.471) kann nun auch die Verzer-
rungsenergie je Langeneinheit aus (1.465) in der alternativen Form

Mo (@1) = L BIn(B (1)) + SsGAB() + Ty(@)? (L472)

geschrieben werden.

Um ein Balkenbiegeproblem zu 16sen, reicht es daher die Verldufe von ugz(x1), 5(x1),
Q(z1) und M (x1) durch Integration der Differentialgleichungen (1.466) und (1.471) zu
berechnen. Diese seien hier nochmals zusammengefasst:
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1) = ~Bar) + 2 (1.473a)
B(z1) = ]\2(]2) (1.473b)
Q'(z1) = —q(x1) (1.473¢)
M (21) = Q(z1) — m(1) . (1.473d)

In Abhéngigkeit der Lagerungsbedingungen des Balkens kénnen ¢(z1) oder m(z1) von
ug(z1) oder (xz1) abhéngen. Ist dies nicht der Fall, so ist die Differentialgleichung (1.473)
linear und daher besonders einfach zu 16sen.

Um (1.473) tatséchlich lésen zu kénnen, werden noch (vier) Randbedingungen an den
Balkenenden 1 = 0 und z; = [ benétigt. Ublicherweise treten an beiden Réndern jeweils
zwei Randbedingungen auf, die sich als algebraische Gleichungen der Form

bo(a3(0), 5(0),Q(0), M(0)) =0,  by(us(l), 5(1),Q(),M()) =0  (1.474)

mit dim(bg) = dim(b;) = 2 ausdriicken lassen.

Einige Beispiele fiir mogliche Randbedingungen an der Stelle 1 = 0 (negatives Schnit-
tufer) sind in Tabelle 1.5 zusammengefasst. Die Konstanten k; bis kg sind entsprechend
zu wahlen. Die Konstante ks > 0 stellt eine Langsfedersteifigkeit dar; fiir ks = 0 ergibt
sich ein in Richtung x3 frei verschieblicher Rand. Die Konstante k5 > 0 stellt eine Dreh-
federsteifigkeit dar; fiir k5 = 0 ergibt sich ein frei drehbarer Rand. Analog zu Tabelle
1.5 lassen sich Randbedingungen fiir ein positives Schnittufer formulieren. Man beachte,
dass es nicht moglich ist, an einem Rand gleichzeitig u3 und @ oder $ und M beliebig
vorzugeben.

Wirken auf einen Balken im Bereich x; € (0,[) Einzelkrifte oder Einzelmomente, so ist
das Rechengebiet an den Angriffspunkten dieser konzentrierten Lasten aufzutrennen und
das Problem durch entsprechende Rand- bzw. Ubergangsbedingungen zu ergénzen.

Nachdem die Verlaufe von us(x1), 5(z1), Q(z1) und M (x;) berechnet wurden, kénnen
mit (1.462) alle lokalen Verschiebungen u; und mit (1.464) alle von Null verschiedenen
lokalen Spannungen o; ausgrechnet werden. Mit diesen Gleichungen ist es also moglich,
ausgehend von den der Stabachse zugeordneten (aggregierten) kinematischen und dynami-
schen Groflen alle interessierenden Groflen im drei-dimensionalen Kontinuum des Stabes
zu bestimmen. Aus einem Vergleich der Abschnitte 1.8.5 und 1.9.3 iiberzeugt man sich
leicht, dass die so gefundene Losung fiir den mit einer Einzelkraft am Ende belasteten
Balken (Q(z1) = const.,, ) exakt mit jener iibereinstimmt, die unter Berticksichtigung
der vollen drei-dimensionalen kontinuumsmechanischen Zusammenhénge gefunden wird.
Diese exakte Ubereinstimmung wird nicht mehr erzielt, wenn die Belastungssituation
eines Balkens eine sich iiber x; dndernde Querkraft Q(x1) hervorruft. Trotzdem stellt
die hier beschriebene Theorie des schubweichen Balkens auch in diesen Féllen, d. h. bei
Q(z1) # const.,,, eine im Ingenieurwesen meist hinreichend genaue Néherungslosung dar.

1.9.4 Balkentheorie nach Timoshenko bei stationdren Verhaltnissen

Der in der Balkentheorie nach Timoshenko verwendete Ansatz fiir die Verschiebungen
gleicht dem im vorherigen Abschnitt verwendeten Ansatz (1.462) jedoch werden die
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Randbedingung Bild Gleichung
7
ko
1 i5(0) — k
Feste Einspannung bo = [u:’)( ) 1]
k1 U3 B(0) — ko
1.
7
ks
0) — k3us(0) — k
Elastisch gebettetes Ende I by = lQ( ) 3uU3 4]
5 M(0) — k5B(0) — ke

Unverschiebliches, elastisch u3(0) — ky
by =
drehbares Ende M(0) — k55(0) — kg
Elastisch verschiebliches, Q(0) — k3ti3(0) — ky
ks by =
unverdrehbares Ende B(0) — ko

’

T3
L1

Tabelle 1.5: Mogliche Randbedingungen am Rand x7 = 0 eines Biegebalkens.
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zu Querkontraktion und Verwélbung des Querschnitts fithrenden zusétzlichen lokalen
Verschiebungen 4; vernachléssigt. Damit gilt, wie in Abbildung 1.34a angedeutet: Die
Punkte eines Querschnitts, der im unbelasteten Zustand eben und normal zur Balkenachse
war, erfahren durch die Belastung eine Verschiebung @s(z;) in Richtung x3 und eine
Verdrehung um den Winkel 5(x1) um die Achse 2. Der Querschnitt bleibt also auch im
belasteten Zustand eben, es gilt fiir die Verschiebungen

up = x38(x1) , uy =0, us = us(z1) (1.475)

und es handelt sich wieder um eine Theorie eines schubweichen Balkens. Aus den Verschie-
bungen (1.475) wiirden die Schubverzerrungen

1 _
€10 =¢€23 =0, €13 = i(ﬁ(ltl) + ug(m)) (1.476)
und die Schubspannungen
op=033=0, o13=G(B(x1)+ uz(x1)) (1.477)

folgen. Offensichtlich wiirde damit die Bedingung eines unbelasteten Randes 9.4 verletzt
werden. Aulerdem wiére die aus (1.477) resultierende Querkraft GA(S(z1) + u5(x1)) um
den Faktor 1/kg grofler als der in Abschnitt 1.9.3 berechnete Wert

Q(r1) = ksGA(B(z1) + uh(z1)) (1.478)

(vgl. (1.471Db)). In der Balkentheorie nach Timoshenko wird daher auf eine Beschreibung
der tatsédchlichen Verteilung der Schubspannungen o5 und o413 verzichtet und der um
den Schubfaktor kg korrigierte Wert (1.478) fiir die Querkraft verwendet. Dies erklart
warum kg im Rahmen der Balkentheorie nach Timoshenko auch als Schubkorrekturfaktor
bezeichnet wird. Man beachte, dass die Balkentheorie nach Timoshenko zunéchst keine
Vorschrift zur Berechnung von kg liefert.

Wegen (1.468) und (1.478) liefert die Balkentheorie nach Timoshenko exakt die glei-
chen Ergebnisse fiir ug(x1) und B(z1) wie die Theorie des schubweichen Balkens aus
Abschnitt 1.9.3. D. h. die Gleichungen (1.465), (1.466) und (1.469) bis (1.474) sowie die
Randbedingungen geméafl Tabelle 1.5 gelten unverdndert.

1.9.5 Balkentheorie nach Euler-Bernoulli bei stationdaren Verhaltnissen

Der in der Balkentheorie nach Euler-Bernoulli verwendete Ansatz fiir die Verschiebungen
gleicht dem im vorherigen Abschnitt verwendeten Ansatz (1.475) jedoch wird von einem
schubstarren Balken ausgegangen, d.h. es gilt kgGA — oo und aus (1.478) folgt f(x1) =
—u4(x1). Damit gilt, wie in Abbildung 1.34b angedeutet: Die Punkte eines Querschnitts,
der im unbelasteten Zustand eben und normal zur Balkenachse war, erfahren durch die
Belastung eine Verschiebung ug(x1) in Richtung von z3 und eine Verdrehung um den
Winkel —uf(21) um die Achse x9. Der Querschnitt bleibt daher auch im belasteten Zustand
eben und normal zur Balkenachse und es gilt fiir die Verschiebungen

uy = —1‘3@%(1‘1) s U9 = 0 s us = ﬁg(l’l) . (1.479)
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Iy

x9 — b)

Z2

Abbildung 1.34: Verschiebung und Verdrehung von Balkenquerschnitten, a) nach Timos-
henko, b) nach Euler-Bernoulli.
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In der Balkentheorie nach Euler-Bernoulli verschwinden also alle Schubverzerrungen
und Schubspannungen (vgl. (1.476) und (1.477)). Um ein Balkenbiegeproblem zu l9sen,
reicht es wieder die Verlaufe von ug(x1), 8(x1), Q(x1) und M (1) durch Integration der
Differentialgleichung

’L_Lé(l‘l) = —,3(1‘1) (1.480&)
B'(x1) = A{E(Z;) (1.480D)
Q'(z1) = —q(1) (1.480c)
M'(z1) = Q(z1) — m(z1) . (1.480d)

(vgl. (1.473)) mit den Randbedingungen gemaf (1.474) und Tabelle 1.5 zu berechnen.
Héaufig wird (1.480) nach sukzessivem Einsetzen in der Form

(Blnuz(z1))” = q(x1) +m'(z1) (1.481)

geschrieben. Analog kénnen alle Randbedingungen mit den Ausdriicken us(z1), f(x1) =
—tus(x1), M(x1) = —FElIxpui(z) und Q(z1) = m(z1) — (Elxpus(x1))" formuliert werden.
Es ist dann nur noch eine Differentialgleichung fiir ug(z1) zu lésen, was in vielen Fillen
analytisch moglich ist.

Beispiel 1.17. Einfacher Kragbalken
Anhand von einem einfachen Kragbalken sollen nun die Verformungen geméf3
Balkentheorie nach Timoshenko und geméf Balkentheorie nach Euler-Bernoulli ver-
glichen werden. Der Kragbalken sei entlang der Achse x; ausgerichtet, am Ende
x1 = 0 fest eingespannt und am Ende z; = [ im Punkt (x2,23) = (0,0) mit der
Einzelkraft F = [0, 0, F3]" belastet. Der Balkenquerschnitt und die Materialparameter
sind unabhéngig von x;. Die Biegesteifigkeit betrigt Elso, die Schubsteifigkeit ksG.A.
Die Randbedingungen lauten geméafl Tabelle 1.5 fiir den eingespannten Rand bei
xr1 = 0
us(0) =0, B(0)=0 (1.482a)

und fir den freien Rand bei 21 =
Qy=Fs, M()=0. (1.482b)

Auf den Balken wirkt keine Streckenlast und kein verteiltes Moment, d. h. ¢(z;) =0
und m(z1) = 0. Damit kénnen (1.473) und (1.480) direkt integriert werden und man
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erhalt
Q(xl) = F3 (1483&)
i F3 J}%
B(x1) = Flns (2 - :cll) (1.483c)
il (29) = 22 CyR B (1.483d)
BV T B2 T 6 ) T ksGAM! '

Q(z1) = F3 (1.484a)
M(wl) = Fg(l'l — l) (1.484b)

2
Blzy) = Ef;; (3;1 - x1l> (1.484c)
BB (zy) = ;322 ("’fz - ”g) (1.484d)

fir die schubstarre Balkenformulierung nach Euler-Bernoulli. Die Ergebnisse fiir
Q(x1), M(z1) und S(x1) stimmen also bei den beiden Formulierungen exakt iiberein
(dies gilt nicht allgemein). Bei der Verschiebung us(z1), welche nattirlich auch direkt
aus (1.461d) abgelesen werden kann, unterscheiden sich die Formulierungen nur um
den Term z;F3/(ksGA). Der von diesem Term hervorgerufene relative Unterschied
(ufB(z1) — ud (z1))/ud (x1) ist in Abbildung 1.35 fiir ein kreisrundes Vollprofil mit
Durchmesser d, ks geméfl (1.443) und v = 0.3 dargestellt. Fiir diesen Fall lautet der
relative Unterschied

utB (1) — ud (1) B dks (1\?xy 12y !
3 agT(xl)3 = —<1+ 1+V(d) 1(1—3l>> : (1.485)
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—1/d=0
—1/d=0.6 |-
= —1/d=1.2
8
S 1/d =24 |
T|E ——1jd =6
e : :
Q
R e
13

Abbildung 1.35: Relativer Unterschied (#4’® —ul)/ui der Biegelinien eines einfachen
Kragbalkens nach Euler-Bernoulli und Timoshenko.

Die Abbildung bestétigt zunachst, dass die Balkentheorie nach Euler-Bernoulli
eine steifere Formulierung liefert als die Balkentheorie nach Timoshenko. Der relative
Unterschied zwischen den beiden Formulierungen steigt zur Einspannstelle hin. Fiir
gedrungene Balken, d.h. kleine Werte [/d, ist der relative Unterschied iiber die
ganze Balkenldnge erheblich. Fiir Balken dieser Art ist also die Verwendung der
schubweichen Formulierung ratsam.
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Beispiel 1.18. Statisch unbestimmter Balken

A
\ 4

Y
x2

Y

Abbildung 1.36: Statisch unbestimmter Balken mit I-Profil.

Fir den in Abbildung 1.36 gezeigten statisch unbestimmten Balken sollen Verfor-
mungen geméfl der Balkentheorie nach Timoshenko und geméfl der Balkentheorie
nach Euler-Bernoulli berechnet werden. Der Balken hat die Lange [ = 8 m und wird
mit einer Streckenlast ¢ = 10000 N/m belastet. Er ist am Rand 1 = 0 fest einge-
spannt und am Rand z; = [ drehbar gelagert. In der Mitte des Balkens ist eine starre
Konsole mit einer horizontalen Lénge [/4 befestigt. An deren Ende wirkt die Last-
kraft F = 100000 N. Fiir die Materialkennwerte gelte E = 2.1 - 10! Pa und v = 0.3.
Der Balken ist als Breitflanschtrager HE-B 300 nach DIN EN 10034 ausgefiihrt. Er
besitzt das Flichentragheitsmoment Ioy = 2.517 - 10~* m?, die Querschnittsfliche
A=1.49-10"2m? und gemiB [1.19] den Schubfaktor kg = 0.19576.

Da an der Stelle 21 = /2 sowohl die Querkraft Q(z) als auch das Biegemoment
M (x1) unstetig sind, ist das Rechengebiet in die beiden Abschnitte (0,7/2) und (I/2,1)
zu teilen. Es ergeben sich daher folgende Randbedingungen:

ui3(0) = 0 (1.4864)

B(0)=0 (1.486b)

lim (@3(1/2 + €) — 1(1/2 — €)) = 0 (1.486c)

lim (5(1/2+ ) = B(1/2 =€) =0 (1.486d)

lim (QU/2+¢) = QU/2 - ) + F =0 (1.486e)
lim (M(1/2+¢) = M(1/2 =€) ~ FI/4 =0 (1.486f)
us(l) = (1.486g)

M()=0 (1.486h)

Fir die schubweiche Formulierung nach Timoshenko erhélt man durch einfache
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Integration sofort die analytische Losung
1 xf 3 x?
_ - RPN S At
us (1) L <q24 Qo 05
INF (23 3221 x1* 513
)=t 2 1.487a
+0($1 2)2(3 1 T TR ( )
1 x? l l
+ kG A <—q2 + Qory — 0<$1 - 2>F<$1 - 2))
1 3} 3
= —q— — + M,
B(z1) Ely ( @ + Qo + Moz
(1.487Db)
(0 Dyr(t st 0
\"MT2) 27 4 Ty
l
Q(z1) = —qz1 + Qo — o(azl - 2)F (1.487c)
z? l 3l
M(z1) = —g + Qo1 + Mo — a(aq — 2)F(:c1 —~ 4) (1.487d)
mit der Einheitssprungfunktion o( - ) und den Integrationskonstanten
gl + F + 2002 (g1 + F) (L4879
0= , : 48T7e
R
s e
0= — - .
1+ G

Fiir die schubstarre Formulierung nach Euler-Bernoulli erhalt man das Ergebnis
(1.487) ohne die blau dargestellten Terme. Dieses Resultat folgt natiirlich auch, wenn
in (1.487) der Grenziibergang kg — oo durchgefithrt wird. Die Ergebnisse sind
fir beide Formulierungen in Abbildung 1.37 dargestellt. Mit den hier gewéhlten
Zahlenwerten unterscheiden sich die Integrationskonstanten )y und My und folglich
auch f(x1), Q(x1) und M(z1) bei den beiden Formulierungen nur marginal.
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Abbildung 1.37: Verformungen und Schnittgrofien des statisch unbestimmten Balkens.
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1.9.6 Dynamisches Verhalten von geraden Staben bei Biegebelastung

Der Einfachheit halber sollen hier nur die Balkentheorien nach Timoshenko, Euler-Bernoulli
und Rayleigh studiert werden. Zur Herleitung der entsprechenden Differentialgleichungen
betrachte man wieder das in Abbildung 1.33 dargestellte infinitesimale Stabelement der
Lange dx;. Auf den Stababschnitt wirken neben den {iblichen Schnittgréfien, die nun
auch zeitabhéngig sind, wieder die in Richtung x3 wirkende Streckenlast ¢(¢,z1)dz; und
das um die Achse zo wirkende verteilte Moment m(¢, x1)dz;. Auf ein Volumenelement
dV = dAdz; wirkt die Beschleunigungskraft —dVpii; , wobei p die Massendichte beschreibt
und grundsétzlich die Verschiebungen u; geméaf (1.462) zu verwenden sind. In den Bal-
kentheorien nach Timoshenko, Euler-Bernoulli und Rayleigh treten die Freiheitsgrade us
und S auf, welche nun sowohl von x; als auch von ¢ abhéngen. In diesen Theorien werden
die zuséatzlichen lokalen Verschiebungen @; als verschwindend klein angenommen. Daher
erscheint auch die Annahme 4; = 0 als gerechtfertigt und man erhilt aus der zweifachen
Zeitableitung von (1.475) die Beschleunigungen

iy = x3B(t,x1) ,  die=0, i3 =us(t>). (1.488)
Sie verursachen am betrachteten Balkenelement die resultierende Kraft
—dz /Apilg(t,:nl)dA = —dz1pAus(t, z1) (1.489a)
in Richtung x3 und das resultierende Moment

—dz; /ApB(t, z1)x2d A = —dz plopB(t, 1) (1.489Db)

um die Achse xs. Hierbei wird vorausgesetzt, dass p iiber den Querschnitt A konstant ist.
Beziigliche der weiteren Achsen treten bei ebener Biegung keine resultierenden Kréfte oder
Momente zufolge der Beschleunigungen auf. Die integrale Impulsbilanz fiir das betrachtete
Balkenelement liefert daher (vgl. (1.466))

Q' (t,x1) = —q(t,x1) + pAus(t, z1) (1.490a)
M'(t,21) = Q(t,z1) — m(t, z1) + plagB(t, x1) . (1.490Db)
Die sich aus der Verzerrungsenergie ergebenden Zusammenhénge (1.471) gelten im dyna-

mischen Fall unverdndert. Zusammengefasst lauten die Differentialgleichungen geméafl der
Balkentheorie nach Timoshenko daher

uy(t,x1) = —B(t, 1) + igcﬁt) (1.491a)
B'(t,x1) = % (1.491b)
Q'(t,z1) = —q(t,z1) + pAus(t, z1) (1.491c)
M'(t,21) = Q(t, x1) — m(t, z1) + plazB(t, x1) . (1.491d)
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Die Randbedingungen geméf} (1.474) und Tabelle 1.5 gelten weiterhin, wobei nun alle
auftretenden Terme von der Zeit abhéngen koénnen. Die Formulierung ist noch um geeignete
Anfangsbedingungen fiir as(t, 1), B(t,x1), us(t,z1) und B(¢, 1) zu erweitern. In der
Balkentheorie nach Euler-Bernoulli entfallen die in (1.491) blau dargestellten Terme fiir
die Querschubverzerrung und fiir das Moment zufolge der rotatorischen Trégheit des
Balkenquerschnitts [1.20]. Nach sukzessivem Einsetzen wird (1.491) in der Theorie nach
FEuler-Bernoulli haufig in der Form

(Elynui(t,z1))" = q(t,x1) +m/(t,21) — pAus(t, z1) (1.492)

geschrieben. In der Balkentheorie nach Rayleigh wird nur die Querschubverzerrung ver-
nachlassigt [1.20], d.h. (1.491) kann in der Form

(Elggﬂg(t, 951))” = q(t, l‘l) + m/(t, $1) — p.A’ljg(t, .561) + (pIQQ’lié(t, l‘l))/ (1.493)

geschrieben werden.
Abschlieflend soll anhand von einem Beispiel gezeigt werden, dass (1.491) auch mit
Hilfe des Hamilton-Prinzips (vgl. (1.260)) hergeleitet werden kann.

Beispiel 1.19. Ableitung von Balkengleichungen nach Timoshenko mit dem
Hamilton-Prinzip

< l >
q
| / K
% lllllUlHllHlllv)
A0 0a0 My,
VZU?, " k

Abbildung 1.38: Abgestiitzter Kragbalken.

Man betrachte den in Abbildung 1.38 dargestellten an der Stelle 1 = 0 einge-
spannten Kragbalken. Neben der entlang der Balkenldnge wirkenden Streckenlast
q(t,z1) und dem verteilten Moment m(¢,z;) wird der Balken an der Stelle z; = [ mit
einer Lastkraft F7(¢) und einem Lastmoment M (¢) belastet und durch eine linear
elastische Feder mit der Federkonstante k abgestiitzt.

Fiir die kinetische Energie gilt

! Yy
T— / / p“;“ZdAdxl
0 /A (1.494)

l . . l . .
_P / / (@262 + @2)dAday = P / (Lnf3? + Ai2)da: |
2Jo Ja 2 Jo
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und fiir die Verzerrungsenergie (vgl. (1.472))

! 1
M = [ Mhgddas + 5k (aa(t1)?
0

L ) (1.495)
= 5/ <E1—22(5')2 +ksGA(B + ﬂg)Q)dxl + ik(ag(t,l))z :
0
Die virtuelle Arbeit der dufleren Kréfte ergibt sich in der Form
l
5Wext = FL(Sﬁg(t, l) + M[ﬁ,@(i, l) + / (qdﬁg + mé/j’)dxl . (1.496)
0
Wegen der geometrischen Randbedingungen
us(t,0) =0, B(t,0) =0 (1.497)
gilt
dus(t,0) =0, 0p(t,0) =0 . (1.498)

Das Hamilton-Prinzip (siehe (1.260)) liefert unter Berticksichtigung von (1.498)

t1
0= 0T — 0Mint + Wexedt

to
t1
=/ (M, — Elx»f'(t,1)58(t,1)
+ (Fp, — kus(t,1) — ksGA(B(L, 1) + us(t,1)))dus(t, 1) (1.499)
! .
+ A <<—p1225 + (Efzgﬁ/)l — ksG.A(,B + I_Lg) + m)éﬁ

+ ( — pAuz + (ksGA(B + uh)) + q) 5a3> dxidt .

Daraus liest man geméafl Fundamentallemma der Variationsrechnung (Lemma 1.2)
die Randbedingungen

My = Elnp' (1),  Fp = kus(t,l) + ksGA(B(t,1) + us(t,1)) (1.500)
und die Differentialgleichungen

0= (Elnf) — plypp — ksGA(S + %) +m (1.501a)
0 = (ksGA(B+u})) + q — pAus (1.501b)

ab. Wie es sein muss, sind letztere bei Verwendung von M = Ely/3 und Q =
ksGA(B + uf) identisch zu (1.491).

Aufgabe 1.9. Ableitung von Balkengleichungen nach Euler-Bernoulli mit
dem Hamilton-Prinzip
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Wiederholen Sie das Beispiel 1.19 fiir die Balkengleichungen nach Euler-Bernoulli
(Gleichung (1.491) ohne die blau dargestellten Terme).

1.9.7 Dynamisches Verhalten von biegeschlaffen Zugelementen

Fz(x1 + d1) N(z1 + dxy)

Fl(xl + dxl)

Abbildung 1.39: Kréfte an einem infinitesimalen biegeschlaffen Zugelement.

Seile, Ketten, Schlduche, Riemen, Biander, etc. konnen als biegeschlaffe Zugelemente
angesehen werden, wenn ihre Biegesteifigkeit (vgl. (1.397)) vernachlissigbar klein ist
(vgl. [1.20, 1.21]). Fiir Probleme, bei denen die Verschiebungen auf die Ebene x5 = 0
beschrénkt sind, gilt dann sy — 0. Biegeschlaffe Zugelemente sind also Tragwerke, die
keine Momente tibertragen kénnen, d.h. im ebenen Fall My = 0 (vgl. (1.327)). Die Folgen
dieser Eigenschaft konnen anhand von dem in Abbildung 1.39 dargestellten infinitesimalen
Stabelement studiert werden. Es besitze den lokalen Steigungswinkel ¢ gegeniiber der
Achse z1. Das Koordinatensystem bleibt raumfest. Fiir das infinitesimale Stabelement
ergibt die Momentenbilanz beziiglich der Achse xs fiir die Schnittkréafte geméaf (1.326)
den Zusammenhang

Fscos(¢) + Fisin(¢) =0, (1.502)

wobei der rotatorische Tragheitsterm plaa¢ wegen Ipp — 0 hier keinen Beitrag liefert. Aus
(1.502) ergeben sich folgende Konsequenzen:

o Die Schnittkraft F = [Fy,0, F3]T steht stets tangential zur lokalen Stabachse.

e Der Stab kann keine Kraftkomponenten iibertragen, die normal zur aktuellen Sta-
bachse stehen. D. h. der Stab ist frei von Querkraften.

Fiir eine kompakte Schreibweise wird die resultierende Normalkraft (Zugkraft) N =

\/ F2 + F2 eingefiihrt. Folglich gilt,

Fy = N cos(9) , F3 = —Nsin(¢) , (1.503)

und (1.502) ist automatisch erfiillt.

Zugelemente konnen dann als biegeschlaff betrachtet werden, wenn die Normalspannun-
gen zufolge einer Verkriimmung der Stabachse gegeniiber der mittleren Normalspannung
N/A zufolge der Zugkraft N vernachlassigbar klein sind. Diese Bedingung wird von sehr
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schlanken Stében mit entsprechend grofer Zugkraft N erfillt (vgl. (1.332), (1.387) und
(1.395)).

Der Einfachheit halber soll die Achse des biegeschlaffen Zugelements im unbelasteten
Zustand mit der Achse z; zusammenfallen. Als aggregierte Verformungsgrofien treten
dann die auf die Stabachse bezogenen Verschiebungen u4 (¢, x1) und us(¢, x1) auf.

Ahnlich zur Verschiebungshypothese in der Balkentheorie nach Euler-Bernoulli kann
auch fiir biegeschlaffe Zugelemente angenommen werden, dass Querschnitte, die im un-
belasteten Zustand eben und normal zur Stabachse waren, im belasteten Zustand stets
eben und normal zur Stabachse bleiben. Anders als in der Balkentheorie nach Euler-
Bernoulli fufit diese Annahme aber nicht auf der Schubstarrheit des Stabes sondern auf
dem Ausbleiben von Querkréaften.

Die Verdrehwinkel ¢ sei so klein, dass die Naherungen

— ¢ = arctan(u}) ~ i} , tan(¢) ~ sin(¢) , cos(p) ~ 1 (1.504)
zulassig sind. Fir die Verschiebungen kann daher der Ansatz (vgl. (1.479))
Uy = ﬂl(t,$1) - $3ﬂé(t,l’1) 5 U2 = 0 5 us = ﬂg(t,$1) (1505)

verwendet werden.

Zur Modellierung des dynamischen Verhaltens von biegeschlaffen Zugelementen ist es
noétig geometrische Nichtlinearitéten zu beriicksichtigen. Konkret muss die Annahme kleiner
Verschiebungen usz(x1) (bei der Berechnung der Verzerrungen) aufgegeben und zumindest
die Theorie zweiter Ordnung verwendet werden, d. h. die Gleichgewichtsbedingungen sind
am verformten Korper zu formulieren.

Geméf der Verschiebungs-Verzerrungs-Beziehung (1.108) erhélt man daher bei Bertick-
sichtigung von |u}| < 1 fiir die Langsverzerrung

1
€11 = ﬂll(t,l‘l) — xgﬂg(t,xl) + i(ﬂg(t,xl))Q . (1.506)

Mit dem Hookschen Gesetz (1.191) und der Annahme eines einachsigen Spannungszustan-
des (vgl. Abschnitt 1.8.2) liefert dies

_ _ 1
Uij = Eelldil(sjl = E<u’1 (t,l’l) — :L'3ug(t,$1) + i(ug(t, xl))z)éﬂéﬂ y (1.507)
und fiir die resultierende Normalkraft gilt

N = /Aand.A: E.A(u'l(t,azl) + ;(ug(t,$1))2) . (1.508)

Hierbei kann )
e =uw)(t,x1) + 5(ag(zt, z1))? (1.509)

als die zu N energetisch konjugierte, mittlere Langsverzerrung interpretiert werden. Dies
ist zugleich die Léngsverzerrung in der Stabachse, d.h. ¢ = 811‘(962@3):(070).

Damit die Annahme eines biegeschlaffen Stabes, d. h. My = 0, gerechtfertigt ist, muss
der Term —z3u4 in (1.507) gegeniiber den tibrigen Summanden vernachléssigbar klein

Vorlesung und Ubung Fortgeschrittene Methoden der Modellbildung (Sommersemester 2017)
© ,Institut fiir Automatisierungs- und Regelungstechnik, TU Wien



1.9 Lineare Theorien zum Verformungsverhalten von geraden Stédben Seite 122

sein. Der zu vernachléssigende Term wird in der Randfaser mit dem grofiten Wert ||
extremal. Auf eine genauere Priifung der Bedingung —xsu4 ~ 0 basierend auf einer
drei-dimensionalen kontinuumsmechanischen Problemformulierung wird hier verzichtet.

Fiir einen biegeschlaffen Stab mit —zsu4 ~ 0 kann also die Verzerrungsenergie je
Léngeneinheit in der Form

n

int

1 1 _ 1, 4l
(t,21) =5 /Afijaijd-A = §E«4<U/1(ta$1) + 5(“@.(75,371))2) =5Ne  (1.510)

geschrieben werden.

q(x1)dzq

1 unverformte Lage

Abbildung 1.40: Infinitesimaler Ausschnitt eines biegeschlaffen Zugelements.

Zur Herleitung der Bewegungsgleichung betrachte man das in Abbildung 1.40 dar-
gestellte infinitesimale Stabelement. Hierbei sei p(¢,x1) eine in Richtung z; wirkende
Streckenlast und ¢(¢,x1) eine in Richtung z3 wirkende Streckenlast. Die Beschleunigung
[t1(t, 1), 0, u3(t,v1)]T verursacht im betrachteten Stabelement die resultierende Kraft

u (t, 1) u (t, 1)
—dxl/ ol 0 |dAd=—deipA] 0 |- (1.511)
A |- -
us(t, 1) us(t, 1)

Fiir das betrachtete Stabelement liefert die integrale Impulsbilanz entlang der Richtungen
z1 und x3 daher

N'(t,z1) = —p(t, z1) + pAup(t, z1) (1.512a)
(N (t, x1)us(t,z1)) = —q(t, z1) + pAus(t,z1) . (1.512b)

Man beachte, dass (1.512a) ident zu (1.451) ist. Mit (1.508) lasst sich (1.512) auch in der
Form

<(U,1(t, x1) + ;(Ué(t,fﬁl))Q) E.A)I = —p(t,z1) + pAus (t, z1) (1.513a)

((ﬁ’l(t,xl) + %(ﬂg(t, xl))2>EAag(t, xl))/ = —q(t,m1) + pAus(t,z1) (1.513b)

schreiben, so dass nur noch u (¢, ;) und u3(¢, ;) als unbekannte Gréflen vorkommen.
Um diese Gleichungen zu lésen, werden noch geeignete Anfangsbedingungen fiir u; (¢, x1),
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us(t, x1), u1(t,r1) und 1us(t, 1) sowie (vier) Randbedingungen an den Stabenden z1 = 0
und z1 = [ benétigt, die sich z. B. in der Form

bo (@1 (t,0),us3(t,0), u5(t,0), N(t,0)) = 0 (1.514a)
by (a1 (t,1), us(t, 1), u5(t, 1), N(t,1)) =0 (1.514b)

mit dim(bg) = dim(b;) = 2 ausdriicken lassen. Drei Beispiele fiir mogliche Randbedingun-
gen an der Stelle 1 = 0 (negatives Schnittufer) sind in Tabelle 1.6 zusammengefasst. Die
Konstanten ki bis kg sind entsprechend zu wéhlen. Die Konstanten k3 > 0 und k5 > 0
stellen Léangsfedersteifigkeiten dar; fiir ks = 0 bzw. ks = 0 ergibt sich ein in die jeweilige
Richtung frei verschieblicher Rand. Analog zu Tabelle 1.6 lassen sich weitere Fille von
Randbedingungen und Randbedingungen fiir ein positives Schnittufer formulieren. Man
beachte, dass es nicht moglich ist, an einem Rand gleichzeitig 41 und N oder uz und u5N
beliebig vorzugeben.

Randbedingung Bild Gleichung

Feste
Einspannung

In Richtung x;

elastisch b — N(t,0) — ksui(t,0) — ky
. . 0 — _

verschiebliches u3(t,0) — ko

Ende

In Richtung z3

elastisch b — u1(t,0) — ky
verschiebliches 0 (¢, 0)N(t,0) — kstiz(t,0) — ke
Ende

Tabelle 1.6: Mogliche Randbedingungen am Rand x1 = 0 eines biegeschlaffen Zugelements.
Anhand von einem Beispiel soll nun gezeigt werden, dass (1.513) auch mit Hilfe des
Hamilton-Prinzips (vgl. (1.260)) hergeleitet werden kann.

Beispiel 1.20. Herleitung der Gleichungen eines biegeschlaffen Zugelements
mit dem Hamilton-Prinzip
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Q(t’ xl)

Abbildung 1.41: Biegeschlaffes Zugelement.

Man betrachte das in Abbildung 1.41 dargestellte biegeschlaffe Zugelement, das am
Rand z1 = 0 fest eingespannt ist. Am Rand z; = [ werden die Verschiebungen 4, (1) =
/10 und u3(l) = 0 erzwungen. Neben der in Richtung z; wirkenden Streckenlast
p(t, z1) wirkt die Streckenlast ¢(t,z1) in Richtung xs.

Fiir die kinetische Energie gilt

Lo 1
T= / / p dAdz, = f/ pA(ui + uz)dzy (1.515)
0oJa 2 2.Jo

und fiir die Verzerrungsenergie

l 1 l 1 2
Ming :/0 My (¢, 21)dy = 5/0 EA(u’1 + 2(ug)2> drzy . (1.516)

Die virtuelle Arbeit der dufleren Kréfte ergibt sich in der Form

l
Wert = / p(t,21)801 + q(t, @1)Sisdz, . (1.517)
0

Wegen der geometrischen Randbedingungen
u1(t,0) = us(t,0) = us(t,1) =0, ui(t, 1) =1/10 (1.518)

gilt
0u1(0) = dus(0) = duq(l) = dus(l) =0 . (1.519)

Das Hamilton-Prinzip (siehe (1.260)) liefert unter Beriicksichtigung von (1.519)
t1
0= 0T — 0Ming + OWexedt

= /:l (K(a’l + ;(ag)Q) EA)I +p(t, 1) — pA&l] diuy (1.520)

1

" K(ﬂll * 2(%’)2) EAE%)/ +q(t,z1) — pAus(t, 561):|52_L3> dzy .

Daraus liest man geméfl Fundamentallemma der Variationsrechnung (Lemma 1.2)
direkt die Differentialgleichung (1.513) ab.

Die Erfahrung lehrt und (1.512b) zeigt, dass die Steifigkeit eines biegeschlaffen Zu-
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gelements gegen Auslenkungen in Richtung x3 direkt von N (t,z1) abhingt. Fur viele
biegeschlaffe Zugelement gilt, dass ihre Steifigkeit in Richtung x; wesentlich grofler ist als
in Richtung z3. In vielen Belastungsfillen gilt daher, dass (dynamische) Bewegungen in
Richtung x3 erheblich gréflere Amplituden aufweisen als Bewegungen in Richtung z1, d. h.
u3 leistet einen groBeren Beitrag zur kinetischen Energie (1.515) als uy (vgl. [1.20]). Wird
nun in (1.515) (i;)? gegeniiber (u3)? vernachlissigt, so vereinfacht sich (1.512) zu

N'(t,x1) = —p(t,z1) (1.521a)
(N (t, x1)us(t,z1)) = —q(t, 21) + pAus(t,x1) . (1.521b)

Diese Gleichung lésst sich besonders einfach 16sen, da (1.521a) vorab integriert werden
kann. Die Unbekannte u(¢,z1) tritt hier nicht mehr auf, sie kann aber nachtraglich
durch Integration von (1.508) berechnet werden. Im Spezialfall p(¢,z1) = 0 gilt nattirlich
N = const.,, und (1.521b) vereinfacht sich weiter. Da (1.521) einfach zu l6sen ist und
(1.521Db) eine strukturelle Ahnlichkeit zu (1.452) und (1.459) aufweist, wird diese Form der
Bewegungsgleichung im Ingenieurwesen héufig der genaueren Form (1.512) vorgezogen.

1.9.8 Struktur der Bewegungsgleichungen von geraden Staben

Die in diesem Abschnitt auftretenden Bewegungsgleichungen besitzen eine strukturelle
Ahnlichkeit und lassen sich daher in der Form

m(u) +c(a) = f (1.522)

mit den in Tabelle 1.7 zusammengefassten Verschiebungsgrofien u(¢, z1), den auf u(t, x;)
anzuwendenden Differentialoperatoren m und ¢ sowie den verteilten dufieren Lasten f (¢, 1)
anschreiben. Der Operator m beschreibt die Massentréagheit des Systems, der Operator c die
Steifigkeit. Die Parameter und Operatoren zur Beschreibung des dynamischen Verhaltens
von geraden Stdben erlauben daher eine Deutung als Abstraktionen jener Parameter und
Operatoren die zur Beschreibung diskreter mechanischer Systeme verwendet werden (vgl.
[1.6, 1.22]).

Aufgabe 1.10. Uberlegen Sie sich, wie (1.522) und Tabelle 1.7 um Diémpfungsterme, die
von u(t, z1) abhiingen, erweitert werden kénnen. Wiederholen Sie dazu die Herleitung
der Bewegungsgleichungen unter Berticksichtigung viskoser Dédmpfungsterme.
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Art des Verschiebungs- Operatoren AuBere Last
Stabes groBe u(t, z1) c(-) m(-) f(t,x1)
Zug/Druck- N

—(EA( - .
Zug/ 1 (BA(-Y) pA(-) p
Torsions- o (G- YY) pIp( ) my
Stab
Balken nach
Euler- us (El( - )")" pA( ) q+m
Bernoulli
patien nach g (BLa(- )" pAC) = (pIn( )Y g+

Rayleigh

Balken nach

C11 C12 .
mit
C21 C22

H e = —(ksGA( - )Y

Timoshenko B cio = —(ksGA( )Y
Co1 = ksG.A( . )/
Cog — ksG.A( : ) - (EIQQ( . )/),
Biegeschlaffes
Zugelement us —(N(-)Y pA( ) q
mit N' = —p

Tabelle 1.7: Parameter und Operatoren zur Formulierung der Bewegungsgleichungen von
geraden Stédben.
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2 Elektromagnetische Energiewandler

Dieser Abschnitt befasst sich mit den Grundlagen zur Berechnung einfacher magnetischer
Kreise. Die Grundgleichungen zur Modellierung und Simulation elektromagnetischer Fel-
der bilden die Maxwellschen Gleichungen. Diese lassen sich nur fiir wenige Spezialfille
analytisch losen, weshalb im Allgemeinen numerische Methoden (z. B. Finite Elemente)
herangezogen werden miissen. Im Fall von stationdren bzw. quasi-stationéren magnetischen
Feldern und einfachen Geometrien, wie sie haufig bei elektromagnetischen Energiewandlern
auftreten, lassen sich einfache und fiir viele Anwendungen ausreichend genaue Berech-
nungsvorschriften angeben.

2.1 Grundlagen

Die grundlegenden Mazwellschen Gleichungen der Magnetostatik sind durch die Beziehun-
gen
rot(H) =J (2.1a)
div(B) =0 (2.1b)

gegeben. Dabei bezeichnet H die magnetische Feldstirke, B die magnetische Flussdichte
und J die Stromdichte.

Flache A

Berandung 0.A
Abbildung 2.1: Zur integralen Darstellung des Ampéreschen Durchflutungsgesetzes.
Eine zu (2.1a) dquivalente integrale Darstellung erhélt man, indem man die Normal-

komponente der Vektoren auf beiden Seiten der Gleichung iiber eine (einfach zusammen-
hiangende) offene Fliache A mit der Berandung 0.A integriert und anschlieBend den Satz
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von Stokes anwendet, siche Abbildung 2.1. Im Weiteren nutzt man die Tatsache, dass
das Oberflachenintegral iiber die Stromdichte J gleich dem Gesamtstrom ¢ durch die
geschlossene Kurve dA ist. Damit lautet das Ampéresche Durchflutungsgesetz

/A(rot(H),n> da = faA<H,t>d3_/A<J,n> da—1i. (2.2)

Mit n wird dabei die vom Fldchenelement da nach auflen zeigende Fliachennormale und
mit t der zum Kurvenelement ds zugehorige Tangentialvektor bezeichnet. Werden durch
den Integrationsweg 0.A mehrere Leiter mit den Strémen ix, k = 1,...,n, umschlossen, so
setzt sich der Gesamtstrom 4 in (2.2) aus der vorzeichenbehafteten Summe der Strome
zusammen und es gilt

ir=0. (2.3)
Die Summe der Stréome wird auch als Durchflutung © bezeichnet. Fiir eine Spule mit

N. Windungen, die alle vom Strom 4. durchflossen werden, ist die Durchflutung © = N, i,
sieche dazu Abbildung 2.2. Teilt man die Berandung d.A in (2.3) in einzelne Abschnitte

Abbildung 2.2: Zur Durchflutung © = N,i..

0A; auf, so kann in Analogie zur elektrischen Spannung v eine magnetische Spannung u;
zwischen den Endpunkten der Linie 0.4; in der Form

ui:/ (H, t)ds (2.4)
O0A;

definiert werden. Damit lasst sich das Ampeéresche Durchflutungsgesetz (2.3) wie folgt
formulieren: Die Summe der entlang einer geschlossenen Kurve 0A auftretenden magneti-
schen Spannungsabfille ist gleich der durch diesen Umlaufweg OA erfassten Durchflutung
(vgl. Kirchhoffsche Maschenregel).

Die integrale Darstellung von (2.1b) erhélt man, indem man iiber ein endliches Vo-
lumen V, das von der Fliche dV begrenzt wird, integriert und den Satz von Gauf
anwendet,
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/vdiv(B) dv = fév<B’ nyda=0. 2.5)

Diese Beziehung besagt, dass die magnetische Flussdichte B quellenfrei ist. Unterteilt
man die Berandung 0V eines Volumens V in mehrere Teilflichen 0V; und definiert den
magnetischen Fluss ¢; als das Integral der Flussdichte B iiber eine Teilflache 0V,

i = /a | (Bn)da, (2.6)

so kann folgende Formulierung gefunden werden: Die Summe aller in ein abgeschlosse-
nes Volumen V zu- und abflieffenden magnetischen Flisse ist Null (vgl. Kirchhoffsche
Knotenregel).

2.2 Konstitutivgleichungen

Zur Beschreibung des Materialverhaltens miissen Konstitutivgleichungen, welche den
Zusammenhang zwischen der magnetischen Flussdichte B und der magnetischen Feld-
stdrke H definieren, formuliert werden. Im Allgemeinen erhilt man einen nichtlinearen
funktionalen Zusammenhang der Form

B=f(H) . (2.7)

Neukurve hartmagnetisch

=V

Abbildung 2.3: Magnetisierungskennlinie eines weichmagnetischen Materials (blau) und
eines hartmagnetischen Materials (rot).

Zur Charakterisierung der Eigenschaften eines Materials wird meist die Magnetisie-
rungskennlinie (B-H-Kennlinie) verwendet, siehe Abb. 2.3. Die in elektromagnetischen
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Energiewandlern eingesetzten Materialien weisen meist ein ausgepragtes nichtlineares
Verhalten (Séttigung) und eine mehr oder weniger ausgeprigte Hysterese auf. Definiert
man die Koerzitivfeldstirke H, als jene Feldstédrke, bei der B = 0 gilt und die Rema-
nenzflussdichte B, als jene Flussdichte bei der H = 0 gilt, kann folgende Einteilung von
magnetischen Werkstoffen erfolgen:

1. Weichmagnetische Werkstoffe zeichnen sich durch eine kleine Koerzitivfeldstiarke und
Remanenzflussdichte und damit geringe Hysterese aus. Diese Werkstoffe (meist Stah-
le) werden zum Bau von Kernen bzw. Statoren und Rotoren von elektromagnetischen
Energiewandlern eingesetzt.

2. Im Gegensatz dazu weisen hartmagnetische Werkstoffe ein ausgepragtes Hystere-
severhalten und damit hohe Remanenzflussdichten und Koerzitivfeldstarken auf.
Nach dem Aufmagnetisieren erzeugen sie ein Magnetfeld, das ohne zusétzlichen
Energieaufwand aufrechterhalten wird. Diese Werkstoffe werden daher auch als
Permanentmagnete bezeichnet.

Eine allgemeine Beschreibung des Materialverhaltens inklusive der Hysterese ist aufwén-
dig und meist nicht notwendig. Daher werden fiir die Modellierung die im Folgenden
beschriebenen Vereinfachungen angewandt.

Bei weichmagnetischen isotropen Materialien kann die Hysterese vernachléssigt werden
und man verwendet zur Beschreibung die sogenannte Neukurve (vgl. Abb. 2.3) des
Materials. Fiir kleine magnetische Feldstarken kann dann ein linearer Zusammenhang
zwischen magnetischer Feldstédrke und Flussdichte in der Form

B = uH = pop,H, (2.8)

mit der Permeabilitit des Vakuums pg = 47 - 107 V's/(Am) und der relativen Permeabi-
litat w, als materialspezifischen, dimensionslosen Faktor, gefunden werden. Héufig erfolgt
eine Unterscheidung von weichmagnetischen Materialen anhand der relativen Permeabilitat
auf folgende Art: (i) Diamagnetische Werkstoffe weisen eine Permeabilitét kleiner als
Vakuum auf, d.h. pu, < 1, (ii) paramagnetische Werkstoffe besitzen ein p, > 1 und (iii)
ferromagnetische Werkstoffe weisen eine sehr hohe Permeabilitat auf, u, > 1. Fir den Bau
von elektromagnetischen Energiewandlern sind vor allem ferromagnetische Materialien
mit hoher relativer Permeabilitdt p, von Interesse. Es zeigt sich, dass diese Materialien
fiir hohe Feldstérken ein ausgepragt nichtlineares Verhalten aufweisen (Sattigung) und
die relative Permeabilitdt u, wesentlich absinkt. Um dieses Verhalten im Materialmodell
abzubilden wird daher die relative Permeabilitiat als Funktion der Feldstérke formuliert,

B = pop (| H|)H . (2.9)

Beispiel 2.1. In Abbildung 2.4 ist die Magnetisierungskennlinie und die zugehorige
relative Permeabilitat u, fiir einen typischen Werkstoff, wie er z. B. zur Fertigung von
Rotor- und Statorblechpaketen von Motoren verwendet wird, dargestellt. Man erkennt
die anndhernd konstante relative Permeabilitdt fir kleine Feldstédrken. Fiir groflere
Feldstarken ist das Material zunehmend gesattigt, womit die relative Permeabilitat
absinkt und die B-H-Kennlinie entsprechend abknickt. Fiir sehr hohe Feldstéirken
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néhert sich das Verhalten des Materials jenem von Vakuum an, d.h. es gilt u, ~ 1.

QA | R — T | B LN 11 e 1 B 11 R S AR
: : : ' 4000 ; : :

=
B= = 2000
Q

O 1 1 1 1 IR ERTT] B AW RATT B R A RN TT] R RN

o 2 4 6 8 10 10t 10?2 100 10t 10°
H in kA/m H in A/m

Abbildung 2.4: Magnetisierungskennlinie und relative Permeabilitéat p, fir Stahl M800-
50A.

Das Verhalten von Permanentmagneten kann mit Hilfe der Entmagnetisierungskennlinie
beschrieben werden. In Abb. 2.5 ist die Entmagnetisierungskennlinie fiir unterschiedliche
Magnetwerkstoffe dargestellt. In vielen aktuellen Anwendungen werden bevorzugt Neodym-
Eisen-Bor (NdFeB) Magnete eingesetzt, da diese sehr hohe Remanenzflussdichten B, und
Koerzitivieldstarken H,. aufweisen. Dieser Werkstoff zeichnet sich im Arbeitsbereich durch
einen anndhernd linearen Zusammenhang zwischen der magnetischen Flussdichte und der
Feldstédrke aus, welcher in der Form

B = B, + pourH, (2.10)

mit der konstanten relativen Permeabilitdt p, des Magnetmaterials, beschrieben werden
kann. Fiir andere Magnetwerkstoffe ist im Allgemeinen ein nichtlinearer Zusammenhang
B(H) anzusetzen. Man beachte, dass das Magnetmaterial nicht isotrop ist, d. h. (2.10) gilt
nur in Richtung der Magnetisierung des Materials. Orthogonal zur Magnetisierungsrichtung
gilt ndherungsweise B, = 0 und somit B = pou,-H.

Bemerkung 2.1 (Verhalten an Grenzflichen). Magnetkreise elektromagnetischer Ener-
giewandler bestehen aus einer geschickten Anordnung von ferromagnetischen Mate-
rialien, Luftspalten und eventuell Permanentmagneten. Im Rahmen der Modellierung
ist es interessant zu untersuchen, wie sich die magnetische Feldstdrke H und die
magnetische Flussdichte B an der Grenzfliche zwischen zwei Materialien unterschied-
licher Permeabilitdt verhalten. Es wird angenommen, dass sich die beiden Materialien
gemaf (2.8) in der Form

B1 = HOHrlHl = MlHl (2.11&)
By = poproHse = usHs (2.11b)

beschreiben lassen, vgl. Abb. 2.6.
Wihlt man als Integrationsvolumen V in (2.5) einen infinitesimal flachen Zylinder
an der Grenzflache so, dass eine Deckfliche im Material 1 und eine im Material 2 zu
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Abbildung 2.5: Entmagnetisierungskennlinien einiger Permanentmagnetwerkstoffe (aus

2.1]).

liegen kommt und die Flichennormalen der Deckflichen (Flédche Aa) senkrecht zur
Trennfldche stehen, erhdlt man (siehe Abb. 2.6)

/ div(B) dv — 7{ (B,n)da = ((Bs — Bi),n)Aa = 0, (2.12)
% 192%

da die Mantelflichen des Zylinders wegen der infinitesimal kleinen Zylinderhthe
keinen Beitrag leisten. Dies bedeutet, dass die Normalkomponenten der magnetischen
Flussdichte B stetig sind.

Im Weiteren nimmt man an, dass die Trennfliche zwischen den Materialien keine
von auflen eingeprigte Stromdichte enthilt. Wahlt man nun fiir das Ampéresche
Durchflutungsgesetz (2.3) einen geschlossenen rechteckigen Integrationsweg C so,
dass die zur Grenzfliche parallel liegenden Seiten einmal im Material 1 und einmal
im Material 2 zu liegen kommen und die Linge As besitzen sowie die Querseiten
infinitesimal klein sind, dann folgt (siehe Abb. 2.6)

7§<H,t> ds = (Hy — Hy), t)As = 0 . (2.13)
C
Man erkennt, dass die Tangentialkomponenten der magnetischen Feldstirke H stetig

sein mussen.
Durch Kombination von (2.12) mit (2.13) erhélt man

<B1,n> = /,L1<H1,n> = /J,2<H2,n> = <B2,Il> . (214)
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Material 1 Material 2
By, Hy, 1 Ba, Ha, o
(Hy, t
Trennflache
(Ha, t)

Abbildung 2.6: Stetigkeit von H und B an der Grenzfliche von zwei Materialien unter-
schiedlicher Permeabilitét.

Wird mit oy bzw. as der Winkel der Feldlinien von Hy bzw. Hy zur Senkrechten auf
die Grenzflache bezeichnet, so gilt

<H17t> _ <H27t>
tan(a1) 2tan(ozg)

pr(Hy,m) = = pi2(Ha, ) (2.15)
und aufgrund der Stetigkeit der Tangentialkomponenten von H folgt das Brechungs-
gesetz fiir die magnetischen Feldlinien

wm _ tan(ar)  (Hg,m)  (By,t)

s tan(as)  (Hpm)  (Bat) (2.16)

An der Grenzfliche eines ferromagnetischen Materials mit p, > 1 zu Luft pu, =~ 1
folgt damit, dass die Normalkomponente von Hy sehr viel grofler ist als jene von Hj.
Deswegen treten die Feldlinien von H nahezu senkrecht aus dem ferromagnetischen
Material aus.
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2.3 Reluktanzen und Permeanzen

Die in Abschnitt 2.1 dargestellte Analogie zu den Kirchhoffschen Gleichungen legt es
nahe, den magnetischen Widerstand oder die Reluktanz R als Quotient der magnetischen
Spannung v und des magnetischen Flusses ¢ in der Form

U
R=— (2.17)
)
zu definieren. Analog kann der magnetische Leitwert oder die Permeanz als Kehrwert der
Reluktanz definiert werden

_1_9
G=o="" (2.18)

Die Berechnung der Reluktanz gestaltet sich fiir komplexere geometrische Strukturen
im Allgemeinen sehr aufwendig. Aus diesem Grund wird im Rahmen der Reluktanzmo-
dellierung sehr haufig auf das Konzept der Flussréhre zuriickgegriffen. Eine Flussrohre
beschreibt ein Volumen V bestehend aus zwei Stirnflichen und einer Mantelfliche. Es
wird angenommen, dass der gesamte magnetische Fluss ¢ iiber eine Stirnfliche in das
Volumen ein und durch die andere Stirnfliche aus dem Volumen austritt. Weiterhin
nimmt man an, dass die magnetische Flussdichte B und die magnetische Feldstirke H
innerhalb der Flussrohre homogen sind und senkrecht zur Querschnittfliche A(s) mit dem
Kurvenparameter s stehen. Damit hingen die Feldgréfien B und H nur von s ab und es
gilt
B(s)t(s) (2.19a)
H(s) = H(s)t(s), (2.19b)

vgl. Abbildung 2.7.

a1
Abbildung 2.7: Zur Definition einer Flussrohre.

Der magnetische Fluss ¢ innerhalb der Flussrohre errechnet sich nach (2.6) zu

¢ = /A(s) B(s)(t(s),t(s))da = /,4(3) B(s)da = B(s).A(s) . (2.20)
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Analog erhdlt man unter Verwendung von (2.4) die magnetische Spannung w12 = u3 — ug
zwischen den beiden Stirnflachen durch

Uiy = / H(s)(t(s), t(s)) ds = / H(s)ds . (2.21)

Verwendet man das Materialgesetz B(s) = u(H)H (s), so erhélt man die Reluktanz

U192 1 52 52 1
Rip= "% = = [ "H(s)ds /Sl T (2.22)
Die Berechnung der Reluktanz anhand dieser Gleichung ist fiir ein nichtlineares Material-
verhalten u(H) trotz der getroffenen Vereinfachungen meist nur fiir besonders einfache
Geometrien moglich. Fiir kleine Feldstédrken kann die Permeabilitidt g im Allgemeinen
konstant gesetzt werden, womit die Berechnung der Reluktanz einer Flussrohre wesentlich
vereinfacht wird. Falls das nichtlineare Materialverhalten beriicksichtigt werden muss, kann

vereinfachend die Beziehung u(H) =~ ﬁ(ﬁ[ ) verwendet werden. Dabei bezeichnet i die

mittlere Permeabilitdt der Flussrohre fiir die mittlere magnetische Feldstérke H=wu /12,
mit der effektiven Lénge l1o der Flussrohre.

Fir die Modellierung von geometrisch komplexeren Korpern erfolgt hiufig eine Untertei-
lung in mehrere Teilvolumina so, dass diese die bei einer Flussrohre getroffenen Annahmen
gut approximieren. Im Folgenden wird die Reluktanz fiir einige grundlegende Geometrien
von Flussréhren unter Annahme einer konstanten Permeabilitéat ; = konst. hergeleitet.

U dR Uz Uy dg U2
— DS D —t > — DS >
I
— H — h __>...?,, e ity Tt h
qb > E; ------- ~] —>w d) A A __>v
---- /— 7 T dy Y o — e
— - S L — s >
g Y
xz | |l dx b b
l . ’ l )

Abbildung 2.8: Zur Berechnung der Reluktanz einer quaderférmigen Flussrohre.

Der in Abbildung 2.8 dargestellte Quader der Lange [, Breite b und Héhe h besitzt eine
konstante Querschnittsfliche A = bh, womit sich die Reluktanz nach (2.22) zu

| l
Rio = — drx = —— 2.23
2 /0 Ap T A (2:23)

errechnet. Definiert man die differentielle Reluktanz dR der Fliache A und der infinitesi-
malen Lénge dx in der Form

dR = —dux, (2.24)
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so kann (2.23) auch als Serienschaltung von unendlich vielen differentiellen Reluktanzen
dR interpretiert werden,

l
Rus = / R . (2.25)
0

Alternativ dazu konnte man auch den differentiellen magnetischen Leitwert dG (Permeanz)
mit der Lénge [ und der infinitesimalen Querschnittsfliche bdy definieren, und den
magnetischen Leitwert Gio als Parallelschaltung der differentiellen Leitwerte in der Form

h h b bh
an/ dg:/ Bay="1" (2.26)
0 o I l

ermitteln. Natiirlich gilt dabei Ri2 = 1/G12. In den weiteren Beispielen zeigt sich, dass in
einigen Fillen eine Berechnung des Leitwerts leichter ist als die Berechnung der Reluktanz.
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Abbildung 2.9: Zur Berechnung der Reluktanz einer axial bzw. radial durchflossenen
zylinderférmigen Flussrohre.

Eine in vielen Anwendungen auftretende geometrische Grundform ist ein radial bzw.
axial durchflossener Hohlzylinder, siche Abbildung 2.9. Fiir einen axial durchflossenen
Hohlzylinder der Héhe h, Innenradius r; und Auflenradius ro ergibt sich die differentielle
Reluktanz zu

1

AR = 55—
(r3 —r¥)mn

dz, (2.27)

und die Reluktanz errechnet sich damit zu
h

R = o

(2.28)
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Fiir einen radial durchflossenen Hohlzylinder kann die differentielle Reluktanz zu

1

dR = d 2.29
2hmr " ( )
definiert werden, womit
Rip = — 1n(r2> (2.30)
2 ohrp o\ ’

folgt.

Fine exakte Berechnung der Reluktanz von halbzylinderférmigen Flussrohren, wie sie
in Abbildung 2.10 dargestellt sind, gestaltet sich wesentlich schwieriger. Fiir den links
dargestellten Fall wird vereinfachend angenommen, dass die Feldlinien im Material vertikal
gerichtet sind. Damit kann eine differentielle Permeanz mit der Flache d A = bdx und der

Linge [(x) = \/r2 — (z — r)? definiert werden. Die Permeanz errechnet sich somit zu

dz = pbr . (2.31)

Analog dazu wird fiir den in Abbildung 2.10 rechts dargestellten Fall angenommen, dass
die Feldlinien im Material horizontal verlaufen. Die differentielle Permeanz wird dann
durch die Linge I(z) = 24/r2 — (z — r)? und die differentielle Fliche dA = bdz definiert.
Durch Integration erhilt man die gesamte Permeanz in der Form

Gro = ub% . (2.32)

Abbildung 2.10: Zur Berechnung der Reluktanz unterschiedlich durchflossener halbzylin-
derformiger Flussrohren.

Schliefllich treten im Bereich von Polschuhen von Elektromotoren héufig prismenférmige
Flussrohren mit trapezférmiger Grundfliche auf, siehe Abbildung 2.11. Fiir den links
dargestellten horizontal durchflossenen Fall gilt I(z) = [ + %z und dA = bdz, womit
die Permeanz zu

h b h Iy
g :/ ————dz=pub ln() 2.33
2 0o I1+ %z =TH lo—10 Il ( )
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folgt. Mit A(x) = b(ll + %x) errechnet sich die Reluktanz des vertikal durchflossenen
Falls zu

h 1 1 h l
ng :/ 1 dex = — ln<2> . (2.34)
0 ,ub(ll + %x) pbly — 1y I
la
A
uz
U1 h

o,
- l b

Abbildung 2.11: Zur Berechnung der Reluktanz fiir Flussréhren mit trapezformiger
Grundfléache.

Bemerkung 2.2 (nichtlineares Materialverhalten). Um in der Reluktanzmodellierung
naherungsweise die Sattigung des Materials zu berticksichtigen, wird, wie bereits
erwéhnt, vereinfachend M(I:I ) in den obigen Reluktanzen bzw. Permeanzen verwendet.
Die mittlere Feldstirke H wird dabei aus der magnetischen Spannungsdifferenz wu; —us
und einer mittleren Lénge der Feldlinien abgeschétzt. So ergibt sich z. B. fiir die
quaderformigen Elemente aus Abbildung 2.8 H = (u; — ug)/l. Die mittlere Lénge [
flir die anderen vorher dargestellten Elemente kann wie folgt abgeschitzt werden:

o axial durchflossener Hohlzylinder: | = h

radial durchflossener Hohlzylinder: [ = ry — 7

vertikal durchflossener Halbzylinder: [ = r /2

horizontal durchflossener Halbzylinder: [ = r

horizontal durchflossenes trapezférmiges Prisma: [ = (I 4 11)/2

vertikal durchflossenes trapezformiges Prisma: [ = h

Es sei nochmals darauf hingewiesen, dass diese Approximation der Sattigung nur sinn-
voll ist, wenn in der betrachteten Flussrohre eine anndhernd homogene magnetische
Feldstéarke vorhanden ist.
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2.4 Reluktanzmodellierung

Die Grundidee der Reluktanzmodellierung besteht darin, einen komplexen Magnetkreis
in eine Anzahl von kleineren, einfachen Abschnitten zu unterteilen, welche mit Hilfe
einer Ersatzreluktanz bzw. Ersatzpermeanz beschrieben werden kénnen. Es muss nun
geklart werden, in welcher Form eine Spule bzw. ein Permanentmagnet im Rahmen dieser
Reluktanzmodellierung beriicksichtigt werden kann.

Betrachtet man (2.3) und (2.4), so erkennt man, dass eine mit dem elektrischen Strom
i durchflossene Spule mit N. Windungen durch eine ideale magnetische Spannungsquelle
der Form

Ues = Neic (2.35)

beschrieben werden kann'.

Um einen quaderféormigen Permanentmagneten, der in Langsrichtung magnetisiert ist,
zu beschreiben, betrachte man nochmals Abbildung 2.8. Es wird nun angenommen, dass
dieser Quader aus einem permanentmagnetischen Material besteht, welches durch (2.10),
d.h. B = B, + uruoH, beschrieben werden kann. Formt man dieses Konstitutivgesetz
nach H um, so erhilt man

o B B _ ¢
prfto  Hrpo  Apirfto

—H. . (2.36)

Die magnetische Spannung an diesem quaderférmigen Permanentmagneten kann durch
Integration der Feldstdrke H entlang der Lange [ des Quaders in der Form

l
AMO;U’T

ermittelt werden. Damit kann ein Permanentmagnet dquivalent durch die Serienschal-
tung einer konstanten Spannungsquelle u,,s = H.l und einer konstanten Reluktanz R,
modelliert werden, sieche Abbildung 2.12.

l
Ul — Up = / Hdz = ¢ — Hel = Ripd — Ums (2.37)
0

Abbildung 2.12: Ersatzschaltbild eines Permanentmagneten.

'Die Wahl des Vorzeichens der magnetischen Spannungen der magnetischen Spannungsquellen ist vom
gewahlten Zahlpfeilsystem im magnetischen Ersatzschaltbild abhéngig. Die in diesem Skriptum ver-
wendeten Vorzeichen implizieren die Verwendung eines Verbraucherzihlpfeilsystems.
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Beispiel 2.2 (Einfacher Aktor). In diesem Beispiel wird die Vorgehensweise bei der
Reluktanzmodellierung anhand eines einfachen elektromagnetischen Aktors mit zwei
Spulen (Stréome ic1, ic2, Spannungen v., ve2, Windungszahlen N., Ngo), einem
Permanentmagneten (Lange [,,,, Koerzitivfeldstirke H., relative Permeabilitat pi,,)
und einem Objekt der Masse m, welches beweglich in einem Luftspalt des Aktors
aufgehéngt ist, dargestellt, sieche Abbildung 2.13. Die Lagerung des Objektes erfolgt
dabei durch eine Feder der Steifigkeit ¢; und einen viskosen Dampfer mit dem
Déampfungskoeffizienten d.

Z
dl tj c1
Iy lim Masse mq
Flache Ago ] I
. tau a2
lc1 [
°_>_\>
v, :\> cl N la2
R s 8 lm’ e Permanentmagnet
T S
o | b
lat | N
Flache Aal icQ ¢ l
Ve2

Abbildung 2.13: Einfacher elektromagnetischer Aktor.

Fiir die weitere Herleitung wird angenommen, dass die relative Permeabilitat py des
Kerns sehr grofl ist und damit die Naherung py — oo gerechtfertigt ist. Damit kann
ein vereinfachtes magnetisches Ersatzschaltbild nach Abb. 2.14 abgeleitet werden.
Die Reluktanz R, fasst die magnetischen Widerstiande des Luftspalts 1 und des
Permanentmagneten zusammen

lal lm
Ral = T : 2.38
! HoAa1 potm Aal ( )

Dabei beschreiben l,; und I,,, die Langen des Luftspalts bzw. des Magneten und A,
die Querschnittsfliche. Die magnetische Spannung des Permanentmagneten errechnet
sich zu ums1 = Helm-

Im Weiteren sind die Luftspaltreluktanzen zwischen dem Objekt und dem Kern zu
berticksichtigen. Die Luftspaltreluktanzen R,21 und Rq99 errechnen sich als Funktion
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¢a22 Ra22 Ro Razg
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¢1 <> lu ) 7—\)'an
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|
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()
/
—

NCQiCZ

Abbildung 2.14: Magnetisches Ersatzschaltbild des elektromagnetischen Aktors.

des mechanischen Freiheitsgrades q; zu
Ry = — a2 (2.39)
H0q1ba2

Ly
Ra22 = , 2.39b
> po(ha2 — q1)ba2 ( )

wobei [y und l,2 die Lingen, b, = A2 /hq2 die Breite und h,o die Hohe der entspre-
chenden Teile des Luftspalts beschreiben. Wird im Weiteren angenommen, dass die
relative Permeabilitidt des Objektes wiederum sehr grof ist, dann kann vereinfachend
R, = 0 gesetzt werden. Damit ergeben sich die folgenden Maschengleichungen

Neiter + 7?falﬁi)al — Ums1 = 0 (240&)
Negieo — Ra1¢a1 - Ra21¢a21 + Upst =0 (240b)
Ra21%a21 — 2Ra22¢a22 = 0 (2.40c)
und Knotengleichungen
¢1 + Pa22 + Pa21 — a1 =0 (2.41a)
$2 + Pa21 + Gaz2 =0 . (2.41b)
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Die Losung dieser Gleichungen liefert

! 1 . . 1 ,
P1 = —( + )(Ncud + Nezie2) + R—(uml — Neiicr) (2.42a)

2Ra22  Ra21 al
P2 = (27€1a22 + Riﬂ)(Nclicl + Ne2ic2) (2.42D)
Pa1 = _Rlal (Netiel — Umst) (2.42¢)
Pa21 = 73}121 (Netier + Nezie2) (2.42d)
ba22 = 272222 (Neticr + Neaiea) (2.42e)

Beispiel 2.3 (Axiales Magnetlager). In Abbildung 2.15 ist ein Schnitt durch das
betrachtete Axiallager dargestellt. Dieses besteht im Wesentlichen aus zwei Elek-
tromagneten und einem Rotor, auf dem zwei Permanentmagneten aufgebracht sind.
Durch gezielte Ansteuerung der beiden Spulen (Strome i, und i.2) kann der Ro-
tor in axialer Richtung stabilisiert werden. Die Abbildung 2.16 zeigt nochmals eine
dreidimensionale Ansicht der Komponenten des Lagers. Ein Elektromagnet besteht
aus einem Kern, in dem die Spule mit N, Windungen (in rot dargestellt) eingelagert
ist. Der Rotor wiederum ist aus einer ferromagnetischen Scheibe und zwei Perma-
nentmagneten (NdFeB) aufgebaut. Es wird angenommen, dass sowohl der Kern als
auch der Rotor aus einem hochpermeablen Material mit der relativen Permeabilitét
- aufgebaut sind. In Abbildung 2.17 ist ein moégliches Reluktanznetzwerk zur Be-
schreibung des Axiallagers dargestellt. Die beiden Spulen werden dabei in Form von
idealen magnetischen Spannungsquellen mit den magnetischen Spannungen

Ues1 = Neler (243&)
tess = Noica, (2.43D)

mit der Windungszahl N, und den (elektrischen) Stromen i.; bzw. i.o, beschrieben.
Die Permanentmagneten werden, wie im vorigen Abschnitt erldutert, durch die
Serienschaltung einer idealen Spannungsquelle u,,s und einer konstanten Reluktanz
R, beschrieben. Die magnetischen Spannungen errechnen sich dabei zu

Umsl = Ums2 = Hchs, (244)

mit der Koerzitivfeldstirke H. und der Héhe hs der Magneten. Die zugehdrigen
Reluktanzen ergeben sich unter Annahme eines axial durchflossenen Hohlzylinders in
der Form

hs

(r3 = ri)mhopim’

Romi = Rma = (2.45)
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wobei angenommen wird, dass pu,, = konst. gilt.

< h3 — q
ha hg hs

<

Ju |

A
A 4

Elektromagnet 2

Permanentmagnet

T4

Spule 2
Spule 1 —
Elektromagnet 1\\

Abbildung 2.15: Schnitt durch ein Axiallager mit zwei Elektromagneten und einem Rotor.

g1 g2

<)
<<t

Die Reluktanzen der Kerne und des Rotors werden durch axial bzw. radial durchflos-
sene Hohlzylinder in der Form
hy —
Rial = 2 2.46a
(=) mpopr (Hrar) (2.462)
hy — 1
Rka2 = 2.46b
o (rf =) mpop (Hraz) (2.46D)
hy —
Rri1 = 2.46¢
T (03— 1) mpops (Hyan) ( )
e — 1y
Riio = 2.46d
27 (13 — 1) mpopr (Hyao) ( )
1 T4 + 7“3)
R = ln( 2.46e
hl 2hy o pir (Hrar) ro + 11 ( )
1 r4 + ’r‘3>
Rids = ln( 2.46f
M b o (Higz) -~ \72 + 11 ( )
1 T4+ ’I"3>
R, = ln( 2.46
" 2hampopr (Hy)  \r2 411 (2.46¢)
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Permanentmagnet

Rotor

Kern

Abbildung 2.16: Darstellung der Form des Elektromagneten und des Rotors mit

Permanentmagnet.
Ucs1 Uces2
—> —>
R R R R
¢052
Riaz
Okd
Rriz
R .
(%1-1_—{ ! Dri2

Pail Pm1 & y>  Pm2 Pai2

Umsl Ums2
Abbildung 2.17: Reluktanznetzwerk zum Axiallager aus Abbildung 2.15.
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beschrieben, wobei die Sattigung des Materials durch die nichtlineare relative Permea-
bilitat u,(H) beriicksichtigt wird. Die Lange der Luftspalte g; bzw. go zwischen dem
Rotor und den Kernen ist abhéngig von der Lage ¢ des Rotors. Es wird angenommen,
dass der Rotor fiir ¢ = 0 in der Mitte zwischen den beiden Elektromagneten liegt und
dann die Luftspalte eine Lange gy aufweisen. Dann folgt fiir die Luftspaltreluktanzen

mit g1 = go +q und g2 = go — ¢

go +4q
Roil = —5—5—— 2.47a
(r3 = ri)mho (247

go — ¢
Ruio = —5—5—— 2.47b
(r3 —ri)mpo (2470)

go +4q

Roal = 55— 2.47

EGRET 247
Rz = _ -9 (2.47d)

(ri — r3)m o
Zur Beschreibung des Magnetkreises des Axiallagers werden die Gleichungen (2.4)
und (2.6) verwendet. Vereinfachend wird in diesem Beispiel vorerst angenommen,
dass die relative Permeabilitdt p, der Kerne und des Rotors konstant ist, womit
Rial = Rika2 = Rikas Rrit = Riiz2 = Rii, Rikat = Rraz = Riq gilt. Fithrt man
weiterhin die Abkiirzungen Ry = Riq + Rii + Rikd + Rm, Ral = Raal + Rai1 und
Ra2 = Raa2 + Raiz ein, so kdnnen folgende Maschengleichungen formuliert werden:

—Uesl — Umsl T ¢1 (Rk + Ral) + QZ)TRT =0 (248&)
Ues2 — Ums2 + 2(Ri + Ra2) + &R = 0. (2.48Db)
Darin beschreibt ¢; den Fluss durch den Kern des linken Elektromagneten, ¢o jenen

durch den Kern des rechten Elektromagneten und ¢, den Fluss durch den Rotor. Die
Fliisse miissen die Knotengleichung

1+ ¢2 = ¢r (2.49)

erfiilllen. Die Losung dieses Gleichungssystems liefert die Fliisse ¢1, ¢2 und ¢, als
Funktion der magnetischen Spannungen der Spulen ucs1 = Nete1 bzw. Uesas = Neieo
und der Position ¢ des Rotors.

(RGLQ + Rk + RT)(ucsl + umsl) + Rr (UCSQ - umsQ)

_ 2.50
h RaiRa2 + (Ra1 + Ra2 + Ri) (R + Rr) + R Ry, (2:50a)
Rr(ucsl + umsl) + (Ral + Rk + RT)(UCSQ - um52)
dy = — (2.50b)
Ra1Ra2 + (Ra1 + Ra2 + Ri) (R, + Ry) + R Ry,
Ra cs ms a — Ues ms
by = ( 2+Rk)(u 1+ uw 1)+(R 1+Rk)( Ueg2 + U 2) (2.50(:)

Ra1Ra2 + (Ra1 + Ra2 + Ri) (R, + Ry) + R Ry,
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2.5 Faradaysches Induktionsgesetz

In diesem Abschnitt wird untersucht, wie sich stromdurchflossene Leiter in sich zeitlich
andernden Magnetfeldern verhalten. Michael Faraday (1791-1867) hat in seinen Untersu-
chungen festgestellt, dass in einer Leiterschleife kurzfristig ein Strom induziert wird, wenn
(i) in einer benachbarten Leiterschleife der stationére Strom ein- und abgeschaltet wird, (ii)
die benachbarte stromdurchflossene Leiterschleife gegentiiber der ersten bewegt wird und
(iii) ein Permanentmagnet ruckartig in die Schleife gebracht oder aus ihr herausgezogen
wird.

Abbildung 2.18: Zum Faradayschen Induktionsgesetz.

Diese Beobachtungen lassen sich wie folgt mathematisch formulieren: Es sei 0.A eine
Leiterschleife, die eine Flache A mit der Flachennormalen n umrandet. Weiterhin ist mit
B die magnetische Flussdichte im Bereich der Leiterschleife gegeben, sieche Abbildung
2.18. Gema8 (2.6) beschreibt ¢ = [,(B,n)da den von der Leiterschleife umschlossenen
magnetischen Fluss. Die Integralform des Faradayschen Induktionsgesetzes besagt, dass
die in einer bewegten Leiterschleife induzierte Umlaufspannung v in einem (sich zeitlich
andernden) Magnetfeld mit der magnetischen Flussdichte B gleich der negativen totalen
zeitlichen Ableitung des von der Leiterschleife umschlossenen magnetischen Flusses ¢, ist,
d.h.

, o d, d
jéA<E,t>ds—v—dt(]ﬁc—dt/A<B,n>da. (2.51)

Die Spannung v setzt sich dabei aus einem Spannungsabfall in der Leiterschleife R.i.
und der Klemmenspannung v, in der Form v = R.i. — v. zusammen. Zur Berechnung der

induzierten Spannung in einer Spule mit N, Windungen definiert man den verketteten
Fluss ¢ = —N¢¢.. Dann erhilt man aus (2.51) direkt

d

&wc =—v=—Rei.+ v . (2.52)

Vorlesung und Ubung Fortgeschrittene Methoden der Modellbildung (Sommersemester 2017)
© ,Institut fiir Automatisierungs- und Regelungstechnik, TU Wien



2.5 Faradaysches Induktionsgesetz Seite 149

Wird ein magnetischer Kreis ohne Permanentmagnete und mit ungesattigtem Material
betrachtet, so kann auf Basis der Reluktanzmodellierung aus Abschnitt 2.4 ein linearer

Zusammenhang zwischen dem Vektor der Stréme il = [z’d e iCS} der Spulen und dem
zugehorigen Vektor der verketteten Fluss 1/)3 = [wcl .. wcs} in der Form
wc = LCi07 (253)

mit der Induktivitdtsmatrix L., gefunden werden. Darin beschreibt s die Anzahl der
Spulen. Die Induktivitdtsmatrix ist im Allgemeinen eine Funktion der mechanischen
Freiheitsgrade q des Systems, d. h. L. = L.(q). Fir einen magnetisch linearen Magnetkreis
mit Permanentmagneten erweitert sich v, in der Form ¢, = L.i. + v¢,,,,, wobei 1, den
verketteten Fluss der Spulen zufolge der Permanentmagnete beschreibt.

Berticksichtigt man den elektrischen Widerstand der Spulen mit Hilfe der Widerstands-

matrix R, und den Vektor v = {vcl e ch} der an die Spulen angelegten Spannungen,
so ergibt sich das Faradaysche Induktionsgesetz zu

d .

Ve = Relet+ve. (2.54)
Durch Anwendung der Kettenregel kann

o, d o, d
bod, | 0 d

c = _Rc.c c 2.55
91 at " oq at? etV (2.:55)

gefunden werden. Dabei beschreibt der zweite Term auf der linken Seite die durch eine
mechanische Anderung des Magnetkreises induzierte Spannung. Fiir den magnetisch
linearen Fall gilt 1, = L.(q)i. + ¥, (q), womit (2.54) in der Form

d <8LC, 8¢Cm)d

L.—i,+ [ —i.+ dtq = —Ri. + v, (2.56)

“dt dq dq
geschrieben werden kann.

Beispiel 2.4 (Fortsetzung einfacher Aktor). Fiir den einfachen Aktor aus Beispiel 2.2
errechnen sich die verketteten Fliisse 1. und .2 in der Form . = —N.1¢1 und
Yo = —Neogo. Die Eintrage der positiv definiten Induktivitdtsmatrix L. ergeben sich
damit aus

L L
LC _ 8¢C _ 11 12 ’ (2_57)
di. Loy Lo
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mit dem Vektor der verketteten Fliisse ) = [zpd wcg] und dem Vektor der Spulen-

strome icT = [2‘51 ic2], zZu

hao — by ba 1
L11=Nc21 Ho( 2 Ch) 2 +Moql 2 X (2.58&)
2lf la2 Ral
ha2 — q1)ba by
Ly = Loy = NuyNuo ,uo( 2 Q1) 2 I 1091042 (2.58b)
2lf la2
ha2 — q1)ba by
Lo :ch2 Mo( 2 Q1) 2 i 1041042 ‘ (2.580)
QZf lao

Der Vektor der verketteten Fliisse zufolge des Permanentmagneten ergibt sich
weiterhin zu

_ Ncl
'l»bcm = [ RabumSI] . (259)
Man sieht, dass v, unabhéngig von ¢; ist, womit
d d, OJL . d
Y. = Le(q1) + C(Q1)1C—q1 (2.60)

& &lc 8q1 dt

gilt. Die partielle Ableitung der Induktivitdtsmatrix kann dabei in der Form

L N2 NN,
OL¢(q1) _ _<Moba2 B Moba2> [ a 1 2] (2.61)

GQ1 la2 2lf NclNCQ NCZQ

dargestellt werden. Das System der Differentialgleichungen fiir die Spulenstréme ist
schliefflich durch

d

L (—Rcic _ OLela); d

cC 7, c|» 2.62
. ldtql+v) (2.62)

dt

mit der positiv definiten Widerstandsmatrix R, = diag[R.1, Re2] und dem Vektor der
Spannungen v} = [Ud 'UCQ:|, gegeben.

Beispiel 2.5 (Fortsetzung Axiales Magnetlager). Fiir das in Beispiel 2.3 betrachtete
Axiallager wird ebenfalls die Induktivitdtsmatrix L. berechnet. Dazu werden die
verketteten Fliisse 9.y = Nc¢p und 12 = —N.¢o der Spulen partiell nach den
Stromen abgeleitet. Die Induktivitdtsmatrix ergibt sich zu

L. — ]\fc2 Ra2+Rk+Rr Rr
c Ra1Ra2 + (Ral + Ra2 + Rk)(Rk + Rr) + RTRk Rr Ral + Rk + Rr ‘
(2.63)
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Der Vektor ., errechnet sich zu

Nt Raz + Ry
|

. (264
7?fa17?fa2 + (Ral + 7?1(12 + Rk)(Rk + Rr) + RTRIC _Ral - Rk‘| ( )

wobel Ums1 = Ums2 = Ums gesetzt wurde. Die partiellen Ableitungen von L. und ..,
nach der Position ¢ des Rotors kénnen damit einfach ermittelt werden.

Wie man aus diesen Beispielen sieht ist die Induktivitdtsmatrix eine symmetrische positiv
(semi-)definite Matrix. Die Symmetrie der Matrix folgt unmittelbar, da die Wirkung des
Stroms i.; auf den verketteten Fluss .o der Wirkung des Stroms i.o auf den verketteten
Fluss 1.1 entsprechen muss. Die positiv Semi-Definitheit der Matrix héngt, wie noch
gezeigt wird, direkt mit der magnetischen Energie zusammen.

2.6 Energie und Koenergie

Zur Berechnung der Kréfte und Momente in elektromagnetischen Energiewandlern zu-
folge des Magnetfelds gibt es im Wesentlichen zwei Moglichkeiten: (i) Integration des
Maxwell’schen Spannungstensors iiber die Oberfliche des zu untersuchenden Teils und
(ii) die Verwendung des sogenannten Koenergie-Prinzips. Wahrend der Maxwell’sche
Spannungstensor vor allem in Finite-Elemente Programmen verwendet wird, erweist sich
die Nutzung des Koenergie-Prinzips in der makroskopischen Reluktanzmodellierung als
besser geeignet.

Um das Koenergie-Prinzip zur Berechnung der Krafte und Momente zu erlautern,
miissen im ersten Schritt die Begriffe Energie und Koenergie definiert werden. Abbildung
2.19 zeigt zwei physikalische Teilsysteme, die iiber ein sogenanntes FEnergietor miteinander

verbunden sind.

(f17 61)
o— . ——o
Teilsystem 1 . Teilsystem 2
o—] ¢ ——o0
(f T er)

[ [

Abbildung 2.19: Zusammenschaltung von Teilsystemen iiber Energietore.

Ein Energietor ist ein Paar von Leistungsvariablen (e,f), mit den effort-Variablen
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er} und den flow-Variablen fT = { f1 fr}, deren duales Produkt

T

P = eTf = Zekfk

k=1

(2.65)

die momentane Leistung P beschreibt, die dem Energiefluss iiber das Energietor vom
Teilsystem 1 ins Teilsystem 2 zugeordnet ist. In der Tabelle 2.1 sind die Leistungsvariablen
flir unterschiedliche physikalische Doménen zusammengefasst.

Domaéne effort-Variable flow-Variable
elektrisch Spannung Strom
mechanisch (translatorisch) Kraft Geschwindigkeit
mechanisch (rotatorisch) Moment Drehwinkelgeschwindigkeit
hydraulisch (inkompressibel) Druck Volumenstrom
hydraulisch (isentrop, kompres.) Enthalpie Massenstrom
pneumatisch (isentrop, kompres.) Enthalpie Massenstrom

Tabelle 2.1: Flow- und Effort-Variablen fiir unterschiedliche physikalische Domé&nen.

Man betrachte nun das in Abbildung 2.20 dargestellte System von s gekoppelten Spulen

mit den Strémen il = [icl ics} und den Spannungen v} = {vcl ... | als
Leistungsvariablen.
O— 2 _-—-——-_ O
(icla vcl) \\ /’ (icb vcl)
VN /
o— \ \\ // Il —-o0
\ I
o \\ // | e
| \ |
o /(\ [
c SN e
O— ! // [N ——O
1y, (N
. / \ .
(cha ch) / \ (71057 'ch)
_____

Abbildung 2.20: System von s gekoppelten Spulen.

Es wird im Weiteren angenommen, dass die Wicklungswidersténde der Spulen identisch
Null sind und dass die verketteten Fliisse 11, ..., ¥.s unabhéngig sind. Zusétzlich werden
vorerst nur Magnetkreise ohne Permanentmagneten betrachtet. Die zum Zeitpunkt ¢ im
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System gespeicherte magnetische Energie W, (t) ldsst sich damit in der Form

Win(t) = W (0) + /OtP(T) dr =W, (0) + / v3i.dr = W,,(0) + /7 Zs:icjvcj dr,
Y j=1
(2.66)

mit der momentanen Leistung P(7) zum Zeitpunkt 7, berechnen. Darin bezeichnet ~
eine Losungskurve des Systems im Intervall [0, ¢] und mit dem Ausdruck fv VCTic dr wird
gekennzeichnet, dass nur jene v.(7) und i.(7) zuléssig sind, die einer Losungskurve des
Systems entsprechen. Verwendet man nun (2.54) fir R, = 0, d.h. d¢, = v.dt, in (2.66),
so errechnet sich die im System gespeicherte magnetische Energie W, zu

WMU=WMm+/ﬁ%w— +/ ) dib. (2.67)

Y

bzw. mit der geeigneten Definition von W, (0)

Wi = / ) dib, = / sz ) dde; - (2.68)

Man beachte, dass die verketteten Fliisse 1. die unabhéingigen Groflen fiir die Berechnung
der magnetischen Energie W,,(1..) darstellen, wiahrend die Spulenstrome i. in Abhéngigkeit
der verketteten Fliisse definiert sein miissen. D.h. die Konstitutivgleichungen miissen in
der Form i.;(1.), j = 1,...,s, vorliegen. Eine einfache Rechnung zeigt weiterhin, dass
ganz allgemein

W, / z - wEJ ) dde; (2.69)

gilt. Vergleicht man (2.68) mit (2.69), so folgen aus der Unabhéngigkeit der verketteten
Fliisse 9.1, - . ., s die Beziehungen
cj alpcj )
Aus dieser Beziehung kann abgeleitet werden, dass die Konstitutivgleichungen i.;(1..),
j=1,...,s, die Integrabilititsbedingungen
dicj Wi W, iy
O, OOy OP;0vr Oty

j=1,...,s. (2.70)

jAk=1,...,s (2.71)

erfiillen miissen. Damit beschreibt der Vektor i. den Gradienten (%%Wm)T der skalaren
Energiefunktion W,,,, weswegen das Integral (2.68) wegunabhdingig sein muss. Liegen
die Konstitutivgleichungen in der Form i.(¢.), j = 1,...,s, vor, dann kann man zur
Auswertung von (2.68) einen sehr einfachen Integrationsweg der Form

Waltb) = |

7l}cl

el (T/ch, o,... ,O) dﬂ[}cl + /OwC2 le2 (1/}‘:1’ 1[]02’ 0, 0) dJJCQ (2.72)

+ ...+ chs Z.cs (1/%:1,%27 cee 71568) d&cs
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wéhlen.

Héufig sollen die Spulenstréme i. anstelle der verketteten Fliisse 1, als unabhéngige
Variablen verwendet werden. Das Vertauschen von abhéngigen und unabhéngigen Variablen
erfolgt im Allgemeinen mit Hilfe der sogenannten Legendre Transformation. Im Folgenden
wird jedoch ein mathematisch einfacherer Zugang durch Anwenden der Produktregel in
der Form

> igdypy = (d(ige5) — j dij) (2.73)
j=1

j=1

gewdhlt. Durch Einsetzen in (2.68) erhilt man mittels Integration entlang der Losungskurve
~ das Ergebnis

Win(ie) =D icjtbej(ic) — / ’ > e (1) dicj . (2.74)
j=1 =1
Der Ausdruck
WE = / 3w () iy (2.75)
j=1

wird als magnetische Koenergie bezeichnet. In Analogie zu den vorherigen Betrachtungen

kann man zeigen, dass die Konstitutivgleichungen v;(i.), j =1,..., s, die Integrabilitats-
bedingungen
8f‘/}cj 8¢ck .
- , k=1,..., 2.76
ik 8icj i 8 ( )

erfiillen miissen. Diese Bedingungen entsprechen unmittelbar der Forderung der Symmetrie
der (differentiellen) Induktivitdtsmatrix L. = d./0ie.

Z‘C(/IZJC)

Abbildung 2.21: Magnetische Energie W, und magnetische Koenergie W, .

Abbildung 2.21 zeigt die grafische Interpretation der magnetischen Energie W,, und
der magnetischen Koenergie W} fiir den Fall einer abhangigen Variable. Wenn der
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Magnetkreis linear im Feld ist (magnetisch linear), so folgt mit einer positiv definiten
Induktivitdtsmatrix L. und %, = L.i. die magnetische Energie gemaf (2.68) zu

Wanlwe) = | " (L 'abe) dep, = %«pELglwc (2.77)

und die magnetische Koenergie geméfl (2.75) lautet
% /e e 3 3 l.T .
Wr(ic) = / (Lclc> di, = 510 L.. . (2.78)

Eine einfache Rechnung zeigt, dass die beiden Ausdriicke (2.77) und (2.78) identisch sind.
Weiterhin erkennt man, dass die verketteten Fliisse ¢, und die Stréme i. genau dann
eindeutig umrechenbar sind, wenn die Induktivitdtsmatrix L. invertierbar und damit
positiv definit ist. Man beachte, dass die Regularitit der Induktivitdtsmatrix direkt mit
der magnetischen Verschaltung der Spulen zusammenhéngt.

2.7 Magnetische Krifte und Momente

In elektromagnetischen Energiewandlern kann die im System gespeicherte Energie zusétz-
lich iiber mechanische Energietore beeinflusst werden. Allen weiteren Betrachtungen liegt
ein verlustloser elektromagnetischer Energiewandler mit s Energietoren mit den Leistungs-
variablen (vek,ick), k = 1,...,s und n Energietoren mit den Leistungsvariablen (7, ),
[ =1,...,n zugrunde, siche Abbildung 2.22. Dabei bezeichnet 7 eine verallgemeinerte
Kraft (Kraft oder Moment), ¢ den verallgemeinerten Freiheitsgrad und ¢ die zugehorige
verallgemeinerte Geschwindigkeit.

o—— —o
(ic1,ver) (T1,41)
Of verlustloser fo
o | elektromagnetischer | o
o | Wandler S
(ics, Ves) (Tns Gn)
o— ——o0

Abbildung 2.22: Torkonzept eines verlustlosen elektromagnetischen Energiewandlers.

Im Weiteren wird vorausgesetzt, dass die Stréme i.,...,4.s und die mechanischen
Freiheitsgrade ¢y, . . ., ¢, unabhingig voneinander sind. Es sei an dieser Stelle angemerkt,
dass die Verluste des Energiewandlers in einem spéteren Schritt in Form von elektrischen
Verlusten (Wicklungswiderstand) und mechanischen Reibungsverlusten berticksichtigt
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werden kénnen. Zusétzlich wird weiterhin davon ausgegangen, dass der betrachtete Ma-
gnetkreis keine Permanentmagneten enthélt. Analog zu (2.66) lasst sich die im System
gespeicherte magnetische Energie zum Zeitpunkt ¢ in der Form

Wi (t) = W (0) + / (XS: Veklek — i:mh) dr, (2.79)
7 \k=1 =1

mit einer im Intervall [0, ¢] zuldssigen Losungskurve -, angeben. Unter Beriicksichtigung
der Beziehungen v, dt = di) und ¢; dt = dg; folgt (2.79) zu

Wanltoesa) = [ e (Z ic (e @) iy — Sn (¢..4a) dql>, (2.80)

k=1 =1

mit den verketteten Fliissen 1. und den verallgemeinerten Freiheitsgraden q als unab-
héngige Variablen. Formal ben6tigt man zur Auswertung von (2.80) die Konstitutivglei-
chungen i.(v,,q), k = 1,...,s, und 7(¥.,q), | = 1,...,n. Aufgrund der Darstellung
von Wi, (¥, q) in der Form

W) (S DWW, - O
Win(Y.,q) = / (Z 81/; dtper, + Z
k=1 Y¥ck 1=1

MW .
2.81
94 dm) (2.81)

und der Unabhéngigkeit der verketteten Fliisse 1. und der Freiheitsgrade q folgen durch
Vergleich von (2.80) mit (2.81) die Beziechungen

. OWn (..,

zckzw, k=1,...,s (2.82a)

- _an(d)caq)’ | = 1’ R (282b)
oq

Dies impliziert wiederum die folgenden Integrabilitdtsbedingungen

dig W R
— = = s 7]{,':1,...,8 2833
awck awck 31/&: 7 3% ] awck 3% J J ( )

oT; W, *W,, 0T, .
- _ S =—= 4 k=1,...,n 2.83b
Oqx 0q0q; 0q;0q,  Oq;j J ( )

. 2 2 -

ory Wi W ——aZc’“, j=1,....nk=1,....5. (2.83¢)

Mo  Oedg; - C9¢;0a. g

Da das Integral von (2.79) wegunabhéngig ist, kann man unter Beriicksichtigung
der Eigenschaft 74,(0,q) = 0, £ = 1,...,n, die gespeicherte Energiec Wy, (Y., q) eines
elektromagnetischen Energiewandlers wie folgt anschreiben

Wittt ) = [ i (1) (2.8
k=1
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Man beachte, dass beziiglich 1. der identische Integrationsweg wie in (2.72) gewéhlt
werden kann. Zur Berechnung der Koenergie W (ic, q) setzt man wiederum die Beziehung
(2.73), d.h.

S duy = 3 () -ty diy) (2.85)
=1

=1

in (2.84) ein und erhélt

Winliera) = 3 iejtesier 1) — / e (Z ver (1, 4) d%cwfjn(ic,q) d@) . (2:86)
j=1 k=1

=1
Wf*n(im(AI)
Analoge Uberlegungen zu oben zeigen, dass
OW: (i
o = WVmlieod) (2.87a)
6201@
oOW: (i
T = —Wm(lc’q), l=1,...,n (2.87b)
oq

gilt und die Koenergie Wi, (ic, q) eines elektromagnetischen Energiewandlers im Allgemei-
nen die folgende Form

Wr*n(iC) q) = /ic i wck (Lv Q> dzck (288)
k=1

annimmt.

Zusammenfassend kann mittels (2.84) und (2.88) sehr einfach die magnetische Ener-
gie bzw. die magnetische Koenergie eines elektromagnetischen Wandlers ohne Perma-
nentmagente berechnet werden. Die verallgemeinerten magnetischen Krifte (Krafte und
Momente) errechnen sich folglich mit (2.87b) in der Form

n:aw’”:—an, I=1,...,n. (2.89)
Oq oq
Damit ist es auch sehr einfach mdoglich, die magnetischen Krafte und Momente 77 in die
Lagrangeschen Gleichungen
doL oL

_——— = =T, l=1,..., 2.90
dt ¢, aq T " ( )

zu integrieren. Die Lagrange-Funktion £ wird dazu wie folgt erweitert
L=T-V-Wn=T-V+W,, (2.91)

wobei 7T die kinetische Energie und V die potentielle Energie bezeichnet.
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2.7.1 Beriicksichtigung von Permanentmagneten

Die bisherigen Herleitungen der magnetischen Kréfte und Momente erfolgten fiir einen
elektromagnetischen Wandler, bei dem das Magnetfeld allein durch s Spulen erzeugt
wird. Insbesondere wurde bei der Integration in (2.84) bzw. (2.88) die Eigenschaft ver-
wendet, dass fiir i. = 0 auch die verketteten Fliisse 1, und die verallgemeinerten Kréfte
7 verschwinden. Fir einen Magnetkreis mit Permanentmagneten ist diese Eigenschaft
offensichtlich nicht mehr erfiillt.

Um nun Permanentmagnete in der Berechnung der verallgemeinerten Kréfte zu beriick-
sichtigen, kann folgende Vorgehensweise angewandt werden: Fiir jeden der m Permanent-
magnete fiigt man eine fiktive Spule mit N,,, = 1 Windungen und dem fiktiven Strom ¢,,;,
j=1,...,m hinzu. Im normalen Betrieb verschwinden diese Stréme i,, = 0, sie dienen
lediglich als mathematisches Konstrukt zur Herleitung der Gleichungen. Die Stréme iy,
kénnen nun so vorgegeben werden, dass die von den Permanentmagneten erzeugten Fliisse
kompensiert werden, d.h. ¥, = —¢,,, = 0 fiir i,,, = ip0. Damit gilt auch 7 =0 fir i, =0
und i, = ing.

Der Ausdruck (2.86) fir die magnetische Koenergie kann nun wie folgt erweitert werden

S

Witiew = [ (3 v () diet
k=1

3 o (fer o 1) g + 371 (B Bons 1) )

j=1 =1

(2.92)

Durch geeignete Wahl des Integrationswegs kann dieser Ausdruck weiter vereinfacht
werden

° (0.5, ) dim+/0i° . (1,0,q) di. . (2.93)

imo

q
Wi (ic,q) = /0 (0, im0, @) 4G +

Mit der obigen Wahl von i,y verschwindet das erste Integral in (2.93) und man erhélt

W (ic, @) :/0 U (USY dim+/0ic V. (1, 0,q) di. . (2.94)

1m0

Der Vektor der verallgemeinerten Kréfte kann aus der Koenergie weiterhin mit Hilfe von
(2.89) berechnet werden.

Beispiel 2.6 (Fortsetzung einfacher Aktor). Fiir den in Beispiel 2.2 betrachteten
einfachen Aktor errechnen sich der Vektor der verketteten Fliisse ¢, = {1/%:1 ¢02:|
der Spulen und des Permanentmagneten 1, nach (2.42) in der Form

1 1 . . 1 ,
Ye1 = (272&22 + Ra21> (chlld + NCINCZ’LCQ) + R—M(Nflzcl + umslNcl) (2.95a)
1 1 . 5
wCQ = 2Ra22 + @ <N01N02Z61 + NCQZC2> (2-95b)
1 .
¢m = — (Nclzcl — Umsl) . (2.95C)
Ral
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Die magnetische Koenergie kann in der Form (2.94) angegeben werden, indem 51
durch wp,s1 — im1 ersetzt wird und 4,10 = Umst in (2.95) verwendet wird. Man erhélt
die magnetische Kraft 71 auf das Objekt zu

_ oW

T = , 2.96
! oq1 ( )
bzw. mit (2.95)
1 (lg2 — 21 by . .
ry = L laz = 2o 2 (Netier + Negien)? . (2.97)
4 lplaz
Die Bewegungsgleichung des Objektes ergibt sich damit in der Form
d
= (2.98a)
4= (e ) — dyws + 1) (2.98D)
dtwl o €191 — 410 1W1 T 71), .

wobei q19 die entspannte Lage der Feder bezeichnet.

Aufgabe 2.1. Berechnen Sie die Magnetkraft und die Bewegungsgleichung fiir das
Axiallager aus Beispiel 2.2.

2.8 Netzwerkanalyse

Die Modellierung von elektromagnetischen Energiewandlern mit Hilfe von Reluktanzmo-
dellen kann zu komplexen Ersatznetzwerken fiihren, wofiir die Herleitung unabhéngiger
Knoten- und Maschengleichungen schwierig ist. Weiterhin sind elektromagnetische Wandler
im Allgemeinen mit einem elektrischen Netzwerk verbunden, welches z.B. die elektrische
Verschaltung der Spulen definiert.

Zur effizienten Bestimmung von unabhingigen Knoten- und Spannungsgleichungen von
Netzwerken erweist sich die Netzwerksanalyse auf Basis der Graphentheorie als besonders
geeignet. Dazu wird das elektrische Netzwerk in Form eines gerichteten Graphen mit den
k Knoten K und den z Zweigen Z beschreiben, wobei die Zweige den Bauelementen des
Netzwerkes entsprechen. Zur weiteren Analyse wird ein Baum (Teilgraph bestehend aus
k — 1 Zweigen, der alle Knoten verbindet ohne eine Masche zu bilden) definiert. Durch das
Hinzufiigen eines Zweiges des Kobaums (Teilgraph bestehend aus z — (k — 1) Zweigen)
zum Baum entsteht genau eine Masche. Basierend auf dieser Aufteilung des Graphen
kann die Topologie des Netzwerkes z.B. tiber die Maschen-Baumzweig-Inzidenzmatrix
beschrieben werden. Fiir eine detaillierte Darstellung der Ideen und der Anwendung der
Graphentheorie zur Analyse von elektrischen Netzwerken siehe, z.B. [2.2, 2.3].

In diesem Abschnitt wird in Analogie zur Netzwerksanalyse von elektrischen Netzwerken
eine systematische Berechnung der Gleichungen eines elektromagnetischen Systems auf
Basis eines elektrischen und magnetischen Ersatznetzwerkes vorgestellt.
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2.8.1 Magnetische Verschaltung

Im Weiteren wird ein elektromagnetischer Wandler bestehend aus s Spulen und m Perma-
nentmagneten mit den mechanischen Freiheitsgraden ¢; betrachtet. Die Spulen werden
durch die Vektoren der Strome i, und der Spannungen v, der positiv definiten Wider-
standsmatrix R, > 0 sowie der positiv definiten Wicklungsmatrix N, > 0 beschrieben.
Fiir die Permanentmagnete wird angenommen, dass sie durch die Serienschaltung einer
konstanten magnetischen Spannungsquelle und einer konstanten Permeanz beschrieben
werden kénnen.

Ein elektromagnetischer Wandler kann durch ein magnetisches Ersatzschaltbild beschrie-
ben werden. Im ersten Schritt der Analyse der magnetischen Verschaltung wird ein Baum
gewahlt. Die Wahl des Baums ist dabei frei, es muss jedoch gewéhrleistet werden, dass alle
magnetischen Spannungsquellen Teil des Baums sind. Dies ist immer moglich, solange das
Netzwerk nicht degeneriert ist, d.h. eine Masche, die nur aus idealen Spannungsquellen
besteht, enthélt.

Fir die weitere Berechnung werden die Fliisse ¢, des Baums in Fliisse ¢,, € R® der
Spulen, Flisse ¢,,,, € R™ der Permanentmagnete und Fliisse ¢;, € RY der Permeanzen

unterteilt, d.h. ¢f = [q{)tTc oL, qStTg]. Die Flisse ¢, € R® des Kobaums bestehen
bei geeigneter Wahl des Baums nur aus Fliissen von Permeanzen, womit keine weitere
Unterteilung notwendig ist. Die Vektoren der magnetischen Spannungen des Baums uy
und des Kobaums u, kénnen auf analoge Art definiert werden.

Zur mathematischen Beschreibung der Topologie des Netzwerkes, d. h. der Verschaltung
der Komponenten des Netzwerkes, wird wie bereits beschrieben die Inzidenzmatrix D
verwendet. Diese definiert den Zusammenhang zwischen den Baumfliissen ¢, und den
Kobaumfliissen ¢, in der Form

¢ = Do, (2.99)

bzw. zwischen den Kobaumspannungen u. und den Baumspannungen u;

u. = -D%y, . (2.100)

Hinweis: Zur einfachen Bestimmung der Inzidenzmatrix schreibt man das Glei-
chungssystem (2.99) an. Durch das Hinzufiigen eines Kobaumelements zum Baum
entsteht genau eine Masche (Spalten von D). In den Spalten der Inzidenzmatrix D
wird demnach +1 eingetragen, wenn das entsprechende Baumelement Teil dieser
Masche ist und der zugehorige Fluss gleich gerichtet ist wie der Fluss des Kobaumele-
ments. Entsprechend wird —1 eingetragen, falls die Fliisse gegeneinander gerichtet
sind und 0 falls das Baumelement nicht Teil dieser Masche ist.

Die Inzidenzmatrix D kann fiir magnetische Netzwerke in drei Teile aufgeteilt werden

D.
D= |D,|, (2.101)
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wobei der Anteil D, aus der Verschaltung der Spulen, D,, aus der Verschaltung der
Permanentmagnete und D, aus der Verschaltung der Leitwerte des Baums resultiert.

Mit (2.99) und (2.100) wird nur die Topologie des Netzwerkes beschrieben. Zur voll-
standigen Beschreibung des Netzwerkes sind zusatzlich die Bauteilgleichungen notwendig.
Im Rahmen der Modellierung nichtlinearer magnetischer Netzwerke erweist sich eine
Formulierung in der Form

Prg = Gruyg (2.102a)
. =Gcuc (2.102b)

als sinnvoll. Im Allgemeinen sind die Eintrdge der Permeanzmatrizen G; bzw. G, nicht-
lineare Funktionen der magnetischen Spannungen (Séttigung) und der mechanischen
Freiheitsgrade q (veradnderliche Luftspalte), d.h. Gi(uyg,q), Ge(ue, q). Setzt man die
Bauteilgleichungen in (2.99) ein, so erhilt man

¢tc
&, | = D¢, = DG.u. = -DG DTy, (2.103)
gtutg
bzw.
¢tc Uic
¢im | = -DG.[DT DL DI||um| - (2.104)
Giuy Uy

Nimmt man vorerst an, dass die Spulenstréme i, und damit u;,. = N.i. vorgegeben werden,
kann (2.104) in ein nichtlineares Gleichungssystem mit den Unbekannten ¢;., ¢y, und
u;, umgeformt werden,

§ 0 DGDI b,
0 6 DD ||¢, :—Dgc(DcTutc—l—DElutm). (2.105)
0 0 G +D,G.DT| |y,

Fiir die weiteren Betrachtungen ist eine Formulierung dieses Gleichungssystems in den
Spulenstromen i, und den verketteten Fliissen ¢, = —IN.¢,. sinnvoll. Dazu wird die erste
Zeile von (2.105) mit der Wicklungsmatrix N, multipliziert und us. = N i. verwendet.
Man erhélt damit

_6 0 chcDg ’l.bc DC
0 6 DuGD! ||| =—|Dn|Ge(Dlic+ D), (2.106)
0 0 G,+Dy,G.DI||uy D,

mit der Abkiirzung D. = N.D..
Dieses Gleichungssystem (2.106) besitzt fiir den magnetisch linearen Fall, d.h. fiir
G: = Gi(q), Gc = G.(q), eine eindeutige Losung. Fiir den magnetisch nichtlinearen Fall
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muss das Materialmodell zusatzlich einen streng monoton steigenden Zusammenhang
zwischen B und H aufweisen.

Um die magnetischen Krafte und Momente zu berechnen, verwendet man die in Abschnitt
2.7 hergeleitete Energieerhaltung. Die Koenergie des gesamten Netzwerkes kann als Summe
der Koenergien der einzelnen Bauelemente des Netzwerkes in der Form

g+c s+m

Z/ %5 (1 duy+Z/ ¢; (1) di, (2.107)

angeschrieben werden. Der erste Teil von (2.107) beschreibt die in den Permeanzen des
Netzwerkes gespeicherte Koenergie und der zweite Teil umfasst den in den Spulen und den
Permanentmagneten gespeicherten Anteil. Teilt man die Permeanzen in g, Permeanzen auf,
die von den Freiheitsgraden q abhéngig sind und g + ¢ — g, Permeanzen, die unabhéngig
von den Freiheitsgraden sind, kann (2.107) wie folgt dargestellt werden

g+c—gq s+m

Z/ Gj(uj,q)u;du; + Z / Gj(u;)u; daj + Z/ ¢j(u;)dua; . (2.108)

Die verallgemeinerte Kraft 7 erhdlt man nach (2.89) indem man die Koenergie nach dem
Freiheitsgrad ¢ ableitet. Dies ergibt

9q q) ag , a
=D (/0 Jézliq) da; + 8;:1) Gj(uj(a), q)ug'(q)>
j=1 o “ . S (2.109)
Uj q Uj q
+ : (@) + > ¢ .
JZ::l 94 Gj(uj(a))u;(a) 32::1 ¢;(uj(a)) E
Die letzten drei Terme in (2.109) kénnen zu der Summe
s+m-+g+-c
u
Z cbj = |7 d)T} o0 l ] (2.110)

zusammengefasst werden. Verwendet man die Topologie des Netzwerkes in der Form (2.99)
und (2.100), so erhélt man fiir (2.110)

s ‘ﬂaq [u] [¢ID" cﬂaqk[ iy ]—0. (2.111)

DTut

Die verallgemeinerte Kraft kann damit in der Form
u;(q) ag Us ’q) B
T = Z/ # @i dii; (2.112)

angegeben werden. Fiir den Fall, dass alle von den Freiheitsgraden abhéngigen Permeanzen
magnetisch linear sind, d.h. G; = G;(q), kann das Integral in (2.112) analytisch berechnet
werden und man erhalt

™= Z 9;(a )uj? : (2.113)

= Ok
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Eine elegantere Formulierung erhélt man unter Verwendung der Tatsache, dass die par-
tielle Ableitung nach g aller nicht von den Freiheitsgraden abhingigen Permeanzen
verschwindet

1 106 1 0G
= QutTg%I:utg + QUED 8(];:

Das gesamte Modell des Systems wird durch das Faradaysche Induktionsgesetz (2.54)
vervollstandigt. Das Modell ist dabei in der Form eines differential-algebraischen Systems
(DAE) gegeben. Im Hinblick auf die Implementierung in einer Simulationsumgebung bzw.
fiir einen spédteren Regler- oder Steuerungsentwurf stellt sich die Frage einer geeigneten
Wahl der Zustandsgroflen. Insbesondere muss festgelegt werden, ob der Vektor der Strome
i. als Funktion des Vektors der verketteten Fliisse 1. oder umgekehrt ausgedriickt werden
soll. Fiir die Simulation und Regelung von magnetisch nichtlinearen Magnetkreisen erweist
es sich als vorteilhaft, den Vektor der Strome i. als Funktion der verketteten Fliisse auszu-
driicken und die verketteten Fliisse 1. als mogliche Zustandsgréfien zu verwenden. Damit
erhilt man das folgende DAE-System zur Beschreibung eines (magnetisch nichtlinearen)
elektromagnetischen Energiewandlers

DTu, . (2.114)

Tk

%@bc — R, +v, (2.115)
mit
f)cgcf)cT 0 ]jcchg ic ¢c f)c
D,,g.DI § DnG.Dl ||¢y,| — |0 ]|+ |Dn|GDium =0, (2.116)
D,G.DY 0 G;+D,G.D;| | uy 0 D,

wobei (2.116) durch einfaches Umformen von (2.106) resultiert.

2.8.2 Elektrische Verschaltung

In den bisherigen Uberlegungen wurde die elektrische Verschaltung der Spulen des elek-
tromagnetischen Wandlers nicht beriicksichtigt. In realen Anwendungen sind diese Spulen
mit anderen elektrischen Bauteilen in einem elektrischen Netzwerk verbunden. Es wird
nun angenommen, dass dieses Netzwerk aus idealen Strom- bzw. Spannungsquellen,
(nichtlinearen) elektrischen Widerstédnden, (nichtlinearen) Kapazititen, (nichtlinearen)
ungekoppelten Induktivitdten sowie den (nichtlinearen) gekoppelten Induktivitidten (Spu-
len) des elektromagnetischen Energiewandlers besteht. Bei geeigneter Wahl eines Baums
und des zugehorigen Kobaums wird die Topologie des elektrischen Netzwerkes durch die
Inzidenzmatrix E vollstdndig beschrieben, d.h. es gilt

ii=Ei;, und v;=-Elv,. (2.117)

Hinweis: Im Vergleich zu den vorigen Abschnitten ist es in diesem Abschnitt
notwendig, die Nomenklatur leicht anzupassen. Im Weiteren werden die Stréome der
Baumelemente im Vektor i; und jene des Kobaums im Vektor i, zusammengefasst.
Die Strome der gekoppelten Spulen des elektromagnetischen Wandlers werden nun als
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i;c bezeichnet. Weiterhin wird mit v;. die Spannung an den gekoppelten Spulen ohne
den Ohm’schen Spannungsabfall bezeichnet, d.h. die Spulen werden in eine ideale
Spule und einen elektrischen Widerstand aufgeteilt. Die Bedeutung der verwendeten
Nomenklatur ist in Tabelle 2.2 zusammengefasst.

Strom Spannung Bauteil

ite Vic Kapazitaten des Baums

itvs Vivs Spannungsquellen des Baums

iz Vir Widerstiande des Baums

iin Viiu ungekoppelte Spulen des Baums
itic Viic gekoppelte Spulen des Baums

icce Vee Kapazitiaten des Kobaums

i Ver Widerstiande des Baums

ices Vees Stromquellen des Kobaums

iciu Veiu ungekoppelte Spulen des Kobaums
icic Veim gekoppelte Spulen des Kobaums

Tabelle 2.2: Beschreibung der Nomenklatur.

Die Wahl des Baums ist wieder frei, es missen jedoch alle Spannungsquellen im Baum
und alle Stromquellen im Kobaum platziert werden. Um eine vorteilhafte Struktur der
Inzidenzmatrix E des elektrischen Netzwerkes zu erhalten, miissen zusétzlich folgende
Regeln beachtet werden:

e Die maximal mogliche Anzahl von Kapazitdten muss im Baum platziert werden.

o Die maximal mogliche Anzahl von Induktivitdten (gekoppelt, ungekoppelt) muss im
Kobaum platziert werden.

Unter Verwendung dieser Regeln kénnen die Baum- und Kobaumstréme wie folgt partitio-
niert werden:

I¢c 1cc
itvs icr
iy = | iy und i, = [iges |- (2.118)
itiu iciu
_itic_ _icic_

Fiir die elektrischen Spannungen wird eine dquivalente Aufteilung verwendet. Die Inzi-
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denzmatrix E des elektrischen Netzwerkes ergibt sich somit in der Form

0 Eu Euses Eysiu Eusic
E  Eres Eriw  Epic |- (2.119)
0 0  Euiv Eiuic
0 0 Eiciu Eicic]

0
0
| 0

Wie beim magnetischen Ersatznetzwerk muss nun zusétzlich das Verhalten der Bauteile
des Netzwerkes beschrieben werden. Der im Allgemeinen nichtlineare Zusammenhang
zwischen der elektrischen Ladung @ und der elektrischen Spannung v einer Kapazitét
kann mit Hilfe der (nichtlinearen) Kapazitat C' in der Form @) = C(v)v formuliert werden.
Wendet man diese Formulierung fiir das betrachtete Netzwerk an, so erhélt man unter
Verwendung von (2.117)

thc] _
QCC
Die zeitlichen Ableitungen der Ladungen ergeben sich wiederum unter Beriicksichtigung
der elektrischen Verschaltung (2.117) zu

th (Vtc) 0
0 Ce. (—E};vtc)

[ vie ] (2.120)

_Eccvtc

d . . . . . .

ath = Ecclcc + Ecrlcr + Eccslccs + Ecz'ulciu + Eciclcic = I (21213)
d .

Qe = (2.121b)

Die Gleichung (2.120) impliziert, dass die elektrischen Ladungen Q.. der Kapazitéiten
im Kobaum keine unabhéngigen Zustandsgréfien bilden, da sie bei Kenntnis von vy,
bzw. Q. direkt mittels (2.120) berechnet werden kénnen. Um nun ein System von
Differentialgleichungen minimaler Dimension zu erhalten, wahlt man den neuen Zustand
Q! der Form

Q£ = QtC - ECCQCC — (th + EccCccEg;) Vie. (2122)

Unter der Annahme, dass sowohl Cy. (v )vye als auch Cee(Vee)Vee streng monoton steigende
Funktionen in ihren Argumenten sind, kann bei Kenntnis von Q! eine eindeutige Losung
fiir vy bestimmt werden. Der Vorteil dieser Wahl des neuen Zustands liegt darin, dass die
resultierende Zustandsdifferentialgleichung fiir Q! unabhingig vom (unbekannten Strom)
icc ist:

d . . . .
an = Ecrlcr + Eccslccs + Eciulciu + Eciclci(r (2123)

Wie bereits erwahnt, erfolgt eine Unterteilung der induktiven Elemente des Netzwerks
in magnetisch ungekoppelte Spulen sowie in magnetisch gekoppelte Spulen, wobei beide
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Elemente magnetisch nichtlinear sein konnen. Der verkettete Fluss ¥ der ungekoppelten
Induktivitdaten ldsst sich mit

¢cz’u 0 Lciu Leiu
~—
":Z)iu Liu iiu

beschreiben, wobei die (positiv definite) Induktivitdtsmatrix L;, im Allgemeinen von den
Stromen i, und ity = Eiyiulciu + Eiuiclcie abhéngt. Die zugehorige Differentialgleichung
der verketteten Fliisse ergibt sich zu

d
e ri = Vi (2.125a)

d

&";bcm = _EcTithc - Egsiuvtvs - E;Piuvtr - E;l;z‘uvtiu - Ez’Tcithic = Veiu- (2.125b)

Ein nichtlineares magnetisches Reluktanznetzwerk von gekoppelten Induktivitdten

(z.B. die Spulen einer elektrischen Maschine) wird entsprechend (2.116) durch das alge-
braische Gleichungssystem?

]_)cgc]:_);F I_)cchg ] llzc] o llﬁw] _ [Dc

- ¢.DTu 2.126
D,G.D; G;+D,G.Dy 0 Dg] cHmTm (2.126)

utg

beschrieben. Darin sind die Vektoren i;. und ;. (durch geeignete Wahl der Reihenfolge
der Spulen im magnetischen Netzwerk) in der Form

i = l‘t] und 9y = V“C] (2.127)
leic ":bcic
gegeben. Die Differentialgleichungen des verketteten Flusses 1,, ergeben sich in der Form
d
aqpm = Viic (2.1284a)
d
E'(pcic = _E;I;cvtc - Egsicvtvs - E;FicvtT - E;Iz‘m'cvtiu - E;'l;icvtic = Vcic- (2'128b)

Wie bereits bei den kapazitiven Elementen folgt aus (2.125) und (2.128), dass nicht der
gesamte verkettete Fluss 1;, und ,. als unabhangiger Zustand gewahlt werden kann.
Weiterhin treten in den Differentialgleichungen (2.125) und (2.128) die (unbekannten)
Spulenspannungen vy, und vy, auf. Um nun einen neuen unabhéngigen Zustand zu
finden, fasst man (2.124) und (2.126) in der Form

o DgG.D! D.GD} iic | = || — |De|GcDiuim (2.129)
0 D,G.D! G, +D,G.D]| |uy 0 D,

2Man beachte die geanderte Nomenklatur. Da der Fluss ¢,,, fir die weiteren Betrachtungen irrelevant
ist, kann die zweite Zeile von (2.116) vernachlissigt werden.
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zusammen. Die elektrische Verschaltung der Induktivitaten wird durch

Eiuiu Eiuic

l‘“] _| 9 0 l‘“] — [Vﬂ [‘“] = Vi, (2.130)
1ic Eiciu Eicic leie Vic leice
0 )

beschrieben, wobei § wiederum die Einheitsmatrix geeigneter Dimension bezeichnet. Setzt
man diesen Zusammenhang in (2.129) ein, so erhdlt man

D.G.D/V). D.G.D; Ll] = | ;.| — |De|GDEuym. (2.131)
D,G.DIV! G, +D,G.DI|" " 0 D,

Man erkennt unmittelbar, dass mit (2.131) mehr unabhéngige Gleichungen als unbekannte
Stréme i,; und magnetische Spannungen uy, definiert sind. Die Auftrennung von 1,, und
1, in einen unabhingigen Anteil (Zustand) ! sowie einen abhingigen Anteil ¥~ kann
mit Hilfe der reguldren Transformationsmatrix

(Vi) o] [(vi) (Vi) o
T (V) ol = (Vi) (Vi) o 21
0 0 0 0 o

erfolgen, wobei Vi den orthogonalen Raum von V! beschreibt

B 0
Vi = Bl B _ V%f. (2.133)
_E;Iq‘nc _E;I;:ic

Die Anwendung dieser Transformationsmatrix auf (2.131) ergibt das reduzierte algebrai-
sche Gleichungssystem fiir i.; und ug,

L., +D.¢.DT  D.G.DT i P! D
u CA; c cHcHg . U i c ch;[‘nutm7 (2134)
D,G.D] G +DyG. DI |uy 0 D,

)

o AT PR N\ T L I
mit L;, = (Vm> L,V: D.= (Vic) D, und dem unabhéngigen verketteten Fluss ¢; =
T T
(V{u> Yy + (VZ-IC) ;.. Zusétzlich folgt die Gleichung fiir den abhéngigen verketteten
T T
Fluss ;- = (Vllu) P, + (Vf;) ;. in der Form

T T ~
vt = (V&) LuVh+ (vE) Dg.DT i
(2.135)

+ (V&) 'D.g.DTw, + (VE) DG DL
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Wendet man die Transformation (2.132) entsprechend auf die Differentialgleichungen
(2.125) und (2.128) an, so erhdlt man nach kurzer Rechnung die Differentialgleichung fiir

¢I

T T T
_EcithC - EvsithUS - Eriuvtr

T T T
—E;.Vie = E g Vivs — E

cic ric

d
—! = 2.136
de "* [ Vir ( )
Insgesamt ergibt sich somit ein differential-algebraisches System bestehend aus (2.134)

und (2.136) zur Beschreibung der Induktivitdten im elektrischen Netzwerk.

Bemerkung 2.3. Durch eine geeignete Wahl des Baums kann sichergestellt wer-
den, dass E;,;. = 0 gilt. Es kann nun gezeigt werden, dass das algebraische Glei-
chungssystem (2.134) genau dann eine eindeutige Losung besitzt, wenn die Matrix

D, = {E};w 6] D, zeilenregulir ist. Die Regularitit von D, hingt direkt mit der
Verschaltung der verkoppelten Induktivitdten im magnetischen und elektrischen Netz-
werk zusammen. Ist D, nicht zeilenregulér, so kann wiederum ein Teil des Zustands
1/){ als Losung einer algebraischen Gleichung bestimmt und der unabhéngige Zustand
weiter reduziert werden. Die Schritte zur Bestimmung des endgiiltigen unabhéngi-
gen Zustands sind im Wesentlichen analog zu den obigen Betrachtungen. Auf eine

detaillierte Darstellung wird daher verzichtet.

Die im Allgemeinen nichtlinearen elektrischen Widerstinde des Netzwerks werden
durch ein Konstitutivgesetz der Form i = R(v)~!v mit dem elektrischen Widerstand R
beschrieben. Fiir das betrachtete elektrische Netzwerk ergibt sich damit

i | _ [Re' O | [ver] (2.137)
icr 0 R.! Ver

Ccr

Weiterhin folgen aus der Topologie des Netzwerks unmittelbar die Zusammenhénge

itr = Erricr + Ercsiccs + Eriuiciu + Ericicic (21383‘)
Ver = _E;F Vie — E;fsrvtvs - ETTthr- (2138b)

"
Substituiert man (2.138) in die Konstitutivgleichungen (2.137), so ergibt sich das (nichtli-
neare) Gleichungssystem

: (2.139)

T T T
Err 1 Ver _Ecrvtc - Evsrvtvs

[Rwl _ET‘TRC_T]-‘| |f’t;| o [Ercsiccs + Eriuiciu + Ericicic
das nach den Unbekannten vy und v, gelost werden muss.

Die gesamte mathematische Beschreibung des elektrischen und magnetischen Netzwerks
folgt nun aus der Kombination der Teilergebnisse dieses Abschnitts. Das resultierende
(nichtlineare) differential-algebraische System besteht aus den Differentialgleichungen der
unabhéngigen Zustinde der Kapazitidten und Induktivitaten
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d _ . . .
&Qg = ECTRcrlvcr + Beesices + Ecivdcin + Eeicleic (2.140&)
dz ™ _Eg;cvtc - EsticvtvS - Egcvtr
und den algebraischen Gleichungen
Q! = (Cic + BeeCucEL ) vic (2.141a)
£ +DGDT  DGOT [ia]  [4] [D
[ wtDegeDe DDy T] [ - [‘“ PG, DTu,,  (21410)
DgchC gt == Dgchg Uig 0 Dg
[Rgl _ETT'RC_’I‘1‘| |f’tr] _ lErcsiccs + Eriuiciu + Erz‘cicic] (2 1410)
E?r () Ver —E;Fthc - Egsrvtvs

Fiir die Losung des Systems (2.140), (2.141) werden die Spannungen vy, und die Stréme
ices als bekannte Eingangsgréfien aufgefasst. Es sei darauf hingewiesen, dass natiirlich alle
Strome und Spannungen des Netzwerks, die nicht in diesem System vorkommen, bei Bedarf
einfach entsprechend den Gleichungen dieses Abschnitts ermittelt werden kénnen.

Bemerkung 2.4. Die Kopplung zum mechanischen Teilsystem des elektromagnetischen
Wandlers wird iiber die elektromagnetischen Momente bzw. die elektromagnetischen
Krifte beschrieben. Fiir einen elektromagnetischen Wandler mit einem mechanischen
Freiheitsgrad ¢ ergibt sich entsprechend (2.114) das Moment bzw. die Kraft 7 in der
Form

1 170G e oG .
T:gufga—qutg+§[ICTiDc ul D,, uEng]a—; Dluy,|.  (2.142)

Beispiel 2.7 (Elektromagnetischer Wandler mit 5 Spulen). Um die Anwendung der
in diesem Abschnitt beschrieben Netzwerksanalyse zu zeigen, wird der in Abb. 2.23
dargestellte elektromagnetische Wandler betrachtet. Der Wandler besteht aus s =5
Spulen, einem Permanentmagnet und einer in einem Luftspalt beweglichen Masse
(Freiheitsgrad ¢1). Die Spulen werden durch die Vektoren der Strome i;FC und der

Spannungen V.., der positiv definiten Widerstandsmatrix R, sowie der positiv defini-

e
ten Wicklungsmatrix N, beschrieben. Fiir den Permanentmagnet wird angenommen,
dass er durch die Serienschaltung einer konstanten magnetischen Spannungsquelle
Ums1 und einer konstanten Permeanz G,,1 beschrieben werden kann.

Der elektromagnetische Wandler wird durch das in Abbildung 2.24 dargestellte ma-
gnetische Ersatzschaltbild beschrieben. In Abbildung 2.24 ist eine mogliche Wahl des
Baums durch die schwarz dargestellten Bauteile gegeben, wihrend die Elemente des
Kobaums rot markiert sind. Die in diesem Beispiel gewéhlte elektrische Verschaltung
der Spulen ist in Abb. 2.25 dargestellt. Wiederum sind die gewéhlten Komponenten

des Baums schwarz markiert und die Elemente des Kobaums sind rot dargestellt.
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Abbildung 2.24: Magnetisches Ersatzschaltbild zum elektromagnetischen Wandler aus
Abb. 2.23.
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Abbildung 2.25: Elektrische Verschaltung der Spulen 1.

Im ersten Schritt ist es sinnvoll, die Strome 1i;. der Spulen in den Anteil der Baum-
und Kobaumstréme des elektrischen Netzwerkes zu unterteilen, d.h.

Z‘icQ i

. . . icl

Itic = |[%ic4 | leje = | . (2143)
1ic3

%ich

und damit gilt il = {1;1; . il C]. Die elektrischen Spannungen i;. sowie die Windungs-
matrix N, wird analog dazu definiert.
Ausgehend von der nun festgelegten Reihenfolge der Spulenstréme kénnen die

magnetischen Fliisse wie folgt definiert werden:

_¢ic2_ (fbml
¢ic4 d)kl ¢a1
b= |bis|: b= | b= |bus (2.144)
Gks3
¢z’cl ¢o
¢ic3 ¢a21
- | Pa22

sowie @y, = ¢ms1. Die magnetischen Spannungen werden analog dazu definiert. Die
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Eintriage der Inzidenzmatrix D des magnetischen Netzwerkes ergeben sich zu

-1 1 -1
0 -1 0
D.=|-1 0 -1 (2.145a)
11 -1
0 -1 0
D,=1 -1 1 (2.145b)
1 -1 1]
1 -1 1
0 1 0
D, = 2.145¢
A ( )
0 0 1
0 0 1

und die Leitwertmatrizen errechnen sich zu G; = diag[G1, Gk1, Gk2s Gk3, Ga21, Ga22]
und G, = diag[Ga1, Gus, Go|. Die in den weiteren Berechnungen verwendete Matrix
D, errechnet sich durch Multiplikation von D, mit der Windungsmatrix N.

Um die elektrische Verschaltung der Spulen zu beriicksichtigen, definiert man die
weiteren Spannungen des Baums und Kobaums des elektrischen Netzwerkes. Im be-
trachteten Beispiel treten nur Spannungsquellen, verkoppelte Spulen und Widerstéande
auf. Daher ergibt sich

ir2
. Ur4
. lysl . .
lips = | . y Lir = |1r5 (2146)
Lys2 i
rl
ir3]

und die Aufteilung der Stréme der verkoppelten Spulen ist in (2.143) beschrieben. Die
Bezeichnung der elektrischen Spannungen erfolgt wiederum analog zur Definition der
Strome. Ausgehend von dieser Aufteilung ergeben sich die Eintrége der Inzidenzmatrix
E in der Form

10
1o 0 1 10
Evsic [0 _1], E..= |1 0], Eicie= [0 1}. (2.147)
10 10
_0 1_
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Alle anderen Eintrage von E verschwinden fir das betrachtete Beispiel.

Um im nédchsten Schritt den Vektor zﬁ der unabhéingigen verketteten Fliisse zu
ermitteln, wird V! entsprechend (2.130) ermittelt. Da im betrachteten Beispiel keine
ungekoppelten Spulen auftreten gilt

"o
0 1
' ’i Eicic
VizViC:l 5 1: 10 (2.148)
10
_0 1_
und
[1 0 0]
5 0 1 0
1 _wvi_ _
Vi =V l—ET] 0 0 1 (2.149)
-1 0 -1
|0 -1 0]
Die Anwendung von V/ auf D, ergibt
T _ _NC _NC _NC Nc Nc - C_NC _NC
D, — (Vz'Ic> D, — [ 1 2 5 1+ Neg 1 2 5] (2.150)
0 —4Ve3d T Nc4 0
und es gilt
T (ol . .
vl =l = (Vi) i = 1 T “””5] (2151a)
| Yies + Yica
-wiCQ - wicl
1 1 n\T
Y =i = (Vic> Yie = |Yica — Vies (2.151b)
| Yics — Yic1

Wendet man diese Transformation auch auf das algebraische Gleichungssystem
(2.131) an, so erhdlt man (2.141). Um nun die eindeutige Losbarkeit von (2.141) fiir
das betrachtete Beispiel zu tberpriifen, muss der Eintrag ﬁchﬁcT regulir (bzw.
positiv definit) sein. Diese Forderung ist aufgrund der positiven Definitheit von G,
gleichbedeutend damit, dass D. eine zeilenregulare Matrix ist. Eine einfacher Test
zeigt, dass dies fiir das betrachtete Beispiel der Fall ist.

Wird angenommen, dass die elektrischen Widerstdnde linear sind, ergeben sich die
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entsprechenden Gleichungen direkt zu
[ Roije1 |
Rytic3
Vipr = RtrEricicic == R5iic1 . (2152)

Riiien

| 3443 ]

mit diesen Ergebnissen einfach ermittelt werden.

wird nun eine Verschaltung nach Abb. 2.26 betrachtet.

l Vicl l Vie3

l Ur1 l Ur3

<> l Vys1 l Uys2 l Vys3
l Vic2 l Vic4

Y
l Ur2 l Urq

Abbildung 2.26: Elektrische Verschaltung der Spulen 2.
Entsprechend den vorigen Diskussionen ergeben sich

. Z'icl
. | tie2 A
Itic = | . » leic = | %3

Lica .
%ich

Die restlichen (relativ umfangreichen) Teile des DAE-Systems (2.140), (2.141) kénnen

Beispiel 2.8 (Elektromagnetischer Wandler mit 5 Spulen, zweite Verschaltung). Um
zu zeigen, dass die Losungseigenschaften des resultierenden DAE-Systems (2.140),
(2.141) natiirlich von der gewéhlten elektrischen Verschaltung der Spulen abhéngt,

(2.153)
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sowie

qbtc

[ Bico
Gica
Pic1
Gic3

| Dics

iy

’ qbtg

lysl
vs —

Z.1)53

Z.1152 )

o O = O =

| Pa22 ]

bm1
PK1
Pr2
Gks3
Ga21

Iy =

0 0
11
0 0
10
01

¢a1

¢ =
Po

o O = O = =

Entsprechend des in Abb. 2.26 definierten Baum ergeben sich

ir2
ir4
irl

ir3

Lir5 ]

und die Eintrage der Inzidenzmatrix E errechnen sich zu

) Eicic = [

¢a3

sowie @y, = Pms1. Die Eintrage der Inzidenzmatrix D lauten nun

-1
-1
1
0
0
0_
100
010

_ = = O = =

|

(2.154)

(2.155)

(2.156)

(2.157)

Die zur Transformation verwendeten Matrizen ergeben sich fiir das betrachtete
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Beispiel zu
[1 0 0]
E 010
vi=v! = [ z;’c] =110 0 (2.158)
010
10 0 1]
und
1o
5 0 1
Vi=Vi= [ - ] =|-1 0 (2.159)
_Eicic 0 -1
- 0 O -
Die Anwendung von VI, auf D, ergibt
T - cl_Nc2 N01+N02 - cl_Nc2
D-(VL)D-| 0 Na-Na 0 (2160
—4Ved 0 —4Ved
und es gilt
i1 + Yico
I I I\t
¢z‘ = wic = <Vzc) 'wic = ¢ic3 + ¢ic4 (21618’)
L ¢i05
T [ica — Vi1
Y =t = (VL) o, = (2.161Db)
' w ( w) ZC | Yica — Yic3

1 0
al
D= o0 1,
Nc5 NCS
Nc1+N02 Nc3+Nc4

Wie bereit im letzten Beispiel beschrieben, hingt die eindeutige Losbarkeit des
resultierenden algebraischen Gleichungssystems direkt mit der Zeilenregularitit von
D, zusammen. Nach kurzer Rechnung erkennt man, dass der Zeilenrang von D. gleich
2 und damit kleiner als die Anzahl der Zeilen von Dy, ist. Dies hat zur Folge, dass bei
gegebenen 1,[){6 nicht eindeutig auf die Strome i, geschlossen werden kann. Um dieses
Problem zu 16sen, definiert man ]f)g als den Spaltenraum von D, und ]f)cL als den
Nullraum von ﬁcT Eine mogliche Darstellung ist fiir das betrachtete System durch

_ Nc5
A NcAll\}‘FNc2
D} = |-yl (2.162)
1
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A T A
gegeben. Offensichtlich gilt nun (Dg-) D. = 0. Definiert man die Transformations-
matrix T; in der Form

T O
T, = 2.163
1 [0 5] (2.163)
mit
N T
(DCL)
Ty = (2.164)

A
(D7)
und wendet diese Transformation auf das algebraische Gleichungssystem an, so erhélt
man

T, [f)cgcl:)cT D.g.Dy ]Tl_lTl lll _

D,G.DY G, +Dyg.D;
0 0 0 iL (2.165)
o (D!) D.g.DIA, DDA ||il
0 (ﬁg)TDgng)cT G:+D,G.DT| [uy

fiir die linke Seite und fiir die rechte Seite der Gleichung folgt

1L 0
I 5 ic
' D A\
|:‘7Z:)Zc] B [DC‘| chglutm = {CI - (D£> DC chﬁutm. (2166)
g 0 Dg

Offensichtlich gilt damit !> = 0 und der Strom i’ ist nicht durch die algebraischen

cic
Gleichungen definiert. Eine Gleichung fiir diesen Strom erhélt man, indem man
die Transformationsmatrix T auf die Differentialgleichung (2.140) anwendet und
ZICL = 0 einsetzt. Damit ist wieder ein DAE-System minimaler Ordnung mit eindeutig
bestimmten algebraischen Teil definiert.

2.9 Netzwerkanalyse fiir den magnetisch linearen Fall

Fiir den magnetisch linearen Fall sind die Permeanzmatrizen G. und G; unabhéngig von den
magnetischen Spannungen des Baums u; und des Kobaums u., d.h. G; = G;(q) und G, =
G.(q). Damit vereinfacht sich die Betrachtung wesentlich, da nun das Gleichungssystem
(2.106) analytisch nach den Unbekannten .., ¢,,,, und us, gelost werden kann. Man erhélt

7]_ _
uy = (G + DyGeD] ) D,yG.(Dfic + D), (2.167)
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und der verkettete Fluss 1. der Spulen ergibt sich zu

¢c = ]jc [gc - ch;F (gt + Dgchg> _nggc

(DY + D uym ). (2.168)

Man erkennt, dass 1. linear vom Strom i. abhéngt, womit sich die Induktivitédtsmatrix
L. in der folgenden Form errechnet

L.=—<=D, {gc -G.D, (gt + Dgch;f)_nggc DI (2.169)

Oi,

Satz 2.1 (Positiv (Semi-)Definitheit der Induktivitatsmatrix). Die Induktivitatsmatriz
L. aus (2.169) ist eine symmetrische, positiv (semi-)definite Matriz.

Beweis. Die Symmetrie der Induktivitdtsmatrix L. folgt unmittelbar, da die Per-
meanzmatrizen G, und G; symmetrische, positiv definite Matrizen (Diagonalmatrizen)
sind. Um die positiv Semi-Definitheit von L. zu zeigen, verwendet man den folgenden
Hilfssatz zur Matrizeninversion: Wenn A, C und (A + BCD) reguldre quadratische
Matrizen sind, dann gilt

-1
(A+BCD) ' =A"'-A"'B(C"'+DA'B) DA™'. (2.170)
Wendet man diesen Hilfssatz auf den Ausdruck
-1
T, =G.—G.D, (gt + Dgchg) D,G. (2.171)

an, indem man A~' =G, B = D;f, Cl'=G, und D= D, setzt, dann erhdlt man

T, = (6" + D;th_ng>_1 . (2.172)

Da die Inversen der positiv definiten Permeanzmatrizen wiederum positiv definit sind,
folgt unmittelbar, dass der Ausdruck Ty, positiv definit ist.

Weiterhin kann die Multiplikation von Ty mit der nicht reguldren Matrix D, in
der Form

_ -1 _
L.=D.(¢;' +D;¢,'D,) D} (2.173)

nur dazu fithren, dass die Induktivitdtsmatrix L. positiv semi-definit wird. ]

Im Faraday’schen Induktionsgesetz nach (2.55) wird die partielle Ableitung des verket-
teten Flusses 1. nach den verallgemeinerten Freiheitsgraden q benétigt. Leitet man den
Ausdruck Ty nach dem Freiheitsgrad ¢ ab, so erhdlt man

0Ty . _ 09. 09,

0G.
7 Oy,

D} |H.D,..

= = - D'H;D,G. - G.D'H;D
s Lk B Oan D0 DG —G:D H
8gt 8gc

DI'H, (== +D
+gc g L(an+ g8Qk

(2.174)
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wobei die Abkiirzung

™1
H, = (G, + D,G.D}) (2.175)
eingefithrt wurde.

Hinweis: Man beachte, dass die in der Herleitung verwendete Ableitung von Hy,
sehr einfach iiber

o (HoH') = g B+ HLT L= o =0 (2.176)

ermittelt werden kann.

Mit diesen Zwischenrechnungen kann der Term der induzierten Spannung in (2.55) in der

Form
oY, d —_ d . T
c—q=D.,» Trr—q (D, i.+ D,  um, 2.1
9q 4 ];1 L,kdtQk( cle+ Dy ) (2.177)
angegeben werden und man erhélt entsprechend (2.55) die Gleichung
d oY, d
Lc_.c = - <—q— c.c cs 2.1
5! 9q 34 Ri.+v (2.178)

mit L. aus (2.173).
Den Ausgangspunkt fiir die Berechnung der verallgemeinerten Kréafte fiir den magnetisch
linearen Fall stellt (2.114) in der Form

]jC iC
110G 1 T T T 9G. T T T
rk:§ut96—qkutg+§[lc uf, uf]|D, 5. [DI DI, D! |, (2.179)
Dg Uig

dar. Verwendet man die Losung (2.167) fiir die magnetische Spannung g, erhélt man

S | -
Ty = §ICTDCTL7kDEIC —+ éutTmDmTL,kD%utm aF utmDmTL,chTlC . (2180)

Tem,k
Te,k Tm,k ’

Man erkennt, dass sich die verallgemeinerte Kraft aus drei Termen zusammensetzt: (i)
Der Term 7y, beschreibt die Kraft fiir unbestromte Spulen, d.h. i. = 0. Dieser Term
ist natiirlich auch der einzige, der in einem Magnetkreis ohne Spulen auftritt. (ii) Der
Term 7., ist die Kraft zufolge der Bestromung der Spulen fiir einen Magnetkreis ohne
Permanentmagneten. Diese Kraft ist proportional zum Quadrat der Spulenstrome. (iii)
Der letzte Term 7, j resultiert aus der Wechselwirkung der Permanentmagnete mit den
Spulen des Magnetkreises und ist linear im Strom i.. Wie in den weiteren Abschnitten noch
gezeigt wird, ist dies der dominierende Teil in permanenterregten Synchronmaschinen.

Da die Berticksichtigung der elektrischen Verschaltung und die Eliminierung von abhén-
gigen Zustandsgréfien vollig analog zum magnetisch nichtlinearen Fall erfolgen kann, wird
dies fiir den magnetisch linearen Fall nicht weiter betrachtet.
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2.10 Permanentmagnet-Synchronmotoren

Die in den letzten Abschnitten vorgestellte Systematik zur Herleitung der Gleichun-
gen fir elektromagnetische Energiewandler soll in diesem Abschnitt zur Modellierung
von Permanentmagnet-Synchronmotoren eingesetzt werden. Permanentmagnet-Synchron-
motoren (PSM) werden in vielen Anwendungen wie z.B. in der Automatisierung, in
Fahrzeugantrieben etc. eingesetzt. Dies liegt daran, dass diese Motorbauform sehr hohe
Momente bei kompakter Bauweise erlauben. Weiterhin ist, bei geeigneter Bauform, eine
hochgenaue, hochdynamische Drehmomenten- und Drehzahlregelung moglich.

Es gibt eine Vielzahl von Bauformen von PSM, die entsprechend ihrer Rotor- bzw.
Statorkonstruktionen klassifiziert werden koénnen. In Abb. 2.27 sind unterschiedliche
Bauformen des Rotors mit den Permanentmagneten dargestellt. Darin stellen die Konfi-
gurationen (a)-(d) Bauformen mit Oberflichenmagneten dar, d.h. die Magnete sind auf
der Oberfliche des Rotors befestigt. Die klassische Bauform ist in (a) dargestellt. Im
Vergleich dazu, zeichnen sich die Bauformen (b) und (c) durch eine einfachere Bauweise
aus. Die Bauweise (d) verwendet einen Hohlzylinder aus Magnetmaterial, welcher nach
dem Aufbringen auf den Rotor magnetisiert wird. In den Bauformen (e) und (f) sind die
Magnete im Rotor eingelagert. Die wesentlichen Vor- und Nachteile der Bauweisen mit
Oberflaichenmagneten bzw. innenliegenden Magneten kénnen wie folgt zusammengefasst
werden:

e Rotoren mit Oberflichenmagneten zeichnen sich meist durch einen homogenen Luft-
spalt aus, wodurch Reluktanzmomente nur sehr wenig ausgeprégt sind. Im Vergleich
dazu fiithrt die Konstruktion mit innenliegenden Magneten meist zu ausgepragteren
Reluktanz- und Rastmomenten.

e Die Fertigung von Rotoren mit Oberflichenmagneten ist aufgrund der Befestigung
der Magnete wesentlich aufwandiger. Aufgrund dieser Befestigung eignen sich solche
Rotoren nur beschrénkt fiir sehr hohe Drehzahlen. Im Gegensatz dazu kénnen in
Rotoren mit innenliegenden Magneten einfache quaderférmige Magneten verwendet
werden. Aufgrund der Anordnung im Rotor kénnen diese auch sehr einfach fixiert
werden, weswegen diese Bauform sehr gut fir sehr hohe Drehzahlen geeignet ist.

e Da die Magnete bei Rotoren mit Oberflichenmagneten direkt im Luftspalt angeord-
net sind, konnen hohe Luftspaltfelder im Betrieb zu einer (lokalen) Demagnetisierung
filhren. Diese Gefahr besteht bei Rotoren mit innenliegenden Magneten aufgrund
der Flusspfade im Rotor kaum.

Der Stator einer PSM kann entweder genutet oder nicht genutet ausgefithrt werden,
siche Abbildung 2.28. Letztere Bauform wird in der Literatur auch héufig als eisenlos
bezeichnet. Die Vor- und Nachteile der beiden Bauformen sind wie folgt gegeben:

o Die Fertigung der Spulen in genuteten Statoren ist aufwéndiger als bei ungenuteten
Statoren, insbesondere wenn keine Zahnspulenwicklungen (jede Spule liegt genau
iiber einem Zahn des Stators) verwendet werden.
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(e)
Abbildung 2.27: Mégliche Bauformen des Rotors einer PSM [2.4].
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e Aufgrund des wesentlich gréfleren Luftspalts von ungenuteten Statoren kénnen bei
gleicher Baugrofle wesentlich geringer Leistungen erzeugt werden. Weiterhin ist die
Wiérmeabfuhr schlechter als bei genuteten Statoren.

o Mit ungenuteten Statoren ist es moglich, PSM ohne Rast- und Reluktanzmomente
zu konstruieren. Genutete Statoren weisen immer ein mehr oder weniger ausgeprag-
tes Rastmoment auf, das insbesondere bei geringen Drehzahlen und hochgenauer
Positionierung problematisch sein kann.

Spulen

Abbildung 2.28: Mégliche Bauformen des Stators einer PSM [2.4].

Die hier vorgestellten Bauformen von Statoren und Rotoren stellen nur einen kleinen
Ausschnitt der in der Literatur vorgestellten Bauformen dar. Weiterhin liegt ein wesentli-
cher Freiheitsgrad bei der Konstruktion des Stators auch im Wicklungsschema der Spulen.
Fiir eine detaillierte Zusammenfassung wird an dieser Stelle auf die Literatur verwiesen,
siehe z.B. [2.4-2.7]. Im Rahmen dieser Vorlesung wird exemplarisch die Modellierung eines
Motors mit innenliegenden Magneten beschrieben, wobei diese Bauform einen Stator mit
Nuten aufweist.

2.10.1 PSM mit innenliegenden Magneten

Der in diesem Abschnitt betrachtete Motor wird im KFZ-Bereich fiir die Aktuierung einer
aktiven Hinterachslenkung eingesetzt. Er besteht aus einem Stator mit 12 Wicklungen
und einem Rotor mit 8 innenliegenden Permanentmagneten, sieche Abb. 2.29.

In Abbildung 2.30 ist ein Schnitt des Motors dargestellt. Man erkennt, dass iiber
jeden Zahn des Stators genau eine Wicklung angebracht ist (Zahnspulenwicklung). Die
Wicklungen einer Phase sind dabei jeweils um einen Winkel von 90° am Stator verdreht
positioniert und elektrisch parallel verschaltet. Weiterhin sieht man, dass ein Nord- und
ein Stidmagnet des Rotors 90° {iberdecken. Damit besitzt dieser Motor eine Symmetrie von
90° und es geniigt im Weiteren nur 1/4 des Motors zu beschreiben (Polpaarzahl p = 4). Die
relative Verdrehung des Rotors zum Stator wird durch den Winkel ¢ bezeichnet, wihrend
mit ¢, bzw. ¢, Positionen am Rotor bzw. Stator gekennzeichnet werden. Betrachtet man
den Luftspalt des Motors genauer, so erkennt man, dass dieser eine nichtkonstante Hohe

Vorlesung und Ubung Fortgeschrittene Methoden der Modellbildung (Sommersemester 2017)
© ,Institut fiir Automatisierungs- und Regelungstechnik, TU Wien



2.10 Permanentmagnet-Synchronmotoren Seite 183

Spulen

Rotor

Permanentmagnete Stator

Abbildung 2.29: PSM mit innenliegenden Permanentmagneten.

Abbildung 2.30: Schnittdarstellung der PSM aus Abbildung 2.29.
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als Funktion des Rotorwinkels ¢, aufweist. Diese Konstruktion fiihrt, wie noch gezeigt
wird, zu einem ausgepriagten Rastmoment. Dieses Rastmoment ist in der betrachteten
Anwendung erwiinscht, da damit bei unbestromtem Motor ein Verdrehen des Rotors
weitgehend vermieden wird.

Zur Beschreibung des Motors wird ein Reluktanznetzwerk, wie es in Abb. 2.31 im Schnitt
des Viertelmotors dargestellt ist, verwendet. Darin wurde fiir eine bessere Ubersicht auf
eine Darstellung der Luftspaltleitwerte verzichtet.

Spule 3

Spule 1
Magnet 2

Magnet 1

Abbildung 2.31: Schnitt der PSM aus Abbildung 2.29 mit mdéglichem Reluktanznetzwerk.

In Abbildung 2.32 ist schliellich das gesamte Reluktanznetzwerk der PSM dargestellt.
Da im betrachteten Motor die Sattigung des Stators und des Rotors mafigeblich ist, wird
die relative Permeabilitét s, als Funktion der mittleren magnetischen Feldstirke H der
entsprechenden Reluktanzen definiert, vgl. Abschnitt 2.3. Als Material des Kernes wird
Stahl der Sorte M800-50A verwendet, dessen Magnetisierungskennlinie in Abbildung 2.4
dargestellt ist.

Die Permeanzen des Rotors und des Stators konnen als Quader der Lange | und der
Querschnittsfliche A modelliert werden. Die Permeanzen G;, j = 1,..., 3, der Statorzahne
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dri1 Dra1 Gr21
L

Dr12 ®ra2
]
gr12 g7’22

Abbildung 2.32: Vollstdndiges Reluktanznetzwerk der PSM aus Abbildung 2.29.
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ergeben sich daher zu

Ast,uo:ur (%)

. j=1,2,3, (2.181)
lst

gsj (usj) =

mit der Flache Ay, der Lange ;s und der magnetischen Spannung u; eines Statorzahns,
sowie der Permeabilitdt von Vakuum po. Die Permeanzen Gy, jk € {12,23,31} des
Statorjochs kénnen auf analoge Weise in der Form

Asy;UJO,Ur <|ulzjyk|>

Lsy

Gsjk(Usjk) = , gk €{12,23,31}, (2.182)

definiert werden, wobei A, die Fléche, [, die Linge und u;;, die zugehdrige magnetische
Spannung beschreibt.
Der innere Teil des Rotors wird in 4 Abschnitte mit den Permeanzen

Appioptr (‘u}fk’ )
Ly

grjk(urjk) = . Jke {117 12,21, 22}7 (2183)

aufgeteilt. Hier ist A, die effektive Flache, I, die effektive Lange und wu,;, die magnetische
Spannung eines Rotorelements. Die Permanentmagnete sind im Rotor eingebracht und
werden durch eine Reihe von Stegen fixiert, vgl. die Abbildungen 2.30 und 2.31. Die Stege
in Umfangsrichtung werden durch die Permeanzen

Abc/J’U Hr <|u;;]ck|>

lbc

gb]k(ub]k) = ) ]k € {117 127 217 22}7 (2184)

beschrieben, wobei wiederum A;. die Fliche, . die Linge und wu;; die magnetische
Spannung bezeichnet. Die Permeanzen der radialen Stege kénnen analog in der Form

AbrﬂOMr <‘1;::‘)

lbr

gbj(ubj) = s .] = 1727 (2185)
definiert werden. Ap, bezeichnet darin die Fliche, [, die Lange und u,; die magnetische
Spannung des entsprechenden radialen Steges.

Im betrachteten Motor treten zwei Arten von Luftspaltleitwerten auf: (i) Streuleitwerte
Gijk, jk € {12,23,31}, zwischen benachbarten Statorzahnen und (ii) Leitwerte zwischen
Rotor und Stator. Die Streuleitwerte werden in der Form

A
Gijr = # jk € {12,23,31}, (2.186)
!
mit der effektiven Flache A; und Lange [;, beschrieben.

Die Leitwerte zwischen Rotor und Stator beschreiben die magnetische Kopplung dieser
Bauteile und sind damit mafigeblich fiir das erzeugte Moment des Motors verantwortlich.
Zur Beschreibung dieser Kopplung im Rahmen der Reluktanzmodellierung existieren im
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Wesentlichen zwei Vorgehensweisen: (i) Im ersten Fall wird zwischen jedem Statorzahn und
jedem Permanentmagneten des Rotors eine winkelabhingige Permeanz angesetzt. Dies
ergibt fiir den betrachteten Motor mit 3 Zdhnen und 2 Permanentmagneten 6 Luftspaltleit-
werte. Bei Motoren ohne Symmetrie und mit vielen Statorzéhnen bzw. Permanentmagneten
fuhrt diese Vorgehensweise jedoch zu einer sehr grofien Anzahl von Luftspaltleitwerten.
Zum Beispiel miissten fiir einen Motor mit 9 Statorzédhnen und 10 Permanentmagneten
90 Luftspaltleitwerte angesetzt werden. (ii) Daher wird fiir solche Motoren ein Ansatz
verwendet, bei dem der Rotor gedanklich aufgeteilt wird und unter jedem Statorzahn
jeweils ein Nord- und Stidmagnet angebracht wird. Die Kopplung dieser beiden Magnete
mit dem Statorzahn ist natiirlich wiederum vom Winkel ¢ abhéngig. Man erhélt fiir den
obigen Fall von 9 Statorzdhnen und 10 Permanentmagneten nur 18 Luftspaltleitwerte. Der
Nachteil dieser Modellierung ist jedoch, dass Inhomogenitidten im Rotor und im Luftspalt
wesentlich schwieriger berticksichtigt werden kénnen. Daher ist dieser Ansatz vor allem
fiir Motoren mit homogenem Luftspalt und Oberflichenmagneten interessant.

Fiir den betrachteten PSM mit 3 Statorzdhnen und 2 Permanentmagneten wird die erste
Vorgehensweise verwendet. Damit muss der magnetische Leitwert von jedem Permanent-
magnet zu jedem Statorzahn ermittelt werden. Im ersten Schritt wird der Luftspaltleitwert
zwischen dem Permanentmagnet 1 und dem Statorzahn 1 berechnet. Es wird dazu an-
genommen, dass sich der Permanentmagnet 1 fiir ¢ = 0 mittig unter dem Statorzahn
1 befindet. In Abbildung 2.33 ist die resultierende Geometrie des Luftspaltes im Detail
dargestellt.

Abbildung 2.33: Geometrie des Luftspalts der PSM aus Abbildung 2.29.

Die Statorzidhne weisen einen konstanten Radius rg auf, wihrend der Radius 7, des
Rotors abhingig vom Rotorwinkel ¢, definiert werden muss. Aus der Abbildung 2.33
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errechnet sich der Auflenradius r, des Rotors zu

rr = 19 cos(¢r) + 7‘%((:os(g07n))2 +72 —r2 (2.187)

wobei ¢, € [—m/4,7/4] gelten muss. Die Radien 7 und ry bezeichnen konstante Kon-
struktionsparameter. Fithrt man den differentiellen magnetischen Widerstand

1 /s 1 1 s
AR, = — dr = In( %), 2.1
R 1o /r br de, g ob de, n<rr> (2.188)

mit der Lange des Rotors b ein, so erhélt man den magnetischen Leitwert G, des Luftspalts
in der Form

[P Lob
ga—/% ln(rs)_lnm(%))d%. (2.189)

Die Integrationsgrenzen ¢, und ¢, sind dabei von der aktuellen Rotorlage ¢ abhingig.
Fithrt man die Hilfsvariable

~ ™ T ™

ein, so erhélt man die Luftspaltleitwertfunktion in der Form

sz /2P| Ob . B _
/ iz )dsor fiir || < w

_‘PSZ/QQ_“?“ hl(’l"s)bhl(ﬁ«

_ Psz/a—|P

ga - / I()M+()d90r fur <Ppm2—§0sz < |¢| S sopm;-tpsz (2191)
7<Ppm/2 n\rs) — 1 (ry

0 sonst

mit den Winkeln ¢p,, und ¢,, gemafl Abb. 2.33. Das Maximum G, 4, des Luftspalt-
leitwerts tritt offensichtlich bei ¢ = 0 auf. Da die in (2.191) auftretenden Integrale nur
numerisch 16sbar sind, wird hdufig eine Approximation der Form

0 I <
Ga(p) = { g (14 cos(59))  —0 <
0 0 <

)
(2.192)

6 g,
VANVANPN

5
1

vorgeschlagen. Darin bezeichnet 6 den Winkel, bei dem der Leitwert zu 0 wird. Dieser
Winkel wird haufig etwas grofler als der geometrische Winkel gesetzt, da durch Streufliisse
auch dann noch ein Fluss vom Rotor zum Stator auftreten kann, wenn die geometrische
Uberdeckung verschwindet, siche dazu auch [2.5]. Die Abbildung 2.34 zeigt eine sehr gute
Ubereinstimmung der geometrischen Berechnung des Luftspaltleitwertes nach (2.191) mit
der Néherung nach (2.192). Es muss an der Stelle darauf hingewiesen werden, dass sowohl
die geometrische Berechnung als auch die Approximation nur eine Naherung des realen
Luftspaltleitwerts darstellen, da in der Realitdt immer zusétzliche Streufliisse und lokale
Sattigungen z.B. in den Z&hnen des Stators auftreten. Daher muss fiir ein genaues Modell
dieser Luftspaltleitwert immer mit Messungen oder FE-Daten abgeglichen werden.
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Abbildung 2.34: Vergleich der geometrischen Losung mit der Approximation der Luft-
spaltleitwertfunktion von Statorzahn 1 zu Permanentmagnet 1.

Die Luftspaltleitwerte der anderen Kombinationen aus Statorzahn und Permanentma-
gnet konnen direkt aus (2.192) durch Verschiebung des Winkels in der folgenden Form
beschrieben werden

Gajk = Ya (so -4 61)7T _ 41)7T>, (2.193)
mit 5 =1,2,3und k=1, 2.

Wie bereits mehrfach erwéhnt, zeigen NdFeB-Magnete ein beinahe lineares Verhalten
im Arbeitsbereich, weswegen sie als Serienschaltung einer konstanten Spannung ,s;,
7 =1,2 und eines konstanten magnetischen Leitwerts

Am,UON'r’m

Im

Gmj(Umj) = , j=12, (2.194)
mit der konstanten relativen Permeabilitit p,.,, = 1, der effektiven Flache A,, und der
Léange [,,, beschrieben werden kénnen. Die magnetische Spannung errechnet sich bei
bekannter Koerzitivfeldstarke H. der Magneten zu

Umsl = —Ums2 = Helpy, (2195)
Die Statorspulen mit N, Windungen werden durch die magnetischen Spannungsquellen
Ucsj = Nelej,  j=1,2,3, (2.196)

mit dem Strom i.; durch die Spule j, beschrieben.

Die Gleichungen des Systems konnen mit Hilfe der Netzwerkstheorie mit (2.106) angege-
ben werden. Fithrt man eine Simulation des vollstdndigen Reluktanznetzwerkes nach Abb.
2.32 durch, so konnen folgende Eigenschaften beobachtet werden: (i) Die magnetischen
Spannungen im Statorjoch sind im Vergleich zu den magnetischen Spannungen in den
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Statorzdhnen sehr klein. Deswegen kann vereinfachend Ggs10 = Ggo3 = Gs31 = 00 gesetzt
werden. (ii) Die Flisse in den radialen Stegen des Rotors sind sehr gering, weswegen die
entsprechenden Leitwerte Gy und Gps vernachléssigt werden kénnen, d.h. zu 0 gesetzt
werden konnen. (iii) Mit dieser zweiten Vereinfachung konnen die Permeanzen G, 3, und
Gpjk zu jeweils einer effektiven Permeanz in der Form

Abcﬂour L]

gb = lb(mbc) (2.197&)
AT,U/O/J/T [

G, = l(”) (2.197b)

zusammengefasst werden. Wendet man diese Vereinfachungen auf das vollstandige Reluk-
tanznetzwerk nach Abb. 2.32 an, so erhélt man das in Abb. 2.35 dargestellte reduzierte
Reluktanznetzwerk der PSM.

Verwendet man den in Schwarz dargestellten Baum des Reluktanznetzwerkes aus Abb.
2.35, erhdlt man den Vektor ¢, der Fliisse der Baumpermeanzen in der Form

¢tg:{¢sl b2 D3 Db OPm1 Om2 (ﬁall}Tv (2.198)

und der Vektor ¢, der Fliisse des Kobaums (in Rot dargestellt) ergibt sich zu

¢, = [qbr G2 P23 G131 Palz Pa21 Pa22 a3t ¢a32}T' (2.199)

Der Vektor ¢, der Fliisse der Spulen ist durch ¢, = [pes1  Des2 ¢cs3]T gegeben und
der Vektor der Fliisse der Permanentmagneten wird in der Form ¢,,,, = [¢ms1 qusg]T
beschrieben. Die magnetischen Spannungen des Baums und des Kobaums werden analog
definiert.

Die Permeanzmatrizen des Baums und des Kobaums sind durch

gt:diag[gs1 G2 Gss3 G Gmi Om2 gall} (2.200a)
gC:diag{gr Gz Gz G311 Gat2 Ga21 Ga22 Gasi gaSZ}‘ (2.200b)

definiert. Die Komponenten der Inzidenzmatrix ergeben sich aus dem Reluktanznetzwerk
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Abbildung 2.35: Reduziertes Reluktanznetzwerk der PSM aus Abbildung 2.29.
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nach Abb. 2.35 zu

0o 1 0 -1 0 -1 -1 -1 -1

D.=|0 -1 1 0 0 1 1 0 0 (2.201a)
o0 -1 10 0 0 1 1

p, _[1 00000000 (2201b)
1 00000GO0GO0O0
(0 -1 0 1 o0 1 1 1 |
O 1 -1 0 0 -1 -1 0 0
o 0 1 -1 0 0 0 -1 -1

D,=|-1 0 0 0 1 0 1 0 1] (2.201c)
1 0 0 0 0 0 0 0
-1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 -1 -1 -1 -1 -1

Verwendet man schlielich noch die Wicklungsmatrix N, = diag[N. N. N¢|, so erhalt
man

0 0 -N. 0 —N. —N. —N. —N,
D.=|0 -N. N 0 0 N. N. O 0 | . (2.202)
0 0 —-N. N. 0 0 0 N N

Um nun einen minimalen Satz von Differential- und algebraischen Gleichungen zur
Beschreibung des Motors nach Abschnitt 2.8 zu erhalten, betrachtet man die Matrix De.
Es kann einfach gezeigt werden, dass der Spaltenraum von D, in der Form

Di=]0 1 (2.203)

1
Dl = |1 (2.204)
1

ergibt. Damit kann die Transformationsmatrix T, mit

11 1
Ti.=|1 0 -1 (2.205)
01 -1
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definiert werden. Wendet man diese Transformation auf den Vektor der verketteten Fliisse
an, so erhilt man die Zwangsbedingung

/(/Jé_ = (f)é_)T"/’c = Yes1 + Yes2 + Yes3 = 0, (2.206)

sowie den Vektor der unabhangigen verketteten Fliisse

- nN\T 2;Z)csl - ¢cs3
Pl = (D) 4, = [ 1 : (2.207)
‘ ( C) ‘ Q;Z)CSQ - ¢cs3
Weiterhin ergibt sich der nicht aus dem Magnetkreis bestimmbare Anteil der Stréme i zu

icL = 4.1 + ic2 + ic3 und die durch den Magnetkreis festgelegten Strome errechnen sich zu

T
il = (DI) i = lzfﬂ 1,63] . (2.208)
22 = 3

Fiihrt man noch den Vektor der elektrischen Spannungen v, = [vs1 V2 ’ch]T ein, so
erhilt man

_ T
(DF) Ve = ver + vea + veg (2.209a)
—N\T Vel — Vel
(DI) ve = . (2.209b)
Ve2 — Vel

Da angenommen wird, dass die drei Spulen des Stators die gleiche Wicklungsanzahl
N, aufweisen, sind auch die Wicklungswiderstdnde der drei Spulen gleich. Damit ist
die elektrische Widerstandsmatrix durch R, = diag|R. R. R.| gegeben. Mit diesen
Ergebnissen errechnet sich die algebraische Gleichung aus der Differentialgleichung fiir

P, 2u
—Re(ie1 +te2 +1c3) + (Vo1 + Vea + vez) = 0 (2.210)

und die Differentialgleichung fir ¢£ ergibt sich zu

d ; R. 0],; Vel — Ve3
P, = — I, + . 2.211
dt,lp [ 0 Rc‘| |:U02 - Uc3‘| ( )

Auf eine Angabe der (nichtlinearen) reduzierten algebraischen Gleichungen wird aufgrund
von Platzgriinden verzichtet.

Die Spulen des betrachteten Motors sind in Dreieck verschaltet, sieche Abb. 2.36. Man
beachte, dass die Verschaltung der Spulen in Dreieck keine Zwangsbedingung an die
Spulenstrome i. jedoch an die Spulenspannungen v, mit sich bringt. Fiir diese Verschaltung
gilt ve1 + Ve + veg = 0, womit auch icL = 0 resultiert.

Die Ansteuerung des Motors erfolgt mit Hilfe dreier Halbbriicken, welche pulsweiten-
moduliert betrieben werden. Damit kénnen die Leiterspannungen v; im Wesentlichen
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Abbildung 2.36: Elektrische Verschaltung der Spulen der PSM aus Abbildung 2.29.

frei vorgegeben werden. Der Zusammenhang zwischen den Leiterspannungen und den
Spulenspannungen kann dabei in der Form

Vel 1 -1 0 Vi1
Ve=lva| =10 1 —1|u| =Vivy (2.212)
Ve3 -1 0 1 Vi3

formuliert werden.

Um die Eigenschaften des Motors und die Giite des Modells zu analysieren, erfolgt
in Abb. 2.37 ein Vergleich des Moments 7 des Modells mit Messungen. Man beachte,
dass sich das vom Motor erzeugte Moment aus (2.114) multipliziert mit der Polpaarzahl
p = 4 des Motors errechnet. In Abb. 2.37(a) ist der Fall eines unbestromten Motors,
d.h. i, = 0, dargestellt. Man erkennt das ausgepriagte Rastmoment in den Messungen,
welches im Wesentlichen (wenngleich mit maBgeblichen Abweichungen) auch vom Modell
abgebildet wird. Man beachte, dass die Periodizitdt von 15° des Rastmoments direkt mit
der Kombination aus 3 Statorzihnen und 2 Permanentmagneten zusammenhéngt. In den
Teilen (b) und (c) der Abb. 2.37 ist das Moment fiir den bestromten Fall dargestellt,
wobei der Strom in (b) in etwa dem Nennstrom und der Strom in (c) nahezu dem
Maximalstrom entspricht. Der Verlauf des Moments als Funktion des Winkels weicht
mafgeblich von einem sinusférmigen Verlauf, wie fiir eine ideale PSM zu erwarten wére,
ab. Weiterhin erkennt man, dass sich nicht nur die Amplitude sondern auch die Form des
Momentenverlaufs mit gednderten Stromen dndert. Dies resultiert aus den nichtlinearen
Eigenschaften des Magnetkreises (Sattigung). Zusammenfassend ist mit dem Modell eine
relativ gute Approximation der Realitédt gegeben, vor allem unter Beriicksichtigung der
Tatsache, dass das Modell nur anhand von Konstruktions- und Materialdaten parametriert
wurde.

Um die Modellgenauigkeit weiter zu erhohen, kann eine Kalibration des Modells anhand
von Messdaten erfolgen. Wie in der vorigen Herleitung der Gleichungen des Systems
erwahnt, ist die genaue Beschreibung der Luftspaltleitwerte G, sehr schwierig. Daher ist
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Abbildung 2.37:

Vergleich des Moments der Messungen und des Modells fir (a) i
’iCQ = ic3 = OA, (b) icl = OA,—iCQ = icg =25A und (C) icl = OA,—’iCQ
ie3 =T.5A.
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anzunehmen, dass die grofiten Unsicherheiten in der Parametrierung dieser Luftspaltleit-
werte liegt. Um eine Verbesserung der Modellgiite zu erreichen, wird der Luftspaltleitwert
in der Form Gujx = Gajkn + AGgjk, mit dem nominellen Luftspaltleitwert Gz, und dem
zu bestimmenden Korrekturterm AG,; i, angesetzt. Die Bestimmung des Korrekturterms
kann z.B. mit Hilfe eines statischen Optimierungsproblems gelost werden.
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Abbildung 2.38: Vergleich der nominellen Luftspaltleitwertfunktion nach (2.192) und der
kalibrierten Luftspaltleitwertfunktion.

Das Ergebnis einer solchen Optimierung ist in Abb. 2.38 dargestellt. Man erkennt,
dass nur relativ geringe Anderungen der Luftspaltleitwertfunktion notwendig sind. In
Abb. 2.39 ist nun der Vergleich der Momente des kalibrierten Modells mit Messungen
dargestellt. Man sieht eine wesentlich verbesserte Modellgiite insbesondere im bestromten
Fall. Man beachte, dass die Kalibration des Modells mit Messungen bei Nennstrom
durchgefiihrt wurde, weswegen hier eine nahezu perfekte Ubereinstimmung zwischen
Modell und Messungen gefunden werden kann. Durch Kalibration des Modells bei Strom 0
koénnte natiirlich auch eine wesentlich bessere Modellgiite in diesem Betriebsfall gefunden
werden. Daher muss bei der Modellkalibration vorab entschieden werden, in welchem
Bereich die beste Modellgiite erreicht werden soll.

Die induzierten Spannungen in Abb. 2.40 vervollstdndigen den Vergleich des kalibrierten
Modells mit Messungen. Man erkennt, dass die induzierten Spannungen der drei Spulen
jeweils um 30° zueinander verschoben sind, die Form jedoch fiir alle drei Spannungen
gleich ist. Dies ergibt sich direkt aus der Tatsache, dass die magnetischen Verhéltnisse
der Spule 2 jenen der Spule 1 entspricht, wenn der Rotor um ¢ = 30° verdreht ist. Das
kalibrierte Modell weist wiederum eine sehr hohe Modellgiite auf.

Um den Einfluss der Sattigung in der Modellierung zu analysieren, wird im néchsten
Schritt ein Modell fiir den magnetisch linearen Fall betrachtet. Die Herleitungen erfolgen
analog zu Abschnitt 2.9, weswegen auf eine Wiederholung der Gleichungen verzichtet
wird. Nimmt man wie in Abschnitt 2.9 an, dass die magnetischen Leitwerte unabhéngig
von den magnetischen Spannungen sind, kann die symmetrische, positiv semi-definite
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Abbildung 2.39: Vergleich des Momentes der Messungen und des kalibriertem Modells
flir (a) icl = ’iCQ = icg = OA, (b)icl = OA,—iCQ = icg = 2.5A und (C)
i1 = 0 A, —ipy = i3 = 7.5 A.
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Abbildung 2.40: Vergleich der induzierten Spannung der Messung und des kalibrierten
Modells fiir w = 120rad/s.

Induktivitidtsmatrix L. nach (2.169) definiert werden®. Weiterhin kann der Vektor d1p./dq
nach (2.177) und das Moment nach (2.180) ermittelt werden.

Bemerkung 2.5 (dq0-Modell). In der Literatur wird zur Beschreibung von elektrischen
Motoren héufig eine Transformation der Groflien des Motors auf ein mit dem Stator
rotierendes Koordinatensystem dq-System (Blondel-Park-Transformation) verwendet.
Dazu werden die transformierten Stréme und Spannungen in der Form

id lel
ig| = K(©)|ic (2.213a)
io | ic3
Ud_ _Ucl
vg| = K@) |ve (2.213b)
vo | Ve

eingefithrt. Dabei bezeichnet K(p) die Transformationsmatrix, die durch

cos(pyp) cos(pp — %ﬂ) cos(pp — %’r)
sin(pyp) sin(pp — 2{) sin(py — 4{) (2.214)
1 1

K(p) =
1
2 2 2
gegeben ist. Diese Transformation wird nun auf das magnetisch lineare Motormodell
aus (2.178) angewandt. Fiir den magnetisch linearen Fall kann der verkettete Fluss

3 Auf eine Reduktion der magnetischen Redundanzen wird an dieser Stelle vorerst verzichtet.
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der Spulen %, in der Form
¥, =D, T.D/i. + DT D, W = Leic + 1, (2.215)

aufgeteilt werden. Verwendet man diese Aufteilung in (2.178) und (2.180), so erhalt
man

d L. o,
Lepie = —aagoicw - 15:; w— Reic + v, (2.216)
sowie
1 (0L, 0\, oT},
T = ip <l;r agp 1. + 2( 8:; > 1. + u;FmDm%DELUtm . (2217)

Die Spulenstrome und -spannungen konnen mit iz, = K~ 'i, und Vg = K lv,
durch die entsprechenden transformierten Grofle ersetzt werden. Multipliziert man
die Differentialgleichung (2.216) weiterhin mit K von links, so erhélt man

oL T
Oy

d
dt

oL,
e

KL, (K—lidq) = KK ligw—K w—KRK ig, + vy (2.218)

Anwendung der Kettenregel auf der linken Seite ergibt

d/ . oK~ . d,
KLCE(K 1dq)_KLCW1dqw+KLCK 3l (2.219)
Lyq
wobei
OK!
=pK™'S 2.220
mit
0
S=1|-10 0 (2.221)
0

gilt. Die transformierte Differentialgleichung ldsst sich damit in der Form

Oy
e

w—Reigg +ve,  (2.222)

d, OL._ .
qualdq = —(K % K '+ quSp> igw — K
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anschreiben. Auf dquivalente Art kann eine Darstellung des Moments 7 unter Ver-
wendung transformierte Strome und Spannungen in der Form

1. OL._ 4. oy T . T}
T = 2p<1}‘qHTKaS;K 11dq +2 8:;7” KTHTqu +u;l;an%D;fnutm (2223)
gefunden werden, wobei
200
Hr=10 3 0 (2.224)
00 %

bezeichnet.

Der Vorteil der transformierten Darstellung der Gleichungen des Motors besteht dar-
in, dass fir einen idealen Motor mit Grundwelleneigenschaften (d.h. alle wesentlichen
GroBen des Motors lassen sich durch sinusformige Verlaufe mit der Periodizitat 27 /p
darstellen) alle Groien wie Ly, etc. konstant sind. Weiterhin miissen zum Erzeugen
von konstanten Momenten konstante Werte der Strome iy, eingestellt werden, was
den Entwurf einer Regelungsstrategie wesentlich vereinfacht. Im Allgemeinen sind
die Annahmen eines idealen Grundwellenmotors nicht erfiillt. Fiir den betrachteten
Motor fiithrt die Anwendung der dg-Transformation fiir das magnetisch lineare Modell
daher nicht zu konstanten Werten von Ly, usw. Um ein vereinfachtes Modell in
dg-Darstellung zu erhalten, kénnen diese zeitvarianten Gréflen ndherungsweise durch
deren Mittelwerte approximiert werden. Fiir den betrachteten Motor erhélt man
damit

Ly 0 0
Lyg=|0 L, 0 (2.225)
0 0 0
sowie
(0 L, 0
) R
K—K'=|L, 0 0 (2.226a)
ot
0 0 0
K
0
K Yom _ Ve (2.226b)
Oy 0

mit konstanten Werten L, und . Setzt man diese Ergebnisse ein, so erhdlt man
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schliefilich
d . ) )
Ld&’d = —(Ly + Lap)iqw — Reig + va (2.227a)
d
ngiq = —(Ly — Lgp)iqw — Ypow — Reig + vg (2.227b)
sowie

0= —R.ig + vg. (2.228)

Das zugehorige Moment lasst sich in der Form

1 /4 . 2
T = 2p(3Lgo'Ld'Lq + 3%%) (2.229)

angeben.

In Abbildung 2.41 ist nun ein Vergleich zwischen den drei in diesem Abschnitt hergelei-
teten Modellen (nichtlineares Modell, magnetisch lineares Modell und dq0-Grundwellen-
modell) dargestellt. Wie erwartet, liefert das Grundwellenmodell die schlechteste Modell-
giite. Insbesondere kann mit diesem Modell prinzipbedingt kein Rastmoment abgebildet
werden. Das magnetisch lineare Modell bietet jedoch eine relativ gute Modellgenauigkeit,
was insbesondere im Hinblick auf die wesentlich geringere Modellkomplexitéit z.B. fiir
einen Reglerentwurf interessant sein kann. Wie erwartet ergibt das magnetisch nichtlineare
Modell die beste Genauigkeit.
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Abbildung 2.41: Vergleich des Moments zwischen Messungen, magnetisch linearem Modell,
dg-Modell und nichtlinearem Modell fiir (a) ic; = ic2 = i3 = 0A,
(b)icl == OA,—’iCQ == icg == 25A und (C) icl == OA,—iCQ = ’icg =175 A.
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Priifungsfragen

In diesem Abschnitt sind Fragen aufgelistet, an denen sich die Fragen bei der miindlichen
Priifung orientieren werden. Die Fragen decken den relevanten Stoffumfang ab, werden
aber nicht genau in der hier gegebenen Form gestellt.

Kapitel 1: Grundlagen der Kontinuumsmechanik

e Grundlagen: Was sind die Kernaufgaben der Kontinuumsmechanik? Wie ist die
mechanische Spannung definiert? Was ist der Unterschied zwischen einer Normal- und
einer Schubspannung? Wie ist die Verzerrung (Dehnung und Scherung) definiert?
Was ist eine Konstitutivgleichung? Wozu wird diese benétigt? Was besagt das
Hooksche Gesetz? Was versteht man unter einem ebenen Spannungszustand?

¢ Kinematik: Erklaren Sie den Unterschied zwischen der Referenz- und Momentan-
konfiguration? Erklaren Sie den Unterschied zwischen der materiellen und rdumlichen
Darstellung? Was wird unter der Bewegung verstanden? Wie ist das Verschiebungs-
feld definiert? Was ist eine lokale und eine materielle Zeitableitung? Wie héngen diese
Zeitableitungen mit der partiellen und der totalen Zeitableitung zusammen? Wie ist
der Deformationsgradient definiert? Wozu wird er benétigt? Wie transformieren sich
vektorielle Linienelemente von der Referenz- in die Momentankonfiguration? Wie
transformieren sich materielle Volumenelemente von der Referenz- in die Momen-
tankonfiguration? Welche Verzerrungstensoren wurden in der Vorlesung vorgestellt
und wie unterscheiden sie sich? Was wird unter der geometrischen Linearisierung
verstanden? Wie ist der infinitesimale Verzerrungstensor definiert? Wofiir werden
die Kompatibilitdtsbedingungen benotigt?

o Kinetik: Welche Spannungsvektoren und Spannungstensoren wurden in der Vor-
lesung vorgestellt? Wie unterscheiden sich diese? Wie werden Spannungstensoren
transformiert?

o Bilanzgleichungen: Was ist der Unterschied zwischen der Eulerschen und La-
grangen Beschreibung? Wann wird vorwiegend welche verwendet? Was leistet das
Transporttheorem? Wie lautet die generalisierte Bilanzgleichung? Welche Bilanz-
gleichungen sind im Rahmen der Kontinuumsmechanik von Interesse? Was besagt
die Massenerhaltung in Lagranger Darstellung? Was besagt die Massenerhaltung in
Eulerscher Darstellung? Zwischen welchen Klassen von Kraften wird unterschieden?
Was besagt die Impulserhaltung in der Lagrangen Darstellung? Welche Konsequenz
ergibt sich aus der Drehimpulserhaltung? Was besagt die Energieerhaltung fiir
mechanische Systeme?
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« Materialmodelle: Was versteht man unter einem elastischen Material? Was ver-
steht man unter einem einfachen Material? Was versteht man unter einem heterogen
bzw. homogenen Material? Was versteht man unter einem hyperelastischen Material?
Wie lautet das generalisierte Hooksche Gesetz? Wie lautet die Verzerrungsenergie-
dichte fiir eine linear-elastische Deformation? Wie lautet die zugehorige Verzerrungs-
energie? Was versteht man unter einem anisotropen, einem orthotropen und einem
isotropen Material? Durch welche Konstanten lasst sich der Steifigkeitstensor fiir
ein isotropes Material beschreiben? Was versteht man unter Materialversagen? Was
ist eine Fliebedingung? Was versteht man unter einer Anstrengungshypothese?
Wie lassen sich die FlieBbedingungen nach von Mises und nach Tresca im Raum der
Hauptnormalspannungen darstellen? Was versteht man unter einer Vergleichsspan-
nung?

e Energieprinzipien: Was besagt der Arbeitssatz? Was besagen die Betti-Rayleigh
Beziehungen? Was ist eine virtuelle Verschiebung? Wozu wird die Gateaux Ableitung
bendtigt? Was versteht man unter der Anfangs-Randwertaufgabe der Kontinuums-
mechanik? Zwischen welchen Randbedingungen wird unterschieden? Wie ist die
virtuelle Lagrange Funktion definiert? Was besagt das Hamilton-Prinzip? Was besagt
das Fundamentallemma der Variationsrechnung? Wofiir wird es bendtigt?

o Eigenwertproblem: Was versteht man unter einer freien Schwingung? Was versteht
man unter einem Separationsansatz? Was versteht man unter dem Eigenwertproblem.
Was ist eine Eigenfrequenz bzw. eine Eigenmode?

¢ Finit-dimensionale Approximation elastischer Strukturen: Was ist die Grun-
didee der Ritz-Methode? Welcher Ansatz wird gemacht? Was miissen die Ansatz-
funktionen jeweils erfillen?

Stabtheorie:
e Definition von Schnittgréflen eines Stabes
e Spannungsrandbedingungen an der Mantelfliche eines Stabes

e Berechnung des Spannungs- und Verschiebungszustandes in einem geraden Stab
bei statischer reiner Zug/Druckbelastung, Diskussion der im Verzerrungs- und
Spannungstensor verschwindenden Komponenten

¢ Grundidee der Berechnung des Spannungs- und Verschiebungszustandes in einem
geraden Stab bei statischer reiner Torsionsbelastung, Ansatz fiir Verschiebungen,
Erklarung der Begriffe Verwindung, Woélbfunktion, Torsionsfunktion, Drillsteifigkeit,
Diskussion der im Verzerrungs- und Spannungstensor verschwindenden Komponenten

e Berechnung des Spannungs- und Verschiebungszustandes in einem geraden Stab
bei statischer reiner ebener Biegung, Ansatz fiir Verschiebungen, Berechnung von
Verzerrungen und Spannungen, Berechnung von Momenten, Erkldrung der Begriffe
Kriimmung, Flachentragheitsmoment, neutrale Faser, Diskussion der im Verzerrungs-
und Spannungstensor verschwindenden Komponenten
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Grundidee der Berechnung des Spannungs- und Verschiebungszustandes in einem
geraden Stab bei Biegung durch eine statische Einzelkraft am Stabende, Berechnung
der lokalen Schnittgréfien, Berechnung der Normalspannungen, Rolle von Schub-
spannungen, Diskussion der im Verzerrungs- und Spannungstensor verschwindenden
Komponenten, Bedeutung von Spannungsfunktionen und Wolbfunktionen, Erkla-
rung der Begriffe Schubmittelpunkt und Schubfaktor, grundsétzliche Vorgangsweise
bei der Berechnung der Verschiebungen, Unterschiede zum Fall reiner Biegung

Grundidee der Modellierung eines geraden Stabes als eindimensionales Kontinuum,
Auftrennung des Verschiebungsfeldes in aggregierte Verschiebungen und lokale
Relativverschiebungen

Berechnung der Verzerrungsenergie in geraden Stdben, Definitionsgleichung, Aus-
wertung des Integrals und Ausdruck der Verzerrungsenergie durch aggregierte
Verformungs- und Kraftgrofien, Erklarung des Begriffs Steifigkeit

Berechnung der kinetischen Energie in geraden Stidben, Definitionsgleichung, Aus-
wertung des Integrals und Ausdruck der kinetischen Energie durch die Zeitableitung
von aggregierten Verschiebungsgréfien, Erklarung des Begriffs Trégheit

Herleitung der Gleichungen zur Beschreibung des dynamischen Verhaltens von gera-
den Zug/Druck-Stiaben, Herleitung aus Impulsbilanz am infinitesimalen Stabelement
und Herleitung mit dem Hamilton-Prinzip, Diskussion méglicher Randbedingungen

Herleitung der Gleichungen zur Beschreibung des dynamischen Verhaltens von gera-
den Torsions-Stdben, Herleitung aus Impulsbilanz am infinitesimalen Stabelement
und Herleitung mit dem Hamilton-Prinzip, Diskussion moglicher Randbedingungen

Balkentheorie nach Timoshenko im dynamischen Fall, Ansatz fiir Verschiebungen
(Verformungshypothese), Bedeutung der aggregierten Verschiebungsgrofien, Berech-
nung von Querkraft und Biegemoment, Diskussion mdéglicher Randbedingungen,
Herleitung der Differentialgleichungen aus Impulsbilanz am infinitesimalen Stab-
element und Herleitung mit dem Hamilton-Prinzip, Erklarung von Unterschieden
(Vereinfachungen) gegeniiber einer exakten Formulierung von Verformungen und
Spannungen in schubweichen Balken

Balkentheorie nach Euler-Bernoulli im dynamischen Fall, Ansatz fiir Verschiebungen
(Verformungshypothese), Bedeutung der aggregierten Verschiebungsgréfie, Berech-
nung von Querkraft und Biegemoment, Diskussion moglicher Randbedingungen,
Herleitung der Differentialgleichungen aus Impulsbilanz am infinitesimalen Stab-
element und Herleitung mit dem Hamilton-Prinzip, Erklarung von Unterschieden
gegeniiber der Balkentheorie nach Timoshenko, Voraussetzungen zur Verwendung
der Balkentheorie nach Euler-Bernoulli

Herleitung der Gleichungen zur Beschreibung des dynamischen Verhaltens von biege-
schlaffen Zugelementen, Voraussetzungen zur Modellierung es Stabes als biegeschlaff,
Diskussion von Schnittgréfien, Erklarung der aggregierten Verschiebungsgrofien,
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Herleitung der Differentialgleichungen aus Impulsbilanz am verformten infinitesima-
len Stabelement und Herleitung mit dem Hamilton-Prinzip, Diskussion moglicher
Randbedingungen, Diskussion des Einflusses der Zugkraft auf die Steifigkeit

Diskussion der strukturellen Ahnlichkeiten der Bewegungsgleichungen von geraden
Stdaben, allgemeine Gleichung, Erklarung der auftretenden Differentialoperatoren
und des Lastvektors

Kapitel 2: Elektromagnetische Energiewandler

Grundlagen: Maxwellsche Gleichungen der Magnetostatik, Amperesches Durchflu-
tungsgesetz, magnetischer Fluss, magnetische Knotengleichung

Konstitutivgleichungen: Welche Eigenschaften weisen weichmagentische und
hartmagnetische Werkstoffe auf? Wie sieht die Konstitutivgleichung von linearen
magnetischen Werkstoffen aus, wie erfolgt die Beschreibung von permanentmagneti-
schen Werkstoffen? Wie kann die Sattung des Materials modelliert werden? Welche
Eigenschaften besitzen die Flussdichte und die Feldstérke an Grenzflichen zwischen
zwei Materialien unterschiedlicher Permeabilitét?

Permeanzen: Wie sind Permeanz und Reluktanz definiert? Wie sehen die An-
nahmen im Rahmen der Flussréhrentheorie zur Berechnung von Reluktanzen aus?
Wie kann die Berechnung von Reluktanzen fiir einfache geometrische Strukturen
basierend auf der Flussréhrentheorie erfolgen?

Reluktanzmodellierung: Wie werden die Quellen des Magnetkreises (Spulen,
Permanentmagnete) mathematisch beschrieben? Wie ist die magnetische Spannung
definiert? Wie erfolgt die Beriicksichtigung von Séttigung im Material?

Faradaysches Induktionsgesetz: Wie ist der verkettete Fluss definiert? Wie sieht
das allgemeine Induktionsgesetz fiir elektromagnetische Energiewandler aus? Wie
vereinfachen sich die Gleichungen fiir den magnetisch linearen Fall? Wie errechnet
sich die Induktivitdtsmatrix und welche wesentlichen Eigenschaften weist sie auf?

Energie und Koenergie: Wie sind Leitungsvariablen definiert? Welche Beispiele
gibt es in der Mechanik und Thermodynamik? Wie kénnen die Energie und Koenergie
fir elektromagnetische Energiewandler beschrieben werden?

Magnetische Krifte und Momente: Wie sieht das Energie- und Koenergie-
prinzip fiir Wandler ohne Permanentmagneten aus? Wie kann die Kraft bzw. das
Moment aus der Energie bzw. Koenergie ermittelt werden? Wie ist eine systematische
Beriicksichtigung von Permanentmagneten moglich?

Netzwerksanalyse: Welche Eigenschaften muss ein zuldssiger Baum und Kobaum
aufweisen? Wie errechnet sich die Inzidenzmatrix eines elektromagnetischen Netzwer-
kes zu einem gegebenen Baum? Welche Fundamentalgleichungen werden im Rahmen
der Netzwerksanalyse verwendet? Wie sieht das resultierende Gleichungssystem fiir
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elektromagnetische Wandler aus? Wie errechnen sich die verallgemeinerten Kréfte
und Momente? Welches Gleichungssystem muss fiir den magnetisch nichtlinearen,
dynamischen Fall gelost werden (Faradaysches Induktionsgesetz mit algebraischen
Gleichung)? Wie kann die elektrische Verschaltung des elektromagnetischen Wand-
lers systematisch beschrieben werden? Hinweis: Der Abschnitt 2.8.2 wird nicht
gepriift!

o Netzwerksanalyse fiir den magnetisch linearen Fall: Wie kann Induktivitéts-
matrix fiir den magnetisch linearen Fall ermittelt werden? Wie sehen das Indukti-
onsgesetz bzw. die verallgemeinerten Kréfte und Momente aus?

e« Permanentmagnet-Synchronmotoren: Welche Bauformen von Rotor und Sta-
tor von PMSM koénnen unterschieden werden und welche allgemeinen Vor- und
Nachteile ergeben sich aus diesen Bauformen? Wie ist eine PSM mit innenliegenden
Magneten aufgebaut? Wie kann die Beschreibung des Luftspaltleitwertes (Grundidee)
erfolgen?
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